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1. Egzistencija

U ovom radu se razmatra diferencijalna jednadina

y™=(—1)"F (x, y) (D
uz sledeée pretpostavke:
l. F(x,y) je neprekidna za x>xp i 0<y<{oo
2. F(x,)>0 za x>x0, y>0

3. y179F (x, ) je striktno rastuéa funkcija po y za svako x>xo i neko §>0
i dokazuje sledeca

TEOREMA 1.: Postoji pozitivno refenje y (x) jednaline (1) koje monotono
opadajuci tezi Ronstanti C>0 1 za koje va#i da je (—1%6y® (x)>0, k=1,2,...,n~—1

za x>a>xq ako 1 samo ako je S x"-1F (x, BYdx<<o0 za neku konstantu B>0.
Dokaz: (—) Na osnovu Tajlorove teoreme moZe da se piSe da je:

T@="3 (=1#F20O et

k=0 k! (n— )'j(t—x)” IF (5, y (£))de

Kako je (—1)¥y(®(x)>0 za k=0,1,...,n—1 sledi da je
b

i(a)z?v(@z——l—f(r—x)n a2
(n—1D!

I(t x)"-lF @, C)de

Pustajuéi da b—oo tvrdnja sledi.
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(«) Da bi pokazali da je uslov dovoljan formiraimo integralnu jednainu

y (0)=C+

" j(z—x)HF (63 () a @

i defini§imo aproksimativan niz {yx (x)} na sledeéi nadin:

Yo (x)=C

Ye+1 (x)=C+

1 _
(t=x)""1F (¢, yx (¢))de, k=0,1,...
(n—1)!
&
Kako je po pretpostavci St”—lF (¢, B) dt<<oo to mora postojati a>xp tak-

vo da za x>a je

j‘(t—x)”—lF (¢, B) dz<(—”121)£

Otigledno je & (x)=>C>0. Ako izaberemo 0<C<—§ tada iz pretpostavke da
je ¥k (x)<<B sledi

Fra ()< + (n_l o j(z—xw-lF (s, BYi<B

Ovim smo pokazali uniformnu ogranicenost ovog niza funkcija.
Za bilo koje dve tatke x1 i x2 takve da je a<<x1<lxg<<oo sledi

Y41 (x1)—Yir1 (x2)= [ j. (t—x)P 1 F (s, yx) de —j‘ (t—x2)*1F (s, yk)dtq <

E Zy

(n—1!

U(xz—xo (1= 1) (t—31)=2F (6, 7)o +-(xa—1) f(z—xm SF (gt | <

4

(n—l)'

00

j (t—x1)?2F (¢, yk)dz< g(t— a*—*F (¢, B)dt

(n 2)' (n— 2)!

§to povlati da je niz {yx} niz podjednako neprekidnih funkcija.
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Pretpostavimo da je ¥e41 (x)=¥r (x). Tada je i

f(z—x)ﬂ (F (& Fan () —F (&> 5 () de >0

x

Ytz (X)—Yr+1 (x)= D

$to zbog ¥1 (x) =>yo (x) povladi da je niz {¥x (x)} monotono rastuéi. Prema tome moze
da se izdvoji uniformno konvergentan podniz &ija granica, neprekidna funkcija
¥y (x) je reSenje polazne integralne jednaline na intervalu [a, o).

Ostaje da se pokaZe da je (—1)¥y® (x)>0 za x>a. Nek je A>0, tada

li(x+h)—§ @, 1 j (t=x)n2F (1, 3) dt

h (n—2)!
=l;z?1—zl—_1; [ j:t—x—h)n—lF(t,y) dr— j(‘—x)""lF (&, ) de+
1 i B
(n—2)! j (=2 F (5 dr|<
(2t mh 2
<| (2Rt _ o I
(n—1)! J.F(t, y)d[+(n—l)! J‘h( 5 )(t X3F (1, 3) de | =hM

Odgovarajuéa nejednacina se dobija i za #<<0 pa na osnovu neprekidnosti sledi

(=]

—F ()= t—x)"2F (1, ) & =0
(9= [ =9
z
Analogno se pokazuje da je
(— 15 (x)=-—1—~j(z—x)ﬂ—1-k F(z, 5) dr=>0
(1—1—F)!
2
odnosno ym=(—1"F (s, y)

i time je teorema dokazana.
Ovim smo uopdtili neke rezultate iz radova [1] i [2].
Ako je pored uslova [. 2. i 3. zadovoljeno i
4. F(x, —y)<0
vazi sledeéa:
POSLEDICA 1. Postoji refenje 3 (x) koje monotono rastudi tezi komstanti

K<0 rakvo da je (—1)k5® (x)<<0.
Dokaz je isti kao i Teoreme 1.
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2. Asimptotika

Da bi dobili asimptotsko ponaSanje reSenja moramo suziti klasu funkcija
koja figuriSe sa desne strane jednadine (1).
Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

©) y®W=(-1Drf (x)g (¥)

i pretpostavimo da je f (x) neprekldna funkcija takva da je f (x)=0 za x=>x a g ()
neprekidna i pozitivna za y>0 i y1-3g (y) monotono raste.

Vazi sledeéa:
POSLEDICA 2.:

g (C)+o(l)

y9=0f OFL j(t X1 () de

Dokaz sledi na osnovu (2) i neprekidnosti funkcije g (y).

Godine 1930. J. Karamoata [3] je uveo pojam regulaino promenljivih funk-
cija da bi uopstio neke teoreme Tauberovog tipa. Ta klasa funkcija se pokazala
veoma interesantnom u raznim oblastima matematike i njene osobine su detaljno
izucavane.

Definicija: Za realnu funkciju f kaZemo da je regularno promenljiva u besko-
natnosti ako je pozitivna i merljiva na [a, o) za neko a>>0, i ako za svako A>0

lim JOx) O) =A°
a0 f (x)

za neko | o |<oo (o se zove indeks regularne promene).

Svaka regularno promenljiva funkcija f (x)=x°L (x) gde je L (x) regularno
promenljiva funkcija indeksa =0 i naziva se sporo promenljivom funkcijom.

U monografiji L. de Haana [4] je dokazana sledeca:

TEOREMA 2.: Pretpostavimo da je f(x) regularno promenljiva funkcija
tndeksa o. Tada je za k<<—1—c ¢ x dovoljno wvelitko integral

S t*f () de
z
dobro definisan 1 konalan i vaZi:
B+l
im -~ f@® __,

c’ogt’*f(t)dt

—oc—1
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TEOREMA 3.: Pretpostavimo da je f (x) u (3) regularno promeénljiva funkcija
indeksa o<<—n. Tada za refenje y(x) vasi sledeéa asimprotska ocena:

5 () =C+ 8O 1y 4o (enf ()
I1 (c+p)

=1
Dokaz sledi na osnovu n uzastopnih integracija jednacine (3) i koris¢enja
rezultata Teoreme 2.

Ovim smo pokazah da je ne samo y (x) regularno promenljiva funkcija (o- 0
veé je to i y (¥)—C 1 pjen indeks je n-o.

Za c=—n se dobija

g (C)+o(D) [

y(x)=C+ =Y fzn—lf (&) dr

) Lt ... y . gyt
Kako je »1f (t)=L to se preciznija ocena ne moze dati kao §to je po-
t

kazano u radu [5). Poznato je samo da je

j L® g1, (0

L

z

takvo da je
lim 2 .
T—r00 Ll (x) ¢
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ON A CLASS OF NONLINEAR nz— TH ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS
Mirko Budinievic

SUMMARY

In this paper we study the nonlinear n-th order differential equation
Y@ =(=1)"F (x,3)

where F is continuous, positive and y~1-8F is monotone increasing. The existence and asymptotic
behavior of certain solutions is given.



