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Uvod

U ovom radu pokazujemo da se svojstva Robinsonovog forsinga mogu pri-
rodno preneti na forsing metodu, gde umesto konacnih skupova bazi¢nih reenica
za uslove uzimamo konaéne skupove 2, I, reenica (n>>0) (u $irem smislu njihove
definicije, $to inade nije od posebnog znafaja) normalnog prodirenja jezika L (u
kome je definisana data teorija T), konsistentnih sa 7. Takvom metodom svakoj
teoriji T pridruZujemo njoj na izvestan nadin srodniju teoriju T7* (T/n Il 0=
=T Ilss2), koja medutim, gubi ,lepo” svojstvo teorije 77 (dobijenu Robinso-
novom metodom): f-kompletnost. Takode ni T'—# konacno generi¢ni modeli ne
daju vi§e model kompletnu klasu. Kompenzacija su f,-kompletnost teorije T/»,
odnosno n-model kompletnost klase T—n kona¢no generi¢nih modela. Pretpostav-
ljamo stoga da primena ove metode moZe biti od nekog interesa u slucaju teorija
koje nisu Ilz-aksiomatizibilne.

Teoriju T7» moZemo (potpuno analogno kao i T¥) dobiti i standardnim
metodama teorije modela (poznata tehnika aproksimativnih lanaca Henrarda).

§ 0. Jezik L koji éemo koristiti je jezik predikatskog rac¢una prvog reda sa
jednako$c¢u. Njegova kardinalnost tako dugo dok se ne radi o egzistenciji generi¢nih
modela je irelevantna. Promenljive su o, 71, .... Za osnovne logicke simbole
uzimamo ], V, 3, a ostale onda definiSemo standardno: $&¢ je zamena za
_| (T1oV 1Y), Vo (v) za 7132 7]¢ (v). Beskonatna logika L dozvoliava

i prebrojivu d1s1unkcuu (V). Ponovo A 4) je zamena za | V _I 0] ( (})
obelezavamo i sa V @).

Skup slobodno promenljivih formule ¢ obeleZavamo sa fo ((b) Akoje o= 4) (fvo,
.+ +> %m) onda fo (§) < {20, . . . , ¥m}. Ukoliko kontekst dozvoli umesto ¢ (vy, . . . ,om)
pisacemo nekiput i ¢ (?). Recenice su formule ¢ za koje je fov ($)=

Ako je C skup novih konstanti L (C) je prosta ekspanzija jezika L (jezik nastao
od jezika L dodavanjem skupa konstanti C). Ukoliko je skup C beskonadan, $to
éemo ubuduée stalno podrazumevati, govorimo o normalnoj ekspanziji. Modeli
takvog jezika su oblika (M, ac)cec. Ako je M={a;|ceC} M je kanoritki model
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( u cilju pojednostavljenja notacije modele jezika L i njihove skupove elemenata
obelezavamo istim, velikim latini¢nim slovima).

Za teoriju T 1 (T) ¢e biti klasa svih njenih modela,

Skupovi X, I, formula jezika L definiSu se induktivno: Zo=Ilo={¢ | ¢
je formula bez kvantlﬁkatora}, Hpp={Vvo...Vom¢ | ie T, formula}, Zpn=
{3 0. .. 30, 6| D je II, formula}, no za nas ée <I) biti 2, (I1,) formula ako je ¢t
gde je q; Zp (1I;) formula u smislu gore date definicije.

Za f kazemo da je n-elementarno utapanje modela M u model N (u oznaci
f: M—»,.N) ako sa zvaku formulu ¢ (2o, ..., 7m)e X, Ull, i svako ao,...,ameM

vazi: M|—¢(ao,...,am) ako i samo ako N|—=¢ (bo, . . . , bm), gde je bi=f(as),
1=0,...,m Posebno ako je M= N i f identi¢no preslikavanje piSemo M<,N.

§1. Skup sub (¢) podformula formule ¢ jezika L, defini§emo (rekurzivno)
na uobidajen nadin. Fragment L, jezika L, . je onda ([3}) skup formula takav da:
(i) sadrZi sve formule iz L; (ii) zatvoren je u odnosu na ~},37 i kona¢nu disjunk-
ciju; (iii) sa ¢ (2) sadr?i i ¢ (v) gde je © (ma kakav) term i(iv) ako ¢ (v)e L4 onda
sub (¢p)c=Ly. K4 je skup formula dobijenih od formula iz Ly zamenom kona¢no
mnogo slobodno promenljivih kKonstantama iz C.

Naredne definicije takode preuzimamo iz [3].

DEFINICIJA 1.1. Forsing svojstvo je uredena trojka (P, <, > takva da:
(1) {P, <) je parcijalno uredena struktura sa najmanjim elementom; (2) f je funkcija
koja svaki elemenat p iz P preslikava u partitioni skup skupa atomiénih refenica jezika
K=L (C); (3) Ako p <q onda f(p)=f(q); (4) Ako su o i v zatvoreni termi jezika K
1 peP onda: (a) iz o=vef(p) sledi r=ccf (q) za neki uslv g=p; (b) iz 6=r1,
& (0)ef(p) sledi ¢ (t)ef (@) za neki uslov g=p; () za neko ceC i neki wuslov
g=p c=cef(g).

DEFINICIJA 1.2. Relaciju ,p forsira &”, u oznaci p||— ¢ definiSemo
rekurziono za uslove peP [ relfenice ¢peKy.

(1) Ako je & atomilna refenica tada p||— ¢ akko bef(p);

(@ pl|—V & akko ne postoji uslov q=p takav da q|— ¢;

B) p|—V © akko p||— ¢ za neku refenicu ¢ iz D

@® pll—3vd(») akko p|—¢(c) za neko ceC;

p slabo forsira @ (p||—*¢) ako p|—"171¢.

DEFINICIJA 1.3. Podskup G< P je generiCan ako i samo ako: (i) Iz
peG i g<p sledi qeG; (i) Za svako p, g G postoji uslov reG takav da r=p i r >q;
(iii) Za svaku relenicu ¢ u K, postoji uslov peG takav da p||— ¢ il pll— 71 6.

DEFINICIJA 1.4. Generitni skup G generise model M ako i samo ako je M
kanonitki model u kome je svaka refenica & koju forsira neki uslov iz G zadovoljena.

Model M je generiéni model za uslov pe P ako je generisan (generiénim) skupom
G koji sadrii p.

Generitni model M je model jezika L takav da (M, ac)ccc je generiéni model
najmanjeg uslova iz P.
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Smatraéemo poznatim osnovna svojstva forsing relacije ([1}, [2], [3]) kao i
teoremu o egzistenciji generi¢nog modela za svaki uslov pe P u slu¢aju prebrojivosti
fragmenta K.

Forsing svojstvo o kojem ée biti rei u sledeéim paragrafima poseban je sluéai
(kao i Robinsonov forsing uostalom) forsing svojstva ([3]) P(u, @®)={P, <, ),
gde je p klasa modela jezika L, ® podskup fragmenta L, koji sadrZi sve atomi¢ne
formule i zadovoljava uslov: za svako ¢e® sub (¢) = @, P skup svih konaénih pod-
skupova skupa retenica @ (C)={d (co, ..., cm) | (vo, . . ., vm)eDP} koji se reali-
zuju u proSirenjima modela iz p, < uredenje inkluzije i f (p) skup atomi¢nih rece-
nica iz pel.

Za ovo forsing svojstvo vaZi slededa

TEOREMA 1.5. Neka je p uslov forsing svojstva P(u, ®) i $e® (O).
Tada iz p|=— ¢ sledi p || —* ¢ a ako p || —¥ @ onda je & konsistentno sa p.

§2. Neka je T (konsistentna) teorija definisana u jeziku L, C (beskonad&an)
skup novih konstanti i P (T, K, ) skup svih konaénih podskupova Z,, IT, (#>0)
redenica iezika K=L (C) konsistentnih sa T. U daljem razmatramo forsing SVOjStvo
P (T, K, )=(P(T, K, n), <, f) gde je ponovo < uredenje inkluzije i f(p) skup
atomi¢nih regenicaiz p. Ako pe P (T, K, n) forsira redenicu ¢ fragmenta K4 (koji od-
govara fragmentu L,) pisaéemo p||—r, k4,2 ¢.

Napomenimo odmah da smo svojstva ili njihove analogone forsinga P (T,
K,n) i forsing relacije |— 7,k 4,n veé sreli kod Robinsonovog kona¢nog forsinga (koji
za uslove uzima kona¢ne podskupove bazi¢nih recenica). U dokazima (videti [1],
[2]) i nema razlike. Poznati stavovi iz teorije modela nam (uz 1.5) omoguéuju
da rezultate iz [1] ,,transliramo za #” (stavimo li =0 eto njih). Dokaze ¢emo stoga
naj¢esée samo skicirati ili koji put, jo§ jednostavnije, izostaviti.

LEMA 2.1. Neka je peP (T, K, 1) i $ relenica fragmenta K, koju p forsira.
Ako u svim refenicama uslova p i u c}> zamenimo neke konstante i neka relacijska slova
jeztka K, ko;a se ne javljaju u teorz]z T, reamo €05 .- «5Cms Roy...,Rg novim kon-
stantama 1 relacz]skzm slovima ¢ s ... cm, Ros ..., Rk, koja se takode ne javljaju
u teoriji T ¢ ako su p* i §’ rezultati zamene, tada p’eP(T, K,n)ip|—r k40

Dokaz: Indukcijom po sloZenosti formule ¢.

LEMA 2.2. Neka je peP (T, K, n), CSC',K'=L(C"), K4 i K4 fragmenti,
respektiono, jeztka Ko o, Kmlm koji odgovara]u fragmentu Ly 1 § refenica iz Ka.
Tada p||—r,k 4.2 O ako i samo ako p ||—m, k)4, n O.

Dokaz: Indukcijom po sloZenosti formule ¢ (koristimo i prethodnu lemu).

NAPOMENA. U daljem tekstu smatraéemo da su teorija T, fragment L4,
parametar # kao i jezik K=L (C) fiksni, gde je kardinalnost skupa C pr01zvol]no
(dakle uvek dovoljno) velika. S timu vezi rogobatno p|—r,x4,nd zamenjujemo
Cesto jednostavnim p [l— o.

DEFINICI]A 2.3. T7n [p) je skup svih relenica jezika L koje uslov p slabo
forsira. T7n [@), $to krace obelezavamo sa T'n, zovemo n-forsing pridrufenjem teorije T.

TEOREMA 2.4. Za relenicu & jezika L vasi: T [p]|— & ako i samo ako
be T/ [p].



164 Milan Grulovié¢

Dokaz: Ovo je zapravo posledica jadeg tvrdenja (koje se dokazuje indukcijom
po duzini dokaza): ako je ¢ (v, . . . , vm) izvedivo iz T7= [p] u predikatskom radunu
sa jednako$éu (za razliku od dokaza za T7 u [1] ovde moZemo, zbog 1.5 velikodusno
dozvoliti da je formula ¢ u aksiomi vo=v1—+( (v0)—>Y (21)) Za, II, formula) ta-
da za sve zatvorene terme To,...,Tm P |—%¢ (to, ..., Tm).

KOROLAR 2.5. T/ [p] je konsistentna teorija.
Sa T N I1,41 oznatavamo skup reéenica {¢|¢ je ITs41 redenica jezika Li T|— o}

LEMA 2.6. peP (T, K, n) ako i samo ako peP (T N1l 41, K, ).

Dokaz: Neka je peP(T NIy, K, n) 1 M model teorije T 1II,+1 u kojem se
p realizuje. No tada postoji model N teorije T takav da je M < NN je, dakle, model
iza p te peP(T, K, n).

KOROLAR 2.7. Ako je § relenica fragmenta Ky onda p||-— 1, k4,29 ako
isamo ako p||— TATy,, Ea, 5 -

KOROLAR 28. T/=(TnIlzn)

TEOREMA 29. Neka je ¢ Il reenica jezika K i pe P(T, K, n). Tada
p|l—*2 ¢ ako i samo ako TUp|— .

KOROLAR 2.10. TnIy=T"n1lun.

TEOREMA 2.11. Neka je p(co,...,cm)eP (T, K, n) gde su coy...5¢m
konstante iz C koje se javiljaju u refenicama uslova p. Neka su, dalje, w0,...,m
proizvoljni zatvoreni termi jezika. K Tada iz: p forsira relenicu & (Ctt, - . . 5 Cms
COs .- .»Ck) fragmenta Ky (refenica &b moZe da sadr#i i neke druge konsante iz C)
1p(T0y.-.>tm)EP(T,K,n)sledi p(tos...,Tm)forsiradp(Tos. .. Tms Cos - -+ » k).

Dokaz: Indukcijom po sloZenosti formule.

TEOREMA 2.12. Neka je p{co,...,cm)eP(T,K,n) ¢ $d(cos--.5cm)
relenica jezika K, gde su co 5 . . . , cm sve konstante 1z C koje se javijaju u relenicama
uslova p ili . Tada iz p|j-— ¢ sledi Voo. .. Yom (& p(Doy + . + s Vm) > (V05 - « - » Tm))
€ T7n,

Dokaz: Pretpostavimo da su uslovi teoreme ispunjeni ali da nije Vzo.. .Yom
(&p@os--->0m)>d(0,...,vm)) u T/ Onda postoji uslov ¢=p koji forsira
redenicu 3vo. .. Jom (& p(vo,...>m) & " 1$ (20, ...,2m), pa za neke konstante
Cos---s6m q|—8&P(cos...cm)iq|—1d(co...,cm). Ali tada (teorema 1.5)
r=qu p(cd...>cm) je uslov i r{l— "1¢(ct,...,cm) §to je u kontradikciji sa
prethodnom teoremorn.

83. LEMA 3.1. Nekaje C< C'y, M kanoniéki model jezika K=L (C) i Dy (M)=
={¢ | ¢ je Zp, I, redenica jezika K i M =}, n-elementarni dijagram modela M.
Tada su iskazi:

M }2 Tnllaws
(ii) Swaki konalan podskup pc Dp (M) je usiov (peP (T, K, n)); ekvivalentni.

Dokaz: Prema 2.6 i teoremi kompaktnosti.
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S obzirom™na napomenu uz lemu 2.2 moZemo pretpostaviti za svaki model M
da je kanoni¢ki model jezika L (C) (i onda naravno i kanoni¢ki model jezika K'=L (C")
ceC).

DEFINICIJA 3.2. Neka je M kanorilki model jezika K=L (C) i M |=
Tnllyn. Sa Fy,¢c (M) obelegavamo skup svih formula ¢ (vo, . .., vm) fragmenta
L4 takvio da je za svako Y esub ($) i svako co,...,cm € C 2zadovoljeno: M |=
|=¢(cos...>cm) ako i samo ako p||— Y (cos...,cm) za neko pc Dy (M).

TEOREMA 3.3. Neka je Mep (T 0\ lpy1) kanonicki model jeztka K=L (C).
Tada Fp,c (M) sadr#i sve baziéne formule jezika L i zatvoreno je u odnostt na prebro-
1ivu disjunkciju, konaénu konjukciju i 3. Posebno za svaku Zn, Ila formulu ¢ i svako
€0s...rcm tmamo: M|—=d (cos...,cm) ako i samo ako p||—¥d(cos-.-scm)
za neko p<=D, (M).

Dokaz: Prvi deo se neposredno proverava (da bi pokazali zatvorenost za egzi-
stencijalni kvantifikator Kkoristimo i 2.3).

Ako je ¢ (cos.-+>Cm) Zns Iy retenicai pl—*d(co,...5cm) p=Da (M)
onda, jasno, M|—¢d (co,. .., cm)inate bi uslov pu{$ (cos. . ., cn)} forsirao i |¢
(cos..->em)i "] 190, --.,cm) kontradikcija. VaZenje implikacije u suprotnom
smeru proizilezi iz L.5.

KOROLAR 3.4. Ako je M € u(T N 1lan) kanonitki model (za K=L (C)),
tada za svaku Zpyy formulu & (0o, ..., 0m) i svako co,...,cm€C vafi: M|—
¢ (cos...>cm) ako i samo ako p||—* ¢ (cos . .., cm) 2a neko p< Dy (M).

TEOREMA 3.5. Akoje M kanonicki modeliza K'=L (C) iza K"=L (C"),
C,, C” < C, onda Fn,C” (M)=F1;,C” (M).

Dokaz: S obzirom na 3.3 dovoljno je pokazati daiz ¢ € Fyn,c (M)NFy, ¢ (M)
i T1é €Fp,cr (M) sledi 7] b € Fu,or (M).

Generi¢ne modele forsing svojstva P (T, K, n) zvaemo T-n konaCno gene-
ri¢nim.

TEOREMA 3.6. Za kanonicki model M vazi: M je T-n konalno generiéan
ako i samo ako (i) Mew (T N pyy) 1 (ii) za svaku redenicu & fragmenta Ky M |—d
ako i samo ako p|— & za neko p=Dy (M).

Dokaz: (=) Model je generisan po pretpostavci generiénim skupom, recimo
G, za najmanji uslov (). Stoga M |— T'» pa, prema 2.10, M |—T Iz (i)
M {=¢ ako i samo ako je ¢ generisano nekim uslovom g iz G. No g || —% &g te ¢<
CDn (M)-

(«+) Skup svih uslova p< D, (M) je generitan skup za najmanji uslov.

TEOREMA 3.7. (teorema o generiénom modelu [31) Ako je Ka prebrojiv
fragment jezika K, postoji prebrojiv T-n konalno generitni model. Posebno za svaki
wslov p e P(T, K, n) postoji T-n konalno generitni model takav da p< Dy (M).

Napomena. U daljem tekstu fragment K, e biti skup (svih) reCenica jezika K.

TEOREMA 3.8. (i) Neka je M T-n konaéno genericni model i N model teo-
rije T/n, Tada iz M~<aN sledi M<N; ’
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(ii) Ako je M|=T"n i iz M<uN sledi M<N za svaki model N €. (T'n)
onda je M T-n konalno generiéni model.

Dokaz: (1) Smatratemo da je N Kkanonicki model jezika K'=L (C’) gde
Cc C' (M je kanonicki model jezika K=L (C)) i dacM=c¥ za svako ¢ € C. Ako je
M|—d(o ... c¢m) onda za neki uslov pcD, (M) p|—¢ i prema 2.12
N=VYo... Yoo &p@o ....om)>d(@0,...,0m). Zbog M<zN Nl}=
—p(cos..5¢m) pa Nj=d(co,...5cm)-

(ii) Zbog 3.3 dovoljno je da pokaZemo da ako je 7] ¢ zadovoljeno u M onda za
neki uslov pc Dy (M) p||—71¢ (obrat ovog tvrdenja je oligledan). Kako je
Tin U Dy (M) kompletna teorija T/auD, (M) —"]1¢ pa za neko pcD, (M)
T/mUpH ¢. No sada p||—"] ¢ inale bi neki uslov ¢g=p forsirao ¢. Ali tada
T/nugqu {¢} je konsistentno je u kontradikciji sa T/»upH"1¢ i ¢=p, a iz
Thuglb"1¢12.12sledi 3. ..3om&g (w0, .., om)eTncsT/n[g]. Prema 1.5,
medutim, i dvo...3 9, &q@0,...,vm) € T2 [g], kontradikcija opet.

DEFINICIJA 3.9. Teorija T je n-modelski kompletna ako za svako M, Ne
w(T) iz M<4N sledi M<N.

KOROLAR 3.10. T/ je n-modelski kompletna ako i samo ako je svaki model
teorije T'n T-n konatno generiéan.

TEOREMA 3.11. Ako je L prebrojiv jezik onda Th (Fp)=T/s, gde je Fp
klasa svih T-n konaino generiénih modela i Th (Fr)={d | & je redenica jezika L koja
vagi u svim modelima klase Fr}.

Dokaz: Jasno T/»c Th(Fy). Ako ¢ ¢ T/» onda neki uslov p forsira ~] .
Neka je M generiéni model takav da p< Dn (M) (3.7). Onda M |-—"1 ¢ i b¢Th (F7).

DEFINICIJA 3.12. Klasa modela v jezika L je aksiomatizibilna ako je
n=u (Th (0)).

KOROLAR 3.13. Ako je L prebrojiv jezik, klasa Fg svih T-n konano gene-
riérih modela je aksiomatizibilna ako 1 samo ako je T'n n-modelski kompletna.

DEFINICIJA 3.14. Lanac modela {My | i € I} je n-elementaran ako za svako
i, je I, i<j My<aM;.

TEOREMA 3.15. Klasa Fp T-n konaéno generiénih modela je zarvorena u
odnosu na uniju n-clementarnih lanaca.

Dokaz: Direktnom proverom vaZenja (i) i (ii) iz 3.6.

TEOREMA 3.16. Neka je M T-n konalno generiéni model, N ep (Tn
NIlpn) 1 M<uN. Ako je & Ilp4o relenica jezika K (M je kanonilki model jezika
K) onda iz N |=—=¢ sledi i M |=.

Dokaz: Pretpostavka suprotna tvrdenju teoreme vodi u kontradikciju

-postojanje uslova koii forsira reenicu i njenu negaciju (imati u vidu: Dy (M) <
=Dy (N) 1 3.4). _

TEOREMA 3.17. Ako je M<nu Ni NeFp tada i Me Fr.



Primedba o forsingu 167

Dokaz: Osnovna ideja je da se pokaZe da ako N|—¢, gde je ¢ relenica je-
zika K, onda postoji uslov p= Dy (M) (S Dy (N)) takav da pfl—¢. U tom cilju
_pretpostavljamo, §to jasno i moZemo, da je svako a iz M interpietacija beskonatno
mnogo konstanti iz C (N je kanoni¢ki model jezika K'=L (C'), gde C=C’ i
cM=cN za svako c iz O).

DEFINICIJA 3.18. T+ je n-modelsko pridruenje teorije T ako vafi:

@) T nllpnu=Tn1s;

(ii) T+ je m-modelski kompletna.

(Ako je n=0 govorimo o modelskom pridrusenju [1]).

DEFINICITA 3.19. T ima svojstvo n-pridrufenog utapanja ako za svako
M, M’ ey (T) postoji model N e p.(T) takav da M—uN i M’—,N.

DEFINICIJA 3.20. Model M je m-egzistencijalno kompletan za teoriju
tako:

(i) M je model jezika teorije T
(i) Mep(Tnllzn);
(iii) M< 41N za svaki model N e p (T) takav da M<,N.
(Za n=0 imamo egzistencijalno kompletan model teorije 7). Klasu svih
n-egzistencijalno kompletnih modela teorije T obeleZavaéemo sa Ep (Eg- obele-
Zavamo i sa E7).

LEMA 3.21. Svaki &lan klase y.( Tn1lp4) je n-elementaran podmodel ne-
kog n-egzistencijalnog modela teorije T.

LEMA 3.22. E7 je jedinstvena podklasa G Kklase @ (T n I541) koja zadovo-
ljava sledeée uslove:

(i) Svaki ¢lan klase p (Tnl1l,4) je n-elementaran podmodel nekog ¢lana
iz C;

(ii) Ako M, M’ e C i M<,M' tada M<pnnM';
(iii) Ako Mep (Tnllp), M eC i M<,M' implicira M<,M’ onda i
MeC.

TEOREMA 3.23. Ako T ima n-modelsko pridruZenje T+, onda T+=
= Th (Ep).

Dokaz: Pokazujemo da p (TH)cp (TnlIle4) zadovoljava uslove prethodne
teoreme. (i) vazi prema 3.21, (ii) je trivijalno ispunjeno, a ako Mep (TN 1lpn),
M ep(T+) i M<puM' tada i M|=T", jer je teorija T+ 449 aksiomatizibilna
(s obzirom da je zatvorena u odnosu na uniju n-clementarnih lanaca).

TEOREMA 3.24. (i) T/n/n=T/n;

() Iz Tinllgn=TenIlp4 sledi T{"=T1{",
(iii) 7/» je kompletna teorija ako i samo ako T ima svojstvo n-pridruZenog
utapanja;

(iv) T/ lpo=Th (E7) 0 llpi22 T 0 1lais;
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(v) Ako T ©ma n-modelsko pridrufenje T+, T'n je deduktivno =zatvorenje
teortje T,

(vi) Ako je teorija T definisana u prebrojivom jeziku L klasa svih T-n konalno
generitnih modela Fr je podklasa klase Ef;

Dokaz: (i) Prema 2.8 i 2.10 T/n'a=(TInAIlpn)n=(T Izi1)n="T7n;

(i) Neposredna posledica korolara 2.8;

(iii) («) Ako bi T»u{"1¢} i T/»u{$} bile konsistentne teorije postojali bi,
zbog 2.4, uslovi p i ¢ takvi da pl—"1dig|—¢. Ako je pcDa(M) i
gDy (M) gde M, M' e n (T) onda za neko Neyp (T) M—>zN i M'—>,N. pug
je stoga uslov koji forsira i ¢ i 7] ¢, kontradikcija.

(—) Neka su ¢ i ¢ Zn1 reenice jezika L konsistentne sa 7. Prema 3.4
postoje uslovi p i ¢ koji forsiraju, respektivno, ¢ i ¢. Dakle @|—% i @ !—=.
No tada postoji uslov r koji forsira ¢ &{,a, ponovo prema 3.4, ¢&¢ je redenica
konsistentna sa T. Jasno T onda ima svojstvo n-pridruZenog utapanja;

(iv) Neka ¢ e T Hpyg i M e Er. Kako je TIlzs1=T"nNIl,41 postoji
model N takav da M<zN |=T7" No onda i M< 1N pa M’ =é.

S druge strane pretpostavka ¢ € Th (Ep) nIl441 i ¢ ¢ T7n vodi u kontradikciju
(sledi egzisrencija uslova koji forsira refenicu i njenu negaciju; u dokazu se koristi
2.9 i 3.21);

(v) Prema (iv) i 3.23 T+=T*NIlp2=Th (E7) npi2=T"nTIssa. Kso
n-modelski kompletna teorija T+ ima svojstvo da za svaku formulu ¢ postoji Zip+1
formula ¢ takva da T+ ¢ . Na osnovu gore datog to svojstvo imai 7/, as
obzirom da su iste X,41 redenice posledice i jedne i druge teorije T/r=T+;

(vi) Neka je M e Fp (M je kanoni&ki jodel jezika K) i M<aM', M’ ey (T
NIT411). Pretpostavimo da za neku Zu41 redenicu ¢ =3¢ (2) jezika K M" |=—¢
ali M|—"1¢. Onda za neko p=Dy (M) p|—Vv71¢ (v). Kako M’ |—q.:(d)
(za neke konstante iz C') " M’ =& p {¢ (d)} Up j je uslov, koji forsira i Vv 1¢ (v) i
3v ¢ (v) kontradikcija. Zato M<, 1 M’ 1 i M’ e Ef.

§ 4. Definicije i teoreme u ovom paragrafu slede [6], predstavljaju njihova
prirodna uop$tenja-,.,transliranje za »“; dokaze ¢emo stoga, kao i ranije, uglavnom
izostavljati. Sve teorije i formule su definisane u jeziku L.

DEFINICIJA 4.1. n-operator pridrufenja je preshikavanje (—)* teorije T
u teortju T*, takvo da je za sve teorije T, T1 ispunjeno:

@) Tollpu=T*n1lsn;
(ii) Ako TnIlpn=T1Nn1lpx onda T*=T7;
(iii) TN 2= T*.
(0-operator pridrufenja zovemo operator pridrufemja).
LEMA 4.2. Neka su (—)* i (—=)* dva n-operatora pridrufenja. Tada:
(D (TH*=T%;
(2) T* " Mpro=T+Nn1lx42.
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Dokaz: (1) Prema (i) i (ii) definicije 4.1;

(2) T+ c(TH*=T* zbog 4.l (iii) i (1). Analogno T* AIIsac T+
TEOREMA 4.3. (=)™ je n-operator pridruZenja.

Dokaz: Videti 2.10 i 3.24 (i), (iv).

TEOREMA 4.4. (=) je n-operator pridruenja, gde Tn—=Th (ET).
Dokaz: Uslov (i) definicije 4.1 je zadovoljen na osnovu 3.22 (i), tokode i
(ii) (jer umesto o n-egzistencijalnom modelu teorije T moZemo govoriti o n-egzis-

tencijalnom modelu klase p (TN I,441)). Konatno, ako je MeEr onda za neko
New(T) M<aN tj. M<n+1 N pa M |— T nIlyqq te vazi i uslov (iii).

DEFINICIJA 4.5. Teorija T je (n-k)-kompletna ako za svaku Ilpivia
formulu &, konsistentnu sa T, postofi Zn1 formula O konsistentna sa T takva da

fo@cfv(d) i T-9—>¢.

LEMA 4.6. Iz TrnIllatkrni=T10asxr1 ¢ (n—E)-kompletnosti teorije T1
sledy TﬁHn+k+2 cT1.

KOROLAR 4.7. Za svako k € & va%i: ako su T i T1 (n-k)-kompletne teorije
i Tollpu=T1n1uu onda Tolliero=T1 " Marrsa.

Dokaz: Indukcijom po k.

DEFINICIJA 4.8. Teorija T je fn-kompletna ako za svaku formulu ¢
konsistentnu sa T, postoji Zp41 formula 0, konsistentna sa T i takva da fv (8) S fo ($)
i T 0->4¢. '

KOROLAR 4.9. Akosu T i T1 fo-kompletne teorije i T lpi1i=T1n1lnpa
tada T=T1.

TEOREMA 4.10. Svakoj teoriji T odgovara jedinstvena fn-kompletna teo-
rya T+ takva da T =T+ 1,1 Vasi takode T+=T'»,

Dokaz: Preostalo nam je samo da pokazemo da je T/» fp-kompletna teorija.
Neka je ¢ (v) formula konsistentna sa T/». Onda nije T/»-"]3 9 (2). Stoga za
neko peP(T,K,n) p|—3 2¢ (). Prema 2.12 T/ |-Vo (Qu & p (2, ¥) ~> ¢ ().
3 u&p (9, %) je Zp41 formula konsistentna sa T, pa prema tome i sa T/n.

KOROLAR 4.11. Ako teorija T ima n-modelsko pridruzenje T* onda T/n=
=T*.

LEMA 4.12. Za svako k € v 1 svaku teoriju T postoji teorija T ®) koja za-
dovoljava sledede uslove:

@) Todllprza=T ® " Ilpiis;

(i) T® ima Ipix+2 aksiomatizaciju;

(iii) Ako je & M p+k+1 formula konsistentna sa T® onda postoji Zp+k+1 formula
O konsistentna sa T®) i takva da fo (0)<Sfo ($) i T® -0 —>o.
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Dokaz: T® je teorija {& | ¢ je Ils+x+2 reCenica konsistentna sa T i takva da
je (TnIlpres1,0{d}) "Husrkn=T N Ipte}.

LEMA 4.13. Za datu teoriju T neka je T°=T), T*H=(T¥) k1),
Tada:

(1) TEnlgrkro=TF 1N 1l41040;

(ii) T* je Ilu+k+e aksiomatizibilna teorija;

(ili) TF< T*H;

iv) Tollpu=T*N1lp41;5

(v) T¥ je (n-k)~kompletna teorija.

TEOREMA 4.14. T/= U T*.

kew
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A COMMENT ON FORCING

Milan Grulovic
SUMMARY

In the paper it is shown that all properties of Robinson’s finite forcing are naturally tran-
smitted to a forcing whose set of conditions has as its elements finite sets of I, IT, sentences
of an extension of an original language /in wich the theory in question T is defined) consistent
with T. In fact we could speak of ,,a translation for n»“ of fi the results of nite forcing (let us put
n=0 and there they are). So, for a given n, the coresponding forcing property determines an
n-companion operator (—)Yn (definition 4.1) (the other such one is (—)en (4.4)). Theory T/
(associated with theory T') is fp-complete (4.10) and the class of generic structures (we call them
T—n finitely generic) consists of exactly those models M of T7a which ,z-complete* T7n (in
other words from M<sN | =71/» follows M<N) (3.8) And, of course, if language L is countable
this class is axiomatizable if and only if T/» is n-model complete (3.13). Furthermore, the n-
-model companion and n-model completion are defined in the only possible way. Certainly if
T has an n-companion operator (—)* it is unique and T™*=7Th (E})=1T7» (3.23, 3.24). The con-
struction of T/» by standard model’s theoretical means is a known usage of Henrard’s approxi-
mation chains ([6]).
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Thus an application of such a forcing property (for »>>0) could be of interest (if at all)
in cases of theories which are not I7z axiomatizable. Naturally on condition that we wish to have
the given theory T contained in the one associated with it and are ready to pay this by loosing the
model completness of the class of finitely generic structures as well as some other ,,nice* properties
of the (—)/ operator.

In the text by Z,, IT, sentences we mean sentences logically equivalent to those which
are X,, IT, in the strong sense of definition (§0). However this is of no importance i. e. there would
not be any restriction if we had remained with the ,,genuine® ones.

We used (without accepting them) the proofs of [1], [2], [5], [6] along with applying some
well known model theoretical theorems as well as those of [3] which concern the general features
of forcing properties (particularly 1.5); thus they are mostly either outliked or omitted.

In § 3, after 3.7, in order to obtain other results we limited the fragment K4 to the set
of sentences of the language K=L (C) and in §4 all formulas and theories are defined in L.



