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1. U radu se posmatra jedna¢ina
¢y x=Tx+f

u Banahovom parcijalno uredenom prostoru B. Za pribliZno odredivanje reenja
jednatine (1) koristi se nestacionaran iterativni postupak

2 Zp=Tpen_1-1f, z0€B
Tnx=Tx+p1;, p”EB (n=1, 2,. ..)

Pri tome se pretpostavlja poznavanje sopstvene vrednosti p i odgovarajuéeg sop-
stvenog elementa « sa osobinom

3) Ta=pax, 0<<p<<l, «=0

(Za egzistenciju ¢ i « pogledati {2], [6], [7])
U [1] i [4] su odredeni invarijantni intervali za operator T’

4 T'x=Tx-+f
preko stacionarnog iterativnog niza
(5 xn=Txp_1+f, %0€B (n=1,2,...)

Ovde su ti rezultati preneti na nestacionarne iterativne postupke oblika (2), koji
se Cesto sre€u u matemati¢koj i tehni¢koj praksi (gres$ke zaokrugljivanja brojeva,
tolerancija mera u tehnici, zamena operatora pribliZnim).

TEOREMA 1. Neka jeu B definisan linearan i pozitivan operator T. Neka
u nizu (2) za neko k=1 postoje pozitivni linearni operatori Ax i Bx takvi da je

1.1 (TFAr)zx-1< Tr2re-1<(T+Br)sx_1

1.2 dzr>+Br2r_1, O2x=2r—2k_1
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1.3. g¢x i Q& su nenegativni realni brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti
qroe+ Brzr_1<32x < Qra F Ag2p_1

Tada operator T’ ostavlja invarijantnim interval

© Ii(g, Q)=[x1+ g x1+1LQka], gde je
—p —P

x1=Txo+f, xo=2r-1, a p i « zadovoljavaju (3).

Dokaz
2k Brzr—1 <x1==2r—pr <2r+ Axzr-1

32k T Brzr—1 <8x1=x1—%0 <82k = Apzr
Prema 1.3
grox <8z T Bizr—1 <8x1 <Vzp + Ap2r— <O

a prema 1.2 je 3x;>0, pa primenom teoreme 1.1. [2] sledi tvrdenje.

TEOREMA 2. Neka su zadovoljene pretpostavke prethodne teoreme s
tim $to u uslovima 1.2 i 1.3 operatori Ay i Bz zamene mesta, a 32x se definiSe sa

Szx=2r-1—2k
Tada operator T’ ostavlja invarijantnim interval Iy (—Q, —¢q) odreden sa (6).

Dokaz. Dokazuje se na sli¢an naéin kao prethodna teorema. U [2] se pokazuje
da teorema 1.1. [2] vaZi i za monotono opadajuéi niz iteracija, s tim $to se interval
zameni sa Iy (—Q, —9).

Zahtev o egzistenciji p sa 0<<p<C1, svodi se za neke klase operatora na
kontrakciju [6], [7]. Teoreme 1 i 2 u tom sludaju daju podetne elemente za
konstrukciju dvostranog iterativnog postupka. Zbog toga ¢emo detaljnije raz-
motriti slu¢aj || T||<1. U daljem ¢emo izostaviti indeks % kod operatora A
i B Pretpostaviéemo da je % fiksirano teoremom 1 ili 2. Posmatraéemo nizovee

Va,n=TnVsn-1+f n=1,2,...), Tax=Tx+pn
ta,n=Ttts,n-1+f (n=1,2,...), Tux=Tx+pn
Vo, n=Tozn1+f (n=1,2,...)

@ ‘ Uzs,n=TUzn-1+f (n=1,2,...)
Vg n=(T—Avsyna1+f ®=12,...)
tsa=(T—Ausyna1+f m=1,2,...)
Vyan=(T+Bloyna+f (m=1,2,...)

| #yn=(T+Bluysn1+f (n=1,2,...), gde je



Aposteriorna ocena gretke 125

p ey
Vzo=28r+ Azr1+ n Okt  Vz50="Us0=Vys0="Vzs0
—p

P
I—p

®

Upmo=2r—B2r 1+ qro  Uxso=Usso=—Uys0=Uzs0

Ako je T pozitivan linearan operator kumutativan sa 4 i B, indukcijom se moZe
pokazati [11] (g1 E se zameni sa 4, a 2 E sa B), da je

i I (14
Bysg—azsy=2, B2, [ . ] Ttaz, j—n—is (a=u, v)
(9) n=1 i=0 t
] I (n—1+1
bays—bsg= 2, (—AP D, [ . ] Thzyj-n—ty (=1, )
n=1 i=0 1
Dalje je
pH
(10) Thoz5p= kZ{ 8vzk+ T4 (vzo—Sf),  gde je

sv$,k=v:bk_v:¢,k—l

Zamenom (10) u (9) i prelaskom na normu, pod uslovom da je | 4 |+ T {<1,
dobijamo:

(1 Vo0 < (Bl + oo 11D
—(L / 1—-% L2(L -1 L
AP _g 1P BTV D2 s+
1—-L—% 1-F 1—-L 1-L

i
+3 élf"‘lllw—n,xll, gde je

ITI<L, [BI<} JF+L<I

Posto je vz,p <0z0 8 3051 <vz1+Ar2z-1 desnu stranu nejednakosti (11) moZemo
izratunati. Nejednakost (11) vaZi kada se » zameni sa #. Procene za || vz,j—s,; |
il #z,5—us,; | dobijaju se takode po navedenom postupku, s tim $to se pretpo-
stavi da je || A | =S, S+L<1. Tada za ocenu prve velitine treba u (11) zameniti
¥sa S, a za drugu pored toga i v sa u.

TEOREMA 3. Neka je B parcijalno ureden normalnim konusom K i
neka je primenom teoreme 1 odreden interval (6). Neka su operatori Az i By Ko-
mutativni sa operatorom 7. Ako formiramo nizove ¥z i 4z,» prema (7) 1 ako je

(T-A) x<Tux<(T+B)x, x>%,
(T—A) X <T,,‘x <(T+B) X X 2113,;,
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pri ¢emu je L+¥<<1 i L4+S<1, tada nizovi v;,n, #z,» aproksimiraju dvostrani

iterativni postupak vz, i #uz,n Za re$avanje jednaline (1). Tada vaZi ocena

o Pnitng <N(K)
2

(12)

uljp (Qr—a)lol +

N .
+—(25)—<||M.,u+uMu||, gde je

My=max | (vy,)—2z,7), (Vz.;—0s,5)| a
My=max | (uy,j—tz,1); (Hz.g—4s,1) |
N (K) je konstanta koja zavisi od konusa.
Dokaz. Lako se pokazuje da je
Us,) Slz, ) SUy,Js  Us,§ SUp,§ Sthy, ]
. Vs, SUx,f SVy,5  Vs,) SVz,§ SUy,J
pa j¢
(13) I 2* —(2z,5tus, )2 | <l &*—(a,5tuz,)/21 +
+271 || vz, s+ sz, 1— V2,5 —tz,5 | <2IN(R)L || vz,0—tizo | +
+27 | vg,—vzg | 27 | ug,y—uzg | . 1z (13) i
— My <vg,1—vz,) <My
— My <uz,;—uz,3 <My, zbog normalnosti konusa dobijamo (12).

Kada je operator T u (1) linearan i negativan (— T pozitivan) i za 0<<p<<1
postoji nenegativan sopstveni elemenat o, tj.

(19 To=—pa
moZemo dobiti ubrzanje postupka (2) prema teoremi 4.

TEOREMA 4, Neka pored navedenih pretpostavki vezanih za (14) za
neko k=1 u nizu (2) postoje linearni pozitivni operatori Ax i By tako da je

4.1 (TFAr)zr—1 <Trer1 <(T+B)zr-1
4.2 a) za k=2

821> + Brae-1

grot = Brar— <8zx <QraTF Arzr-1

b) za k=2+1

82> 4- Axzr

qro - Agzp—1 <82k <O F Brzr-1
gde su gg i Qg realni nenegativni brojevi.
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Tada operator 7' ostavlja invatijantnim interval

[x1+dkx, x1+Dga)y x1=Tzgp-1+f

Pri tome je

za k=12, dk=—p-Q—ktﬁ’—‘, Dk=—pw, dzk=2r—2k-1
1—p? 1—p2

Za k=241, dk=pﬂ-:p—g—k—, Dk=p—Q—’ﬂgi, d2p=gr1—2x
1—p? 1—p?

Dokaz. Dokaz je slitan dokazu teoreme 1. Proveravaju se uslovi teoreme
1.2 [2] za niz xu.

Prvi uslovi dati u teoremama 1, 2 i 4 omoguéavaju konstrukciju elemenata
ar i bx (preko zp, Ar i Bg), takvih da je

ak <x1 <bg

Tako dobijamo nesto 8iri interval od onog odredenog u navedenim teoremama,
koji se moZe odrediti preko niza z,. Time dobijamo aposteriornu ocenu gredke
za postupak (2). Ubrzanje postupka (2) imamo sve dotle dok je donja granica tako
odredenog intervala veéa od z, za rastudi niz iteracija ili dokle god je gornja granica
manja od 2, za opadajuéi niz iteracija.

PRIMEDBA. U specijalnom sluaju kada je Ar=Bx=0 i kada umesto
operatora T posmatramo operator (E— V)1 T a f zamenimo sa (E— V)1 f, teorema
1 se svodi na teoremu [5] str. 343. Teorema 4 se za Ar=2Br=0 svodi na odgo-
varajuéi deo teoreme 1.2 [2].

PRIMEDBA. Ako je Ayx=Bp=cE, ¢ realan pozitivan broj, operator
T+ <E ima sopstvenu vrednost p-+c a odgovarajuci sopstveni elemenat je a. Ako
je 0<pZt-e<1, tada se uz neznato izmenjene pretpostavke teorema 1, 2 i 4 moZe
dobiti egzistencija refenja i ocena grefke za jednadinu

x=(T +& E)x+f (11
2. Posmatraéemo sada jednalinu (1) u R* sa T>0.
a) Pretpostavimo da je f=0 i da su elementi matrice 7, &;; (=4, 1,2,..., 1)
dati sa grelkom 7y, pri Cemu je |ry|<e @G j=1,2,... n)
Uporedo sa jednatinom (1) posmatramo jednatinu
z=T*z+f, gde je
t*y=tyy+ry (G, J=1,2,. e n)
MoZemo pretpostaviti da su svi ¢*;;>0. Za sada ¢emo pretpostaviti da se iteracije

(15) zen=T*zx+f, zo=f (k=0,1,2,...)
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izvode bez zaokrugljivanja. Ako uzmemo da je Ax=Br=:cD, gde je D matrica
¢iji su svi elementi jednaki 1, diyy=1 (4,5=1,2, ... , n), moZemo na niz (15)
primeniti teoremu 1 i dobiti aposteriornu ocenu grefke. Nejednakosti

(T—eD)x< T2<(T+eD)x

vaZe za x>f, pa je zadovoljen uslov 1.1 za svako k. Ostali uslovi se proveravaju
u toku ratunanja.

b) Pri refavanju jednadine (1) na ralunaru iterativni postupak (5) dobija
oblik (2). Tada su pk={pi-}?=1 g reSke zaokrugljivanja. Ako znamo da je | p% I<e
(i=1,2,..., n), mozemo uzeti Ax=Bxr=cE, gdc je E jednalina matrica, a ¢
se odreduje iz uslova

(T—eE)zp-1< Trzp-1<(T+eE)zx_1
Ako je zx_1>0, moZe se uzeti

e>>o/(min zi_l)
t

Sa ovako odabranim operatorima Ax i By moZemo primeniti teoremu 1.

¢) Preko niza (2) moZemo kontrolisati gre$ke sa kojima je f zadato. Ako umesto
f uzmemo f+r, reR?, tada operator Tx moZemo odrediti sa

Tex=Tx+pk, gde je
P k=p r+r

d) Pod a) je pretpostavljeno da se iteracije izvode taéno. Ako to nije sludaj,
matrice Ax i By u teoremi 1 moZemo odrediti na slede¢i nacin

Ag=Br=cE+aD, gde je
lrgy | <e1, (i,j=1, 2,...,m), a

e>e (min 2k 1), Ipkl<es (=1,2,...n)
4

Analogno se odreduju operatori Ax i Bx za ostale teoreme.
PRIMER 1. [2] Pri reSavanju granitnog zadatka
{ —Ao=1 za |x|, |y|<l]
v=0 na I|x[=1 |yI<1 i [xi<], y]|=I

primenom Hermitovih diferencnih formula (mehrstelenformeln) sa korakom, #=0.5
dobija se sistem

1= 0.40924-0.05v340.075
(16) 22=0.4001-+-0.10024-0.20034-0.075
3=0.2001--0.80vs +0.075
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gde je
o170 (0.5, 0.5), v2~v(0,0.5), va~v(0, 0)

Za re3avanje sistema (17) iterativnim postupkom (2) sa izlaznim kriterijumom
max | 2k—zk_1] <108

potiebno je 29 iteracija.
Matrica sistema ima sopstvenu vrednost

4241
=10

i odgovarajuéi sopstveni vektor « sa komponentama ocl=—;—, o2 =%\/ 2, ag=l.

Rezultati dobijeni primenom teoreme 1 za Ax=By=c< E
€ =—'—€i— > | p & |<e2 prikazanisu u tabelama 1i2.
min z%_1
i
U tabeli 2 se nalaze samo one vrednosti zx koje nisu date u tabeli 1. Pri tome su ko-
ri$€ene oznake
DGy — donja granica intervals odredenog posle k-te iteracije
GGr — gornja granica intervala odredenog posle k-te iteracije
ASyr — aritmeti¢ka sredina intervala odredena posle k-te iteracije
Kada je iterativni postupak ubrzan pomoéu donjih granica intervala, raunanje
je u slutaju eg=10-7 zavrSeno sa trinaestom iteracijom (tabela 1B), a kada je za ubr-
zanje kori$€ena aritmeti¢ka sredina, ralunanje je zavr$eno sa iteracijom 15 posle
dve popravke (tabela 1 C). '

3. U [9] i [13] se za pribliZzno redavanje integralne jednatine
b
u(©)=\ K )u@di+f () s 2elabl=I

a
f®eCD), K(s,)eC(IXI), (a,beR)
Koristi nestacionaran iterativni postupak.

o=
(1 zn1=Kpy20+f
zszmkPnrnZk_1+rnf (k=2, 3, P )

gde se pojavljuju sledeéi operatori:
restrikcioni operator r,:C—R?*, C=C(I)

rau={u (si)}?.q, ueC
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operator analitiCkog produZenja pn:R”—C
tnz=354 (2,5), 2€R?
Sa (2,5) splajn treéeg stepena na mreZi
Ara=s1<<sp<{...<<sp_1<<sp=>b sa ordinatama.z; (i=1,2,...,n)

Integralni operatori K:C—~C
b
Ku={K(u@d, uec
a

Operator K se aproksimira operatorima Kpu:C—C
2mi1

Knu= 0, d;j(m)K (s, 1)) u (ts), gde je m odredeno sa
=0
(18) | rn (Kmot—Kp_12t) | <e, e>0 unapred zadato

dy (m) su teZinski koeficijenti primenjene kvadraturne formule. Pretpostavlja se da
je mp< [log 2 (NMAX-1)], NMAX prirodan broj unapred zadat.

Postupak (17) moZemo napisati u obliku (2). Tada je:
(19 Pr=KmyPrrn2r-1—Kep ;-
Za ocenjivanje veli¢ine px koristiéemo sledeéu lemu.
Lema 1. Neka je zeC4(J) i ¢ odredeno sa
[ 2 (sy) | <e. Tada interpolacioni kubni splajn sa graniénim uslovima
2M1—2Mps (hg+hg)/hs=—2Mzhs/h3, hi=x1—x;_1
{ 2Mn—2Mn;1(hn+hn-1)/hn—1=—2Mn_2 hn/hn—l

i uslovima na mreZu

(20)

M<B<oo, fim % (=3, n)

min hy fro00 Mgy

@n lim || Ag| =0
%—>00

zadovoljava nejednakost
3 1
| Sa (& )] < (1 B4 +33]+o (A9

A je matrica sistema pomocu koga se odreduju veli¢ine M; [1].

Dokaz. Prema | 1| za M;=S8} (2, s7) vazi

My=6 .,) LA [z —2i) ] — [zs—zi-1)/he] _
= hi+hin

-1 h? -1 hn
‘—‘ZAjt 73M3 2Ajn hﬂ-—l

(22

Mn—z
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Prema teoremi 2.9.4 [1] je

(23) Mi=2{+0 (JA]®) (=1,2,...,%)
a prema [8] je
(24 zs=az1+bze+cza+dza4-0 (| A2), gde je
_ 2 (ha—hs) ,_ 2 Unth—hs)
(h2-+hs) he-(ha+ha+-hs) hshs (ha+-hs)
=2 (ha—2h3—hz) de 2 (2h3+-h2)
hahy (ha+-hs) , hy (hy+h3) (ha+ha+hs)
Ako koeficijente u (24) majoriramo na sledeéi nadin
lalhAP< 1511 A J2<2p
el A Je<3 63, 1] AI|2$—§—!33

zamenimo u (23) dobijamo
IAJ2|Ms| <6p3e+0(| A[9.
Na isti nadin dobijamo i procenu za My 5. Tako se iz (22) dobija:
| A2 M| <L2ep AL +HO(N AN (=1,2,...,n)
Prema [1] (str. 46) je

efl4t], 2

| 8* Az, s9) ] <6p2 +——+0 (1 A D
(2, 55 B IAl " minhy (
l<i<n

I<i<n (j=1,2,...,n)
Primenom leme 2.3.1 [1] sledi tvrdenje.

TEOREMA 5. Neka je u iterativnom postupku (17) primenjena Simpso-
nova kvadraturna formula i splajn sa uslovom (21). Neka je K (s, 2) e C5 (Ix I)
u f(eC(I)

o8 o8
55 [K (s 2) S A (2p-1, D]tma # 55 [K (s t) S A (251, £)]e=b

Tada je

(25) | ok |sf—5+o (max (]| A 4, 2-5mE), gde je

3 1
e[ 142 B 41—
€ e[+2!3|I I|+2(3]
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Dokaz. Sadaje pxr € G5 (I). Konstrui§imo splajn Sa (px, 5) sa graniénim uslo-
vima (20). Tada je prema teoremi 2.9.4 [l]

(26) pr—Sa(prs $)=0 (| A %)
Prema izlaznom kriterijumu (18) i teoremi 1 | 12| sledi da je

|7n okl s%ro (2-9mE)

Primenom leme 1 zbog (26) sledi tvrdenje.

Da bi na iterativni postupak (17) mogli primeniti rezultate prethodnih teorema,
potrebno je proceniti konstantu u asimptotskoj nejednakosti (25).
Ako se moZe odrediti =1 tako da vaZi

g .
‘ Pk lg‘l_g'f'sh gde )€ e1=¢1 (" A "’ mr, 1)
1-red tanosti sa kojom se izvode radunske operacije, tada se operaton Ar i Bg

mogu odrediti na sledeéi nain
Ar=Br=c¢ E

o]

Egzistencija refenja sledi iz Sauderove teoreme o nepokretnoj tacki.

Na primeru koji sledi prikazani su neki eksperimentalni rezultati. Ekstremi
su odredivani preko kubnog splajna pri emu se unosi greska reda 0 (| A |I3).

Primer 2. u (s)= \ sins costu (¢) dt+sin s

oa|a'~’—.“‘n

a (s) =% sin s, p=%. Tatno redenje je u(s)=4sins

bobiieni rezultati su prikazani u tabeli 3. ASk(s) je aritmeti¢ka sredina intervala
odredenog posle k-te iteracije primenom teoreme 1.
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AN A4 POSTERIORI ERROR ESTIMATION AND ACCELFRATION OF THE NON-
STATIONARY ITERATIVE PROCEDURE IN A CASE WHEN AN EIGENVALUE
AND CORRESPONDING EIGENELEMENT OF THE OPERATOR ARE KNOWN

Katarina Swla

SUMMARY

In this paper, equation (1) is solved by a nonstationary iterative procedure (2) in a partially
ordered Banach space B. It is supposed that a positive eigenvalue and corresponding eigenelement
of operator T are known. After setting the necessary conditions for series (2), an invariant itnerval
(4) for the operator I is obtained. This made it possible to get an a posteriori error estimation,
In this way the results (1) are transferred into a non stationary iterative procedure of the type (2).



