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1. Uved

U radu se posmatra diskretizacija konturnog problema (KP) —x''=f (¢, x),
teI=[0, 1], x (0)=v0,x (1)=vy1 na neekvidistantoj mreZi

Ih={to=0, L=t1+hki, 1=1,2,...,n}

n
pri ¢emu je n>3,neN, keR (1=1,2,...,n), h‘1=Z ki. Pretpostavlja se da resenje
i=1
x (¢) problem (KP) postoji, da se u intervalu [0, ], 0<<e<C<(1, naglo menja i da je
u intervalu [, 1] skoro konstantno. Primere problema oblika (KP) sa ovim osobinama
nalazimo u [1], [4], [5], [8], [10], [11]. Da bi §to veli broj tataka mreZe I pri-
padao intervalu [0, €] brojeva k; biramo tako da vaZi:

Q) 1<k <k (E=1,2,...,n—1).
Kao i u [5] pretpostavljamo da je

. Pp—1 .

ko= D, kn1-; 2za neko pn-1€{0, 1,...,n—2},

-1
kn+1=kn

i koristimo diferencnu formulu ,
@ - T %" (e)=Lax (t)+0 (), uely\{0, 1},
sa
©) Lnx (t)=h? (agx (te+oah) +-bix (£6)+-cox (¢ +ooh) +dix (¢4+osh))
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Pri tom je za odredeno i€{l,2,...,n—1}

i
ar=—), kg za neko pe{0, 1,...,i—1},

=1
4 we=kin1, ag=oz-+ke,
_ 2 (xg+as3) by— —2 (1 +oaz+as)
o1 (o1 —at2) (o1 -—oca), oy ofp olg )
) oy 2 (1 +og) d— 2 (o2 +o2)

%o (ap—or) (aa—ag)  ag (o3 —oca) (ds—axa)

U diferencnoj formuli (2) koriste se Cetiri tacke, &, ti+a 34 (j=1,2, 3), te
red konzistencije u op$tem sludaju ne moZe biti veéi od 2, [12] . Neka je

(DKP) Apx=BpFyx-trp

diskretni analogon za (KP), dobijen primenom formule (2). Tada je matrica A
oblika, [5],

h2
ao h a dy
az aso by c2 da
Ah=h‘2
p_% n-30n_2n-4 ... Gn_20 bp_2 cn-g dn_2
An_1s n-23n_1s>n-3 - - - an-150 bn_1 Cg—l
K

gde je za 1=1,2,...,n—1; j=0,1,2,...,i—1

)= { ai  ako je j=pi,
0 ako je j¥pi.

%)ajll‘e je By=diag (0, 1, ..., 1, 0), (Fax) ()=f (t, x (), teln, ra=(v0, 0, . . . , 0, Y1),
5].

U daljem radu pojmove inverzno-monotona matrica, L-matrica i AM-matrica
koristimo u uobitajenom smislu, [2], [5], [9].

Dokazi egzistencije refenja x5 diskretnog analogona (DKP), konvergencije
postupka paralelne seice, [2], [5], za refavanje (DKP) i konvergencije diskretnog
refenja za Kontinualnom kada n->co mogu se uspedno sprovesti ako se dokaZe
inverzna monotonija matrica A i odrede uslovi za matricu D=diag (do, d1, . . .,
dn+1) pod kojima vaZi (An—DBy) 120, [2], [5]. Ako je matrica Ap L-matrica,
tj. ako su svi njeni elementi van glavne dijagonale nepozitivni, a elementi na glavnoj
dijagonali su pozitivai, ispitivanje inverzne monotonije se znatno pojednostavljuje.
Za matricu Aj je poznato {S], [6] da je pod navedenim uslovima L-matrica ako
vazi:

< —uy<og, za svako 1=1,2,...,n—1,
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S obzirom na (1) to e biti sluéaj ako je

P
(6) ki=ks, ki1 sz ki_py piz2l, 1=2,3,...,n—1.
=0

Pri kori§¢enju ratunara za numeri¢ko resavanje (DKP) pogodno je da matrica A
bude takva da ne zahteva veliki memorijski prostor, narocito za velike vrednosti %.
S obzirom na njen oblik, postavi¢emo zahtev da bude trakasta sa $irinom trake 2,
tj. da bude p;<1,i=2,3,...,n—1. Ako Zelimo da je Ap trakasta L-matrica sa
$irinom trake 2, uslov (6) se svodi na

(7) kRi=key, Rn<kitki_1, p1=1 (=2,3,...,n—1).

U radu se posmatra izbor neekvidistantne mreZe Iy i formiranje matrice A;
na osnovu formule (2), tako da A5 bude trakasta matrica sa §irinom trake 2. Pri tom
se postavlja jo§ dva uslova koje ¢emo posebno poudavati. Prvi se odnosi na izbor
tataka z¢ neekvidistantne mreze Iy, tj. na odredivanje brojeva k¢, tako da red konzi-
stencije formule (2) bude za 1 veéi, odnosno 3. Drugi uslov se odnosi na odredivanje
brojeva k; tako da A, bude L-matrica.

Proutavanje lokalne greS$ke odsecanje kod diferencnih postupaka sa neekvi-
distantnom mreZom nalazimo u [3] i [13] , gde se traZi funkcija rasporeda ta¢aka
mreZe da lokalna gre$ka odsecanja bude $to manja. U [3], [13] koristi se diferencna
formula sa tri tadke i red konzistencije poveéan je sa 1 na 2.

Formiranje matrice A koje je L-matrica izvedeno je za sludaj neeckvidistantne
diskretizacije v [5], [6). Takode, u [1] imemo jedan primer formiranja L-ma-
trice A3, gde se koriste diferencne formule zasnovane na ekvidistantnom rasporedu
tacaka koje se koriste. U navedenim slufajevima matrice A nije trakasta.

2. Poveéanje reda konzistencije formule (2)

U ovom paragrafu posmatra se izbor mreZe I5 tako da formula (2) ima red
konzistencije 3 i da matrica A bude trakasta sa §irinom tral'e 2. Pri tom brojevi
k; treba da zadovoljavaju uslov (1).

TEOREMA 1. Neka je k4=\/_2"1 G=1,2,...,n), =0 (i=1,2,...°
n—2), pn-1=1 7 neka je Lpx (1) definisano sa (3), (4), (5) pri éemu je za i=n—1,
ag=—kn_1, 0s=Fky. Tada za xeC(I) vazi
OMF) =2ai=1,2,...n—2
Oh?® zai=n-—-1,

a matrica Ay fe inverzno monotona.

Dokaz. Koristeéi se formulama iz [12], [5] dobijamo:

. —=x" (t)—Lpx (t1)={

2
—x" (ts)~Lax (t)= —}12—2 (o1 ap+oa a3tz a8) X1V (2)+ O (B3), nel\ {0, 1}.
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Otuda vidimo da je tvrdenje teoreme taéno ako za svako i€{l,2,...,n—2} vaZi

(8) ay og+o agtoz ag=0
odnosno

' 1 1 1

©) ———

ki ki Rtkee

Jedinstveno redenje za (9) je ki=c/21 (=1, 2, ..., n), ceR, §to nije telko doka-
zati. Za c=1 sledi tvrdenje teoreme.
Inverzna monotonija matrice A, sledi na osnovu ML-kriterijuma, [1), [5].
U [5] je dokazan inverzna monotonija matrice A <a takvim izborima &; (=1, 2, .
n) koji sadrZe kao specijalan sluca1 u ovoj teoremi navedeni izbor k;. Medutim po—
trebno je, s obzirom na izbor oz i ag za i=n—1, dokazati da vaZi

4dy_obn_1 Scn—zdn.. 1.
Kako je

dy_g=281 .w’ bn_1=21—n.(10\/§_ 12),

24—22\/5,

Cng=33"" dyp_;=21"7. 7

to se lako uveravamo da poslednja nejednakost vazi. Time je teorema dokazana.
Red konzistencije formule (2) ne moZe biti 4. Naime, tada bi pored (8) tre-
balo da vaZi i (o1t ag) (e1+os) (a2+as)=0, §to je nemogude.
Poito su brojevi &; odredeni na specijalan na¢in i matrica A, ima jednostavniji
oblik nego u ops$tem slucaju. Pre svega je za i=1,2,...,n—2

a=2"1q, b=2"1h, c¢;=2"%, dy=2-4d,

On 1 =21, ba1=20"F, a1=2C, dp1=2",

s2
8 . /5 5 — 13,/2—18
a== (J2=9>0, b=6-,/750, c=—/T<0, d="Y2"T <0
=2 2 3 3. - _ 24-2/2
G=—(18-13/2)<0, 5=10y2-12>0, ¢=8/2-12<0, F="—-" =<0

Zatim, matrica Ap se moZe prikazati kao
An=h2D-A
gdje je A=/ —1)(\/2+1), D=daig (1,2, 2°%,...,2--D, 1)
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a b c d
a ) c d

d

_ R
TEOREMA 2. Neka je k=21 (i=1,2,...,n), pr=pn1=0, pi=1

(@¢=1,2,...,n—2) ¢ neka je Lypx(t;) za i=1,2,...,n—2 definisano sa (3), (4),

(5), a za i=n—1 sa

th (tn_1)=h222‘2” (Ex ([1,,—2 +3x (tn_1)+7x (In))
a=8/3, p=4, c=—4/3.

Tada za xeC5(I) wvadi
O (h® za i=1,
—x' (t)—Lpx (t1)= {OH) za 1=2,3,...,n—2,
Oh) za i=n—1, .
a matrica Ay je inverzno monotona.
Dokaz ove teoreme je potpuno. analogan dokazu prehodne teoreme, s tim
da se jedna¢ina (9) svodi na jednadinu
1 1 1
___=_+_—._._
kitkia  kear Rtk \
za svako 1€{2, 3,...,n—2}. Da je —x'' (ta—1)=Lnx (tn-1)+0 (k) nije teSko utvr-
did, [9] . ‘
Matrica Ap u ovom sludaju ima oblik

: Ap=h—2D1 A
sa kF1=2n—1, Di=diag(l,2-2, 274,...,2°2=-1), 1),
- 2 -
ay b a dx

a 0 b c d

Ay— a 0 b c. d

> &
al;(\,a‘.

a=—512/315, b =26/9, c=-—9/1, d =1/45,
a1=—16/5, b1=3, a=-—2, di=1/5,
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Matrice 4 i A otigledno nisu L-matrice, jer su d i di pozitivni brojevi. Me-
dutim, koristeéi se ML-kriterijumom, [2], [5], lako se dokazuje da su 4 i 4
inverzno monotone matrice. Naime, koje treba da zadovoljavaju &, ¢, d, ¢1, d1 spe-
cijalni su sludajevi uslova iz [5] (sa specijalno izabrane k), te su ispunjeni kao §to
je dokazano u [5]. Kako je D10 i Dj! >0, to je 4;! >0 u oba posmatrana slu¢aja.

Kao posledica prethodnih teorema moZe se, koristeéi se tehnikom iz [2],
[9] pod odgovarajuéim pretpostavkama za f(z, x), [2], [5), dokazati da vaZi:

| xp—a* || =0 (49)
Pri tome je xp refenje diskretnog analogona (DKP), a x* je restrikcija na Iy, re$enja
x problema (KP).
U [1] je posmatrana mreZa sa k=1, (i=1,2,..., N1), k=2t (i=N1+1,
v vy N2), Bg=2": (i=Na+1,...,n), Ni+Na<n, ali u tom slutaju red konzisten-
cije nije u svim tackama 3, niti je matrica A4 trakasta.

3. Neki dovoljni uslovi za L-oblik matrice A

Posmatramo izbor brojeva & (=1, 2, . ., n) tako da uslov (1) bude ispunjen,
da matrica Ay iz (DKP) bude trakasta sa $irinom trake 2 i da je L-matrica. Uslov
koji u tom sludaju treba da ispunjavaju %; je, kao $to smo videli, (7). Ne umanjujuéi
opstost razmatranja uzimamo da je k=1, prema (7) je tada i k2=1. Sa p1=0,
pi=1 (1=2,3,...,n—1) razlikovatemo dva sluéaja.

Slubaj 1. kyyy=ki+-ki1 (=2,3,...,n—1),
o, %z, g s€ odreduju prema (4) za i=1,2,..,n—1.

Shitaj II. ki=g-® (i=3, 4,..,n), qe(l, _1i2_\_/_5_]

o1 se odreduje kao u (4) za i=1,2,..,n—1,
{kz za 1=1, {kz-}—ka za =1,
xp= . "3= .
—k{ zZa 1=2, 3, ey n—I1 ki Za 1=2, 3, coon—1,

U prvom slu¢aju brojevi & (=1, 2,...,n) jednaki su sa ¢lanovima w (i=1, 2,
., n) Fibonat&ijevog niza

- (o

5
Tada je
- 52 . -
al h [%1
az 0 by ¢
Ap=h-2 '
an-1 O bn—1 Cn—-1
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gde ie h—1=u1l+2_'1’ —_i-é!=a‘=0‘= _u‘l_'i-zl (”:1’ 2’ .7 ey n_l).

U slu€aju II matrica Ay je oblika:

- 3 -
a b d1
az ca be ds
Ap=h-2
an-1 Cn-;l b1 dn
_ B
sa h—1=qﬁ_ , a koeficijenti ai, b4, c1, di odredeni su prema (5) i vai a1<<0, b4>0,

g—1 _
€1 <0, dy<0. Ako je q=_1i2\1§ bi¢e ;=0 (1=2,3,...,n—1), te ¢e A, bitiistog

oblika kao u prvom sluaju, ali sa drugim vrednostima koeficijenata.

Kao $to smo videli matrica 45 je u oba slufaja L-matrica. Pored toga ona je
specijalan sludaj matrice A4y iz [5] za koju je dokazano da je inverzno monotona.
Znati, matrica A, je u oba sludaja M-matrica.

Navedena dva primera izbora brojeva %4, odnosno mreZe I nisu jedina koja
imaju za posledicu da je Ay M-matrica i trakasta matrica sa $irinom trake 2. U slu-
Zaju II najveéa vrednost za g je (1--+/5)/2 i pri koriSéenju navedenih formula nije
moguée odrediti veée ¢ 2 dz 4 ostane L-matrica. Ako bi se p; biralo sa viSe slobode,
tj. ako matrica 4 ne bi bila trakasta matrica, za k1 =ks=1, ki=¢'2 ({=3, 4,..., n)
ve¢ za ¢>>2 matrica 4 ne bi bila L-matrica, $to je dokazno u [5), [6].

Uporeduju¢i dva navedena slutaja izbora brojeva %, vidimo da je u prvom
slu¢aju moguce za fiksno neN smestiti vi$e tataka mreZe I u intervalu [0, €] nego

=\i-2
u drugom slu¢aju. Naime, za k¢=(1+2‘/ SJ i u vazi

ul—k{=—3:—2\/—5' (ui—ul—l)=3_—-2£ Ug-2, z=3, 4, .

odnosno u;>k;.

4. Numeri¢ki primer

Re$avan je problem
—x"'=4.104 (1—2), x(0)=x(1)=0
3a Cije refenje x (¢) vazi

x(0.54+8)=x(0.5—12), €[0,0.5], x(£)e(0.99999999, 1], z[0.1, 0.5].
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Zbog toga se reSavanje datog problemna moZe svesti na refavanje problema

—x'""'=4-104 (l—x)3 X (0)203 x (05)=1’
odnosno : 7

(10) —x"=10t(1—%), x(0)=0, x(1)=1I.

U tabeli I navedeno je 8 izbora brojeva k; pomoéu kojih je formirana mreza Ip.
U tabeli II za svaki od tih izbora prikazani su broj n tataka mreZe Ip, broj m tacaka
skupa I n [0, 0.2] (koji je posebno interesantan jer se u njemu refenje x(¢) naglo
menja) i ey definisano za svaku mreZu I kao |x®—xnlw, gde je xx relenje diskretnog
analogona za (10), a x* restrikcijana - I5 taénog re¥enja problema (10). Za j=1, j=2
imamo izbore broieva k; kao u teoremama 1 i 2. Vidimo da su # ta dva slu¢aja veli-
¢ine g manje od ostalih £7iz tabele I1. Takode vrednostie;(7=3, 4, . . ., 8) su manje
§to su mreZe Ip (za j=3,4,...,) ,slinije” mreZama za j=1, 2.

Tabela T
7 ny (k1 koo s kag)
. 10 - .
1 20 hi= \J251 (i=1,2,...,7)
50
20
2 20 ki=20"1 (1=1,2,...,n)
50
3 10 (1,1, 2, 3, 6, 13, 26, 52, 104, 192)
10 (1, 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 105, 210)
5 20 Ayevey 1, 2, 2, 4, 4, 8, 16, 24, 28)
) N !
12 .
6 20 d,...,1, 2, 5,5, 5, 5, 15, 30, 50, 105, 210, 260, 300)
8
; 50 (1, 1.5, 2.5, 4.5, 8.5, 15, 27, 40, 70, 120, 210, 300,
500, 700, 800, 1000, . . . , 1000) '
8 s (1, 1.9, 3.6, 6.8, 12.8, 24, 24.9, 25, 46, 54, 98, 102, 150, 250, 300,
400 500, 600, 600, 800, 1200,..., 1200)
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Tabela IT
J ny mj &5
1 11 6 1.635-10-2
1 21 16 1.493 -10-8
1 51 46 1.356-10-8
2 11 6 1.408 -10-2
2 21 16 1.392:10-8
2 51 46 9.521 -10-4
3 11 8 3.724-10-2
4 11 9 3.728-10-2
5 21 16 1.409 -10-2
6 21 17 2.277-10-8
7 51 21 _ 2.477-10-9
8 51 24 1.638-10 3
LITERATURA

[1]1 Bohl, E., Inverse Monotonicity in the Study of Continuous and Discrete Singular Perturbation
Problems, To appear in Procedings of the Conference on the Numerical Analysis of Singular
Perturbation Problems, May 30. — June 2, 1978, Academic Press, 1978.

[2] Bohl, E., J. Lorenz, Inverse Monotonicity and Difference Shemes of Higher Order. A Summary
for Two Point Boundary Value Problems, Aequ. Math., 19, 1—36, 1979.

[3] Denny, V. E., A New Method for Soloving Two Point Boundary Value Problems Using Optimal
Node Distribution, J. Comput. Phys. 9, 120—137, (1972).

[4] Flaherty, J. E., R. E. O’Malley, Jr., The Numerical Solution of Boundary Value Problems for
Stiff Differential Equations, Mat., Comp,. Vol. 31, No. 137, 66—93, 1977.

[5] Herceg, D., Diferencni postupci sa neckvidistantnim mreZama, doktorska disertacija, Novi Sad,
1980.

[6] Herceg, D., Ein Differenzenverfahren zur Ldsung von Randwertaufgaben, Zbornik radova
Prirodno-matematitkog fakulteta univerziteta u Novom Sadu, knjiga 9, 1979. (u Stampi).

[7] Herceg, D., Nichtiquidistante Diskretisierung der Grenzschichtdifferentialgleichungen und einige
FEigenschaften von diskreten Analoga, Zbornik radova Prirodno-matemati¢kog fakulteta uni-
verziteta u Novom Sadu, knjiga 9, 1979.

[8] Lorenz, J., Die Inversmonotonie von Matrizen und ihre Anwendung beim Stabilitéitsnachweis
von Differenzverfahren. Dissertation, Miinster, (1975).

[9] M. Lentini, V. Pereyra, Boundary Problems Solvers for first Order Systems Based on Deffered
Co. rections, In: Numerical Solution of Boundary Value Problems for Ordinary Differential
Equations, edited by A. K. Aziz, Academic Press* New York— San Francisco—London
293—315, 1975.

[10] Pearson, C. E., On a Nwmerical Method for Ordinary Differential Equations of Boundary
Layer Type, J. Math. Phys., 47, 134—154, (1968).

[11] Pearson, C. E., On Non-lincar Ordinary Differential Equations of Boundary Layer Type,
J. Math. Phys. 47, 351—358, (1968).



112 Dragoslav Herceg

(12] Pflanz, E., Uber die Bildung finiter Ausdricke filr die Lﬁsuﬁg linearer Differentialgleichungen,
Z. angew. Math. Mech., Bd. 17, Nr. 5, 296—300, (1937).

[13] Rivas, E. K., On the Use of Nonuniform Grids in Finite-Difference Eguations, J. Comput.
Phys. 10, 202—210, (1972).

UBER DIE NUTZUNG DES NICHTAQUIDISTANTEN
GITTERS BEI DIFFERENZVERFAHREN

Dragoslav Herceg

Zusammenfassung

In dieser Arbeit betrachten wir eine Diskretisierung von Randwertaufgaben der Form (KP)
»

mit nichtiquidistantem Gitter In={to=0, t;y=tia+hki;,{=1,2,...,n}, h71= Z ky. Wir setzen
=1

dabei voraus, dass die Losung x (f) von (KP) sich in [0, €], 0<e< <1, stark éndert und in [g, 1]

nur wenig. Deshalb setzen wir auch voraus, dass (1) gilt. Die Dif ferenzformell (2) hat im allgemeinen

Fall die Konsistenzordnung 2, [12]. Ist k¢=\/ 2i-1 oder ky=2i-1 (=1, 2,...,n) die Konsisten-

zordnung dieser Differenzformell ist 3, was in Sdtzen 1 und 2 bewiesen ist. Die Matrix Aa aus

(DKP) (diskrete Analoga von (KP)) ist dann inversmonoton, was aus [5] folgt.

In §3 sind zwei hinreichende Bedingungen fiir L-Gestallt der Matrix A» gegeben:
I ki=ka=1, binn=ki+ ki1 G=1,2,..., 1),
Il li=ka=1, ki=q*"2(3;4,...,n) qe(1, 0.5 (1+}5)].

Dabei ist A eine Bandmatrix mit der Bandweite 2. Da An inversmonoton ist, [5], folgt dann, dass
An M-Matrix ist, In §4 ist ein numerisches Beispiel gegeben.



