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Pavle Pejovié

PRIBLIZNO RESAVAN]JE SISTEMA NELINEARNIH DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA POMOCU JEDNACINA RAZMAKA*

Formiraju se jednaline razmaka sistema nelinearnih diferencijalnih jednadina. Njihova
refenja aproksimiraju refenja datog sistema jednadina u odredenom intervalu. Iz jednadina raz-
maka formira se sistem grani¢nih jednadina &ija reSenja uokviruju kako refenja datog sistema
jednadina tako i refenja jednadina razmaka u odgovarajuéem intervalu.

Jednagine razmaka se formiraju tako da se mogu reavati lako i analiti¢ki i pomocu elek-
tronskog ralunara.

Neka je dat sistem diferencijalnih jednaéina

[ Z— =f(, x:y):
(N

dy
- = I, X, sy
5 ¢ (& % ¥)

sa pocetnim uslovima x(z,) = x4 1 ¥(¢g) = ¥ gde su f(t, x, v) 1 g(¢, x, v) neprekidne
funkcije kao i n)1h0v1 parcijalni izvodi po x i y ili zadovoljavaju Lip&icov uslov
radi egzistencije i jedinstvenosti refenja u oblasti

(2) |x—xo] <c, |y —3ol <o t € [ty T,
gde je
a<f(xy < A4, b<g(,xy <B.

* Rad saopiten na V Kongresu matematicara, fizifara i astronoma Jugoslavije na Ohridu
14—19. septembra 1970. g. na sekciji za diferencijalne jednadine.
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Pri tome je a najmanja a A4 najveéa vrednost funkcije f(z, x, y), b najmanja a B
na]veca vrednost funkcije g(t, x, y) u oblasti (2). Brojni razmaci funkcija £z, x, ¥)
i g(t, x, y), prema M. Petrovi¢u [11] glase:

ft%5) =a+ 0,(4 - a) g(t % y) =5+ 0(B - b),

gde su 9; € [0,1] (=1, 2).
Sistem jednadina razmaka sistema (1) u oblasti (2) bice

W arod-a, Tovie,@-b,
dt dt

za 0O; € [0,1] (+ = 1, 2). Sistemi karakteristi¢nih jednalina glase

X _. Py e.—0u=1,2),
dt dt

i
4, g e,=1,6-12.
dt dt

Tada je prema Capliginovoj [1 — 6] i Babkinovoj [7, 8] teoremi, uz pretpostavku
da su uvek ispunjeni uslovi za primenu obe teoreme, za t € [tq, T,

X, (1) = x() = X5(0), Y,(0) =5() = Ya(0).

Posto funkcije f(z, x, ) i g(t, x, ) mogu imati vrlo velike varijacije, to bi
razmaci a, 4 i b, B bili veliki, pa bi i razmaci reSenja mogli biti veoma grubi i bez
interesa. Stoga je pogodnije formirati sisteme jednadina razmaka za svaku klasu
" sistema diferencijalnih jednac¢ina. Mi ¢emo ovde pokazati kako se formiraju sis-
temi jednadina razmaka za razne klase nelinearnih diferencijalnih jednacina.

Sistem diferencijalnih jednacina (1) moZe se napisati u obliku

- = (2 )x + fra(n x5 ¥y = g1(8 x5 ),

5|8

©)
dy

i = fa (& 2%, ¥)x + faa(ts %5 )y + £2(5 %, ).

P S —
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Neka je u oblasti (2)

ayy < fu (e % ) < Ay, g S fa (8, % ) < Agys
a3 < fra(t, % ¥) = Ay, Ay < faa (8, %, ¥) < Ay,
b, < 8.(t, %, y) < By, by < g:(t, x, ¥) < B,.

Tada se dobija sistem jednadina razmaka

T = [ap+ 04y — a1 )1X + [a13+ 012(A1p — a1)]Y + b+ 0,(B, - b)),
4)

dY
— = [ag + 0u(Aan — a1 X + [a9s+Opo(A2e —a22)]Y + by+ Oy(B, —by).

Ovaj sistem jednacina, kao i sistemi karakteristiénih jednadina koji se iz njega
dobijaju, linearni su. Isto tako su linearni i sistemi grani¢nih jednadina. Stoga se
ceo postupak oko analize gornjeg sistema svodi na analizu sistema linearnih dife-
rencijalnih jednadina [19]. U sistemu (3) funkcije f;,(¢, x, 3) 1 g;(z, x, ) (4, B = 1, 2)
mogu zavisiti samo od jedne ili dve promenljive, a mogu biti i konstante ili ne-
dostajati.

Kako se sistem jednaéina (1) mozZe napisati u obliku (3), to je nalaZenje re-
Senja ovakvog sistema svedeno na re$avanje sistema linearnih diferencijalnih jed-
nadina bilo analiti¢kim putem bilo pomoéu analognog raunara. Tako se mogu
brzo i lako dobiti i re$enja graniénih jednadina, na osnovu &ega se odmah mogu
videti razmaci refenja i oceniti greke.

Treba istaéi da je za formiranje jednadina razmaka najbolji oblik (3), jer on
daje najveéi broj kombinacija za formiranje sistema karakteristi¢nih jednacina
u vezi znaka refenja. Pored toga jednadine razmaka su linearne i daju najefikasnije
rezultate u pogledu ta¢nosti i brzine rada na ratunaru.

Neka je, na primer, sistem jedna¢ina (1) oblika

[ d_x :f1(£)~x" + gl(t, X5 y)’
dr
)
4y =12(8) ™ + & (5> %> ¥)s
dr

sa podetnim uslovima x(z,) = x¢ 1 ¥(z,) = ¥4, gde su # i m prirodai brojevi, Cija je
asimptotska re§enja prouc¢avaoc M. Bertolino [12 — 15]. Neka su funkcije f,(r)
ig;(s, X, y) realne i neprekidne u oblasti (2) kao i parcualm izvodi funkcua g:(t, x, %)
po x iy, ili neka zadovoljavaju Lip8icov uslov. Tada sistem (5) ima jedinstvena
redenja u oblasti (2) za napred navedene pocetne- uslove,

2 360opmMK pagoBa IIpup.—matemaThukor ¢raxysrrera
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Neka su
(6) a; = f:(t) < A4;, b < gi(t: X y) < B, =1, 2):
gde su a; i A; respektivno najmanje i najveée vrednosti funkcija f(z), a &; i B; res-

pektivno najmanje i najveée vrednosti funkcija g;(¢, x, y) u oblasti (2). Sistem jed-
nadina razmaka sistema (5) glasi:

dx ”
[ c?t__ = [ay+ Oy (A4, — a)] X" + b, + 0,(B; - by),
Q)
dy
= [as+ ©ss(ds — a)] Y™ + by + (B, — by),

gde su 0y e [0,1], ©;e[0,1], sa poletnim uslovima X(zy) = x(to)=x¢ Y(z,) =
=3(to) =Yo-

NalaZenje sistema karakteristi¢nih jednatina sistema (7), kao i sistema gra-
ni¢nih jednadina sistema (5), vrsi se na isti naéin kao i kod sistema linearnih jed-
nac¢ina [19]. To znadi da ée izbor sistema graniénih jednadina sistema (5) zavisiti
od znakova redenja sistema (5), odnosno od znakova refenja sistema karakteristi¢-
nih jednadina (7).

Dokazatemo sledeée sludajeve:

1°, Za n im parno a x(t) 1 y(t) ma kakvog znaka u oblasti (2) relacije (6) daju
(8) {alx”+b1 <f()x" + g.(ts x, ) < A1 %" + By,

ayy™ + by < fo(D)y™ + (8, %, ) < Aay™ + By,
Sistemi granitnih jednalina bide:

dXxy,

pr = qufl -+ bl N ®ik =0,
®i'— 0:
dy. m .
dtu = a2Y11 + by, i k= 1, 2,
i
dfi” =A,X% + By, Op =1,
0,=1,
ddYt’a =A:Y?2+Bz, i,k=l, 2,

pa je, prema Capliginovoj [I — 6] i Babkinovoj [7, 8] teoremi, za t, st < ¢, < T,
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9) {Xn (6) < x(t) < Xya(2)s

Y1u(0) < 9(t) < Yau (o).

Teorema A. — Ako je X;,(t) >> 0, onda je

0 < X0:(0) = x2(2) < Xo(0)
a ako je Xy(r) < 0, onda je

Xp(e) < x(2) < Xpe(e) < 0.
Isto tako, ako je Yy(t) = 0, onda je

0 <Y,(r) S 3() < Yult),
a ako je Ya(t) < 0, onda je

Yll(t) = y(t) = Yaz(t) < 0.

20, Zanimmneparno a x(¢) = 01y(t) = 0 u oblasti (2), prema relacijama (6),

vazi¢e opet nejednakosti (8) i (9).

30, Zanimmneparno a x(t) = 01 y(r) < 0 u oblasti (2) relacije (6) daju

(10) {

Sistemi gramiénih jednalina biée sada

A" + by < 1o)X + g1t %, 9) < aX™ + By,
Aoy + by = fo(8)y™ + ga(t, X, ¥) < agy™ + B,.

dX.
—d*izi = Al }(g[ + bl’ G)ik = 1’
@i: 0:
dy, m ) .
dtzl = A2Y21 + bz, 1, k=12,
i
Ay = a, Xi2+ B;, 0y =0,
dr . L S
®i= 1,
dY. ” .
d[la = a2Y|2 + Bz, 1, k = 17 2,

pa je, prema Capliginovoj i Babkinovoj teoremi, za 1, <t <1, < T,

2%
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an {Xm(t) < x(2) < X3(1)»

Yu(r) < 3(t) = Yi().
Lema A. — Ako su X.,(1) € 0 i Y ,(t) <0, onda je

Xon(e) < x(2)
Ya() < ()

X)) <0,
Y.(e) < 0.

VAN

Sli¢nim razmatranjem kao i kod sistema linearnih jednaéina [19] dobide se
razni sistemi graniénih jednadina sistema (5), za razne slufajeve parnosti odnosno
neparnosti prirodnih brojeva » i m, kao i prema znacima reSenja sistema (5) od-
nosno prema znacima reSenja karakteristinih jednadina sistema jednadina (7).

Formiranje sistema jednadina razmaka datog sistema jednadina treba vriiti
tako da se sistem moZe lako rediti i to bilo analiti¢ki bilo pomo¢u analognog ra-
cunara.

Treba napomenuti da se sistem (5) moZe napisati i u obliku (3), tj.

dx
A [A@® x4 gua(t, % )y + £12(ts %, ¥),

d
dTy = go1 (t, %, Y)x + [fo(y™ ]y + g22(t5 %, ¥).

Ako se radi o sistemu jednadina viSeg reda, on se moZe uvek svesti na sistem
jednadina prvog reda, pa se sva dosadadnja razmatranja mogu primeniti na tako
dobijeni sistem.

Primer — Neka je dat sistem jednadina

dx =1y — COS Xx

dt Y ’
(12)

dy .

—_—= —Sin(zy) .

Pt (ty)

sa po¢etnim, uslovima x(0) = 0 i »(0) = 0, koji ima jedinstveno reSenje u oblasti
(13) || =1, E2ERE 0=<:=<0,5.

Ovde je, prema (13),

(14

0=<:=<0)5 —1<—~cosx<—-0,5,
{1 =1=1, -0,5 < —sin(tx) < 0,5,
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pa Ce sistem jednadina razmaka biti

Q(: 0,50, + 0,50, — 1,
dt
(15)
Q’ = .X + @2 - 0)5.
dt

Posto je sistem (15) linearan, to je ovde

ay; = Ay =0, ay = Ay =1,
alz = 0, AIZ = 0,5, azg - Azz = 0,
by =-1, B, =-0,5, b,=-0,5, B, = 0,5.

Sistemi karakteristiCnih jednadina sistema (15) bice

Xy
dt 02 =0,
®1=®2=0;
lel - X11—0,5,
dr
dX,
= -0,5,
de 0, =0,
@1 = @2 - 1,
dY12 = X12+ 0,5,
dt
(16)
dXy
=05Y,-1,
dt - 015 =1,
0,=0,=0;
del 1 2 ]
=X, —0,5,
d[ 21
dXps _
_dt =0,5Y, —- 0,5, O = 1,
0,=0,=1;
dY22 =X2n+ 0,5-
| de
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Ako bi se formirali i ostali sistemi karakteristi¢nih jednacina sistema (15),
dobili bi se sistemi iz kojih bi se videlo da je [19]

( X(ll) () = X5 (2) Yfl) BO=Yu(,

XP () = Xn (1), Y@@ =Yy,

an XP @) = Xu (@) YP© = Yu .
XP@) = X1, (1) YP () =Yy ().

Prema tome, iz sistema karakteristi¢nih jednadina (16) treba odrediti sistem gra-
ni¢nih jednadina sistema (12) i (15). Posto je ovde Xy4(t) << 01 Yi,(2) = 0, to je
Xip(£) = XP(0),  Yia(r) = YQ0),

pa je
X (1) < x(r) < XP(0),
Yu() < () < Y.

Kako je, prema (17), XP(r) = Xy5(t) i YP(r) = Ya(z), to poslednje nejednakosti
postaju

{X21(t) < x(1) £ X (1),

(18)
Yau () < y(2) < Yale),

tj. refenja sistema (12) kao i refenja sistema (15), za razne vrednosti brojnih para-
" metara 0,1 0; (# = 1, 2) iz intervala 0,1, zadovoljavaju nejednakosti (18). Kako
je, prema (16), Xu5(2) < 0, Yyu(e) < 01 Ypu(r) = 0, to nejednakosti (18) postaju

X (£) S x(r) < Xpe(2) <0,
02Yu() sy(@) <Yu()>=0.
Ako se sistem jednalina (12) i sistemi Kkarakteristi¢nih jednalina (16)

postave na analogni raunar i snime njihova reenja (sl. 1), vidi se da u pot-
punosti vaZe poslednje nejednakosti.
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Pavle Pejovié

APPROXIMATIVE SOLUTION OF THE SYSTEM OF NON-LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS BY MEANS OF THE SYSTEM OF INTERVAL DIFERENTIAL EQU-
ATIONS

Summary

Using M. Petrovi&’s numerical intervals, a system of interval differential equations of a given
system of non-linear differential equations is formed. It is shown that the solutions of the system
of interval equations approximate the solutions of the given system of non-linear equations. From
the system of interval differential equations two systems of boundary equations is derived, among
the solutions of which the solutions of the given system of non-linear equations appear.

The graphical solutions of the system of interval differential equations, as well as the system
of boundary equations, can be easily obtained on an analog computer, where the interval containing
the solutions of the given system of non-linear differential equations, can be seen. By means of
these graphs, the errors appearing when the solutions of the corresponding system of interval
equations are substituted for the solutions of the given system of non-linear equations, can be
estimated.
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