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EKVIVALENTI AKSIOME IZBORA

Sa�etak. U ovom radu dajemo pregled desetak matematiqkih tvr±eǌa koja su
logiqki ekvivalentna aksiomi izbora. Jedna grupa ovih tvr±eǌa govori o intuitivno
oqekivanim osobinama nekih osnovnih matematiqkih objekata, kao xto su relacije i
funkcije, dok je znaqaj druge grupe ovih tvr±eǌa u ǌihovoj xirokoj primeni u raznim
oblastima matematike.

1. Uvod

Aksiomu izbora formulisao je 1904. godine Cermelo u radu [7] kako bi
dokazao princip dobrog ure±eǌa. Princip dobrog ure±eǌa tvrdi da se sva-
ki skup mo¼e dobro urediti, xto znaqi da na svakom skupu postoji linearno
ure±eǌe takvo da svaki neprazan podskup ima najmaǌi element u odnosu na dato
ure±eǌe. Princip dobrog ure±eǌa, nekih tridesetak godina ranije, formulisao
je i u svom radu koristio Kantor. Kantor najpre nije smatrao da princip do-
brog ure±eǌa zahteva dokaz; literatura navodi da je za Kantora princip do-
brog ure±eǌa bio fundamentalni princip misli. Me±utim, problem je bio
xto ni Kantor ni drugi matematiqari tog doba nisu umeli da konstruixu do-
bro ure±eǌe skupa realnih brojeva. Do kraja XIX veka i sam Kantor priznaje
da princip dobrog ure±eǌa zahteva dokaz. Poqetkom XX veka Kenig, suprotno
principu dobrog ure±eǌa, dokazuje da se skup realnih brojeva ne mo¼e dobro
urediti. Cermelo prime²uje grexku u Kenigovom argumentu, i konaqno dokazuje
princip dobrog ure±eǌa. Me±utim, bez dokaza koristi tvr±eǌe, danas poznato
kao aksioma izbora, za koje smatra da je dovoǉno oqigledno da ne zahteva dokaz.
(Iako sam Cermelo pixe da je neuspexno pokuxao da doka¼e ovo tvr±eǌe.)

Da bismo formulisati aksiomu izbora, moramo da definixemo pojam funk-
cije izbora. Neka je F neprazna familija (skup) nepraznih skupova; sa

⋃F
oznaqavamo uniju familije F , tj. uniju svih skupova iz familije F . Funkcija
izbora za familiju F je bilo koja funkcija f :F → ⋃F koja zadovoǉava uslov:
• (∀X ∈ F) f(X) ∈ X.

Dakle, funkcija izbora f za svaki skup X ∈ F bira jedan ǌegov element f(X).
Aksioma izbora je slede²e tvr±eǌe.

Aksioma izbora A1. Za svaku nepraznu familiju nepraznih skupova
postoji funkcija izbora.
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Kao aksioma izbora, u literaturi se qesto navodi slede²a ekvivalentna
varijanta.

Aksioma izbora A2. Za svaku nepraznu familiju nepraznih i me±usobno
disjunktnih skupova postoji funkcija izbora.

Aksioma izbora je najpre kritikovana, pre svega zbog svoje nekonstruktivi-
stiqke prirode (aksima izbora tvrdi egzistenciju funkcije izbora, ali ne nudi
naqin za ǌenu konstrukciju). Vremenom su se pojavile i neke ǌene ne¼eǉene
posledice, kao xto je quveni paradoks Banaha i Tarskog. Ovaj paradoks je za-
pravo teorema koja ka¼e da se lopta mo¼e podeliti na konaqno mnogo disjunktnih
delova, od kojih se daǉe mogu sastaviti dve lopte identiqne polaznoj. Ovakva
dekompozicija je naizgled paradoksalna jer oqekujemo da opisani postupak quva
zapreminu. Me±utim, aksioma izbora obezbe±uje da mo¼emo da podelimo loptu
na nemerǉive delove, pa argument oquvaǌa mere nije odr¼iv.

Bez obzira na neke kontraintuitivne posledice, aksioma izbora je danas
prihva²ena zahvaǉuju²i svojoj primeni u raznim oblastima matematike: alge-
bri, analizi, topologiji, itd. Danas znamo da su neki fundamentalni rezultati
ovih oblasti posledice aksiome izbora, a mnogi od ǌih su joj qak i ekvivalentni.

Prve primene aksiome izbora u algebri primetio je Corn u [9]. U dokazu
svojih teorema, Corn koristi tvr±eǌe koje naziva princip maksimalnosti,
danas poznato kao Cornova lema, za koje pokazuje da je ekvivalentno aksiomi
izbora. Iako je Corn nezavisno dokazao svoju lemu, ispostavǉa se da je jed-
nu verziju Cornove leme dokazao Hauzdorf dvadesetak godina ranije, kao i da
je jedan specijalan sluqaj dokazao Kuratovski desetak godina ranije. Sva ova
tvr±eǌa su zapravo me±usobno ekvivalentna, i ekvivalentna su aksiomi izbo-
ra. Cornova lema je ubedǉivo najkorix²enija verzija aksiome izbora xirom
matematike.

Ovaj pregled nastao je iz mojih materijala za studente koje sam pisao kao
dodatak kursevima logike. Moja prevashodna ¼eǉa je bila da predstavim elemen-
taran dokaz Cornove leme, s obzirom na ǌen znaqaj u matematici. U slede²em
poglavǉu navex²emo jox nekoliko elementarnih tvr±eǌa koja su ekvivalentna
aksiomi izbora, a koja, zbog verujem svoje oqiglednosti, idu u prilog prihva-
taǌa aksiome izbora. Tako±e ²emo dokazati ǌihovu me±usobno ekvivalentnost.
U odeǉku 3 predstavi²emo qetiri osnovna principa maksimalnosti (ukǉuquju²i
Cornovu lemu), dokaza²emo ǌihovu me±usobnu ekvivalentnost, i vide²emo kako
oni povlaqe aksiomu izbora. U odeǉku 4, koriste²i principe maksimalnos-
ti, dokaza²emo princip dobrog ure±eǌa, i vide²emo kako ovaj princip povlaqi
asiomu izbora. Konaqno, u odeǉku 5 dajemo dokaz principa maksimalnosti iz ak-
siome izbora. Za qitaǌe ovog pregleda dovoǉno je poznavaǌe samo elementarne
matematike.

2. Elementarni ekvivalenti aksiome izbora

U ovom odeǉku navex²emo tri elementarna ekvivalenta aksiome izbora, i
dokaza²emo ǌihovu ekvivalentnost sa tvr±eǌima A1 i A2.
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Podsetimo se osnovnih pojmova o relaciji ekvivalencije. Neka je X ne-
prazan skup. Relacija ∼ na X je ekvivalencija ako zadovoǉava uslove reflek-
sivnosti, simetriqnosti i tranzitivnosti:

• (∀x ∈ X) x ∼ x,

• (∀x, y ∈ X)(x ∼ y → y ∼ x), i

• (∀x, y, z ∈ X)(x ∼ y ∧ y ∼ z → x ∼ z).
Klasa ekvivalencije elementa a ∈ X je skup [a]∼ svih elemenata x ∈ X koji su
u relaciji sa a:

[a]∼ = {x ∈ X: x ∼ a}.
Koliqniqki skup skupa X po ekvivalenciji ∼, u oznaci X/∼, jeste familija
svih klasa elemenata iz X:

X/∼ = {[a]∼: a ∈ X}.
Nije texko videti da je X/∼ jedna particija skupa X, tj. familija me±usobno
disjunktnih nepraznih podskupova od X koji pokrivaju ceo skup X (drugim reqi-
ma, va¼i

⋃
X/∼ = X). Podskup T ⊆ X je skup predstavnika ili transverzala

ekvivalencije ∼ ako:

• (∀a ∈ X) |[a]∼ ∩ T | = 1.
Dakle, T je transverzala ako sadr¼i po jedan element iz svake klase.

Transverzale qesto mo¼emo prirodno konstruisati. Na primer, relacija
∼ na R data sa: x ∼ y ako i samo ako x − y ∈ Z jeste jedna ekvivalencija.
Klasa broja a je skup svih ǌegovih celobrojnih translata: [a]∼ = {a+k: k ∈ Z}.
Kako oqigledno svaka klasa ima po jednog predstavnika u intervalu [0, 1), ovaj
interval je jedna transverzala naxe ekvivalencije. Ako samo malo promenimo
ekvivalenciju ∼, ako ka¼emo x ∼ y ako i samo ako x − y ∈ Q, situacija postaje
znaqajno komplikovanija. Naime, ∼ i daǉe jeste ekvivalencija na R, klasa broja
a je skup svih ǌegovih racionalnih translata: [a]∼ = {a+q: q ∈ Q}, me±utim, ako
malo razmislimo, sada nije oqigledno kako mo¼emo izabrati neku transverzalu,
pa se prirodno postavǉa pitaǌe da li transverzale uopxte postoje. Intuitivno
bismo mo¼da rekli da bi trebalo da postoje, jer samo treba iz svake klase da
izaberemo po jedan element, me±utim to sugerixe da se radi o aksiomi izbora.

Aksioma izbora A3. Svaka ekvivalencija ima transverzalu.

Ispostavǉa se da u gorǌem primeru i ne mo¼emo da na±emo transverzalu na
neki prirodan naqin, ali aksioma izbora nam garantuje da ona postoji. Inaqe,
transverzale gorǌe ekvivalencije su znaqajni skupovi u matematici. One se
nazivaju Vitalijevi skupovi i primeri su nemerǉivih podskupova skupa R.
Egzistencija ovakvih skupova je, mogu²e ne¼eǉena, posledica aksiome izbora.

Pod funkcijom f : X → Y , gde je X neprazan skup, podrazumevamo uo-
biqajeni objekat: u pitaǌu je relacija izme±u skupova X i Y takva da je svaki
element x ∈ X u relaciji sa taqno jednim elementom iz Y koji obele¼avamo sa
f(x). Funkcija f : X → Y ima inverz ako postoji funkcija g : Y → X takva
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da g ◦ f = idX i f ◦ g = idY , tj. za svako x ∈ X va¼i g(f(x)) = x i za svako
y ∈ Y va¼i f(g(y)) = y. Znamo da f ima inverz ako i samo ako je f bijekcija.
Funkcija f : X → Y ima levi inverz ako postoji funkcija g : Y → X takva
da g ◦ f = idX . Ako funkcija f ima levi inverz, nije texko videti da ona mora
biti 1–1. Me±utim, i obratno je taqno, svaka 1–1 funkcija ima levi inverz, i
konstrukcija levog inverza nije texka. Naime, mo¼emo (moramo) da definixemo
da je g(y) = x ako je y = f(x) za neko x, i mo¼emo da stavimo f(y) = x0 ako y nije
slika nijednog elementa, gde je x0 ∈ X bilo koji element. Nije texko videti
da ako je f 1–1, onda je g zaista dobro definisana funkcija koja je jedan levi
inverz od f . S druge strane, funkcija f : X → Y ima desni inverz ako postoji
funkcija g : Y → X takva da f ◦ g = idY . Ponovo nije texko videti da ako f ima
desni inverz onda je f na. Intuitivno, i obratno bi trebalo da je taqno: ako
je f : X → Y na funkcija, onda ona ima desni inverz g : Y → X. Naime, svaki
element y ∈ Y jeste slika nekog (mo¼da ne jednog) elementa iz X, pa je potrebno
samo definisati da je g(y) neki element x ∈ X takav da je f(x) = y. Me±utim,
primetimo da takav element x moramo nekako izabrati.

Aksioma izbora A4. Svaka na funkcija ima desni inverz.

Dekartov proizvod skupova X i Y , X × Y , je skup svih ure�enih parova
(x, y) takvih da x ∈ X i y ∈ Y . Na sliqan naqin definixemo proizvod tri ili
vixe skupova. Qesto u matematici ¼elimo da posmatramo i proizvode beskonaqno
mnogo skupova. Po analogiji sa konaqnim sluqajem, ako imamo skupove Xi, i ∈
I, proizvod

∏
i∈I Xi zamixǉamo kao skup svih I-indeksiranih ure±enih nizova

(xi)i∈I takvih da element na i-tom mestu, xi, pripada skupu Xi. Formalno, u
pitaǌu je skup svih funkcija x : I → ⋃

i∈I Xi takvih da xi := x(i) ∈ Xi za svako
i ∈ I. Jasno je da su konaqni proizvodi nepraznih skupova neprazni. Pitaǌe je da
li su beskonaqni proizvodi nepraznih skupova neprazni. Intuitivno, verovatno
bi trebalo da budu.

Aksioma izbora A5. Neka su I i Xi, i ∈ I, neprazni skupovi. Tada je∏
i∈I Xi neprazan.

U slede²oj teoremi ²emo videti da su do sada formulisane verzije aksiome
izbora me±usobno ekvivalentne.

Teorema 1. Tvr�eǌa A1, A2, A3, A4 i A5 me�usobno su ekvivalentna.

Dokaz. Dokaza²emo niz implikacija A2 ⇒ A1 ⇒ A3 ⇒ A4 ⇒ A2 i ekviva-
lenciju A1 ⇔ A5.

A2 ⇒ A1: Neka je F neprazna familija nepraznih skupova. Ideja je da
familiju F zamenimo sa nekom familijom qiji su qlanovi me±usobno disjunktni,
a koja je na neki naqin povezana sa familijom F . To mo¼emo da uradimo na
slede²i naqin. Za X ∈ F , uoqimo skup YX = {X} × X. Primetimo da su
elementi skupa YX ure±eni parovi oblika (X, x), gde x ∈ X, i primetimo da
imamo oqiglednu korespodenciju izme±u skupa X i skupa YX . Sada za razliqite
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X, X ′ ∈ F vidimo da YX ∩ YX′ = ∅ jer parovi iz ova dva skupa nemaju istu prvu
koordinatu.

Dakle, uoqimo familiju skupova G = {YX : X ∈ F}. Familija G tako±e
je neprazna familija nepraznih skupova, koji su, kao xto smo ve² napomenuli,
me±usobno disjunktni. Primetimo da su elementi unije

⋃G oblika (X, x) gde
X ∈ F i x ∈ X, pa je

⋃G ⊆ F ×⋃F . Koriste²i A2, postoji funkcija izbora
g : G → ⋃G: za svako X ∈ F , g(YX) ∈ YX . Neka je π : F × ⋃F → ⋃F
druga projekcija: za X ∈ F i y ∈ ⋃F , π((X, y)) = y. Kako je

⋃G ⊆ F × ⋃F
mo¼emo definisati funkciju f : F → ⋃F sa f(X) = π(g(YX)). Tvrdimo da
je f funkcija izbora za F . Zaista, za svako X ∈ F , kako g(YX) ∈ YX , va¼i
g(YX) = (X,x) za neko x ∈ X, pa f(X) = π((X, x)) = x ∈ X.

A1⇒ A3: Pretpostavimo da je∼ ekvivalencija na nepraznom skupu X. Tada
je koliqniqki skup X/∼ neprazna familija nepraznih skupova, pa, koriste²i A1,
ona ima funkciju izbora f : X/∼ →

⋃
X/∼ = X. Slika funkcije f , T = f [X/∼],

je jedna transverzala ekvivalencije ∼. Zaista, nije texko videti da je za svako
a ∈ X, [a]∼ ∩ T = {f([a]∼)}.

A3 ⇒ A4: Pretpostavimo da je f : X → Y na funkcija. Na skupu X
definixemo relaciju ∼ sa x1 ∼ x2 ako i samo ako f(x1) = f(x2) (relacija
∼ se naziva jezgro funkcije f). Relacija ∼ oqigledno je ekvivalencija. Neka
je, koriste²i A3, T ⊆ X jedna ǌena transverzala. Nije texko videti da je
restrikcija f�T : T → Y bijekcija. Sada desni inverz g : Y → X funkcije f

mo¼emo da definixemo sa g = i ◦ f−1
�T , gde je i : T → X inkluziono preslikavaǌe

dato sa i(x) = x. Nije texko videti da je g zaista desni inverz od f .

A4 ⇒ A2: Neka je F neprazna familija nepraznih i me±usobno disjunktnih
skupova. Definiximo funkciju f :

⋃F → F sa f(x) = X ako i samo ako x ∈ X.
S obzirom da su skupovi u familiji F me±usobno disjunktni, f je zaista dobro
definisana funkcija. S obzirom da su skupovi u F neprazni, f je na. Koriste²i
A4, postoji desni inverz g : F → ⋃F funkcije f : f ◦ g = idF . Primetimo da je
g funkcija izbora za F . Zaista, za svako X ∈ F imamo f ◦ g(X) = idF (X) = X,
tj. f(g(X)) = X, odakle po definiciji funkcije f , g(X) ∈ X.

A1 ⇔ A5: Neka su I i Xi, i ∈ I, neprazni skupovi, i neka je, koriste²i
A1, f : F → ⋃F neka funkcija izbora za familiju F = {Xi: i ∈ I}. Nije texko
videti da je (f(Xi))i∈I element

∏
i∈I Xi. (Ovde, umesto niza (f(Xi))i∈I , mogli

smo re²i funkcija g : I → ⋃
i∈I Xi data sa g(i) = f(Xi) je element proizvoda.)

S druge strane, neka je F neprazna familija nepraznih skupova. Oznaqimo
I = F i, za i ∈ I, Xi = i. Koriste²i A5, postoji x : I → ⋃

i∈I Xi takva da
xi := x(i) ∈ Xi, i nije texko videti da je x bax funkcija izbora za F .

3. Principi maksimalnosti

U ovom odeǉku razmotri²emo nekoliko ekvivalenata aksiome izbora koji se
qesto ekplicitno koriste u raznim oblastima matematike. Svaki od ovih prin-
cipa tvrdi egzistenciju nekog maksimalnog objekta u parcijalnim ure±eǌima, pa
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²emo ih ovde sve zajedno zvati principi maksimalnosti. Pre nego xto for-
mulixemo principe maksimalnosti podsetimo se osnovnih pojmova o parcijalnim
ure±eǌima. Neka je P skup i 6 relacija na P . Ka¼emo da je par (P, 6) parcijal-
no ure�eǌe ako su zadovoǉeni uslovi refleksivnosti, antisimetriqnosti i
tranzitivnosti:

• (∀x ∈ P ) x 6 x,

• (∀x, y ∈ P )(x 6 y ∧ y 6 x → x = y), i

• (∀x, y, z ∈ P )(x 6 y ∧ y 6 z → x 6 z).
Elementi x, y ∈ P su uporedivi ako va¼i x 6 y ili y 6 x; u suprotnom, ako
x 
 y i y 
 x, ka¼emo da su x i y neuporedivi. Podskup A ⊆ P je lanac ako su
svaka dva elementa u A uporediva:

• (∀x, y ∈ A)(x 6 y ∨ y 6 x).
Primetimo da je, formalno, prazan skup jedan lanac, kao xto su i svi

jednoqlani podskupovi od P . Lanac A ⊆ P je maksimalan ako se ne mo¼e
produ¼iti do ve²eg lanca: za svako x ∈ P rA, A ∪ {x} nije lanac.

Prvi princip maksimalnosti koji navodimo tvrdi postojaǌe maksimalnih
lanaca. Formulisao ga je Hauzdorf u svojoj monografiji [2].

Aksioma izbora A6 (Hauzdorfov princip maksimalnog lanca [2]). Svako
parcijalno ure±eǌe ima maksimalan lanac.

Vratimo se osnovnim pojmovima o parcijalnim ure±eǌima. Neka je (P, 6)
parcijalno ure±eǌe. Element a ∈ P je maksimalan ako:

• (∀x ∈ P )(a 6 x → x = a).
Dakle, a je maksimalan ako nijedan element skupa P nije strogo ve²i od ǌega.

Element a ∈ P je gorǌe ograniqeǌe skupa A ⊆ P ako je ve²i od svih
elemenata skupa A:

• (∀x ∈ A) x 6 a.

Mo¼emo da formulixemo Cornovu lemu.

Aksioma izbora A7 (Cornova lema [9]). Ako svaki lanac u parcijalnom
ure±eǌu ima gorǌe ograniqeǌe, onda to parcijalno ure±eǌe ima maksimalan
element.

Osnovni primeri parcijalnih ure±eǌa su familije skupova. Naime, sva-
ka familija skupova F prirodno je (parcijalno) ure±ena relacijom inkluzije:
(F ,⊆) je jedno parcijalno ure±eǌe. Prethodno uvedeni pojmovi se prirodno pre-
vode u ovaj kontekst. Na primer, lanac u F je potfamilija L takva da za svaka
dva skupa A,B ∈ L va¼i A ⊆ B ili B ⊆ A. Tako±e, skup A ∈ F je maksi-
malan skup familije F ako nijedan skup X ∈ F nije strogi nadskup od A. Za
familiju skupova F ka¼emo da je induktivna ako je zatvorena za unije lanaca.
Preciznije, F je induktivna ako za svaki lanac L ⊆ F va¼i

⋃L ∈ F .

Slede²a verzija aksiome izbora je specijalan sluqaj Cornove leme.
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Aksioma izbora A8 (Lema Kuratovskog [3]). Svaka induktivna familija
skupova sadr¼i maksimalan skup.

Da bismo iskazali posledǌi princip maksimalnosti koji ²emo ovde videti,
potreban nam je slede²i pojam. Familija skupova F je konaqnog karaktera ako
zadovoǉava uslov:

(KK) (∀A)(A ∈ F ↔ (∀A0 ⊆ A,A0 konaqan) A0 ∈ F).

Aksioma izbora A9 (Tajhmiler-Tukijeva lema [5, 6]). Svaka familija
skupova konaqnog karaktera sadr¼i maksimalan skup.

Sada ²emo dokazati da su iskazani principi maksimalnosti me±usobno ek-
vivalentni, kao i da povlaqe aksiomu izbora.

Teorema 2. a) Tvr�eǌa A6, A7, A8 i A9 me�usobno su ekvivalentna.
b) A6 ⇒ A3.

Dokaz. a) Dokaza²emo niz implikacija A6 ⇒ A7 ⇒ A8 ⇒ A9 ⇒ A6.

A6 ⇒ A7: Neka je (P, 6) parcijalno ure±eǌe koje zadovoǉava uslov da
svaki lanac u P ima gorǌe ograniqeǌe. Treba da doka¼emo da P ima maksi-
malan element. Koriste²i A6, izaberimo neki maksimalan lanac M ⊆ P . Po
pretpostavci M ima gorǌe ograniqeǌe a; tvrdimo da je a maksimalan element.
Pretpostavimo a 6 x; ciǉ je da doka¼emo x = a. Primetimo da je x tako±e
gorǌe ograniqeǌe od M , pa je M ∪ {x} lanac. Kako je M ∪ {x} ⊇ M , i M je
maksimalan lanac, zakǉuqujemo M ∪ {x} = M , tj. x ∈ M . Odatle je x 6 a jer
je a gorǌe ograniqeǌe lanca M . Sada iz a 6 x i x 6 a zakǉuqujemo x = a, xto
zavrxava dokaz.

A7 ⇒ A8: Kao xto smo ve² napomenuli, lema Kuratovskog je specijalan
sluqaj Cornove leme. Zaista, ako je F induktivna familija skupova, parcijal-
no ure±eǌe (F ,⊆) zadovoǉava uslove Cornove leme. Naime, gorǌe ograniqeǌe
lanca L ⊆ F je

⋃L (ovaj skup pripada F jer je F induktivna). Prema Cornovoj
lemi, F sadr¼i maksimalan skup.

A8 ⇒ A9: Neka je F familija skupova konaqnog karaktera. Koriste²i
A8, dovoǉno je da doka¼emo da je F induktivna. Neka je L ⊆ F lanac skupova,
i neka je L =

⋃L; treba da doka¼emo L ∈ F . Prema uslovu (KK), dovoǉno
je da proverimo da za svaki konaqan podskup L0 ⊆ L va¼i L0 ∈ F . Neka je
L0 ⊆ L proizvoǉan konaqan podskup; zapiximo L0 = {a1, a2, . . . , an}. Za svako
i = 1, . . . , n, ai ∈ L =

⋃L, pa postoji skup Ai ∈ L takav da ai ∈ Ai. Kako je L
lanac, skupovi A1, A2, . . . , An me±usobno su uporedivi, pa je neki, bez umaǌeǌa
opxtosti A1, najve²i me±u ǌima. Dakle, ai ∈ A1 za sve i = 1, . . . , n, tj. L0 ⊆ A1.
Kako A1 ∈ F , prema uslovu (KK) i svi ǌegovi konaqni podskupovi pripadaju F ;
specijalno, L0 ∈ F , xto zavrxava dokaz.

A9 ⇒ A6: Neka je (P, 6) proizvoǉno pacijalno ure±eǌe. Neka je F famili-
ja svih lanaca u P . Maksimalan skup u F , ako postoji, oqigledno je maksimalan
lanac u P . Dakle, koriste²i A9, dovoǉno je da proverimo da F ima konaqan
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karakter. Ako A ∈ F , tada je A lanac u P , pa je i svaki konaqan podskup A0 od
A oqigledno lanac u P , odakle, A0 ∈ F . S druge strane, pretpostavimo da je
A skup takav da za svaki konaqan A0 ⊆ A va¼i A0 ∈ F , tj. takav da su mu svi
konaqni podskupovi lanci u P ; ciǉ je da doka¼emo A ∈ F , tj. da je A lanac u P .
Neka su a, b ∈ A; treba da doka¼emo da su a i b uporedivi. Me±utim, {a, b} je
konaqan podskup od A, pa pripada F , tj. {a, b} je lanac u P , pa a i b zaista jesu
uporedivi.

b) Doka¼imo sada da principi maksimalnosti povlaqe aksiomu izbora.
Konkretno dokaza²emo da Hauzdorfov princip A6 povlaqi postojaǌe transver-
zale (A3). Neka je ∼ ekvivalencija na nepraznom skupu X. Uoqimo slede²u
familiju podskupova od X:

F = {A ⊆ X: (∀a ∈ X) |[a]∼ ∩A| 6 1}.
Posmatrajmo parcijalno ure±eǌe (F ,⊆), i, koriste²i A6, izaberimo neki mak-
simalan lanac L ⊆ F . Neka je T =

⋃L. Tvrdimo da je T transverzala za
ekvivalenciju ∼. Doka¼imo najpre da T ∈ F . Pretpostavimo suprotno, postoji
a ∈ X takvo da |[a]∼ ∩T | > 2. Izaberimo dva razliqita elementa b, c ∈ [a]∼ ∩T .
Kako b, c ∈ T =

⋃L, postoje B,C ∈ L takvi da b ∈ B i c ∈ C. Kako je L lanac,
B i C su uporedivi, i bez umaǌeǌa opxtosti neka je B ⊆ C. Tada b, c ∈ C, pa
|[a]∼ ∩ C| > 2, xto protivreqi qiǌenici da C ∈ F . Dakle, T ∈ F .

Dokazujemo da je T transverzala. Neka je a ∈ X proizvoǉno. Dokazali
smo |[a]∼ ∩ T | 6 1, i treba da doka¼emo |[a]∼ ∩ T | = 1. Pretpostavimo suprotno,
|[a]∼ ∩ T | = 0, tj. [a]∼ ∩ T = ∅. Lako vidimo da skup T ′ = T ∪ {a} ∈ F , pa kako
je T ′ ) T =

⋃L, T ′ je strogo gorǌe ograniqeǌe lanca L u F . To znaqi da se
maksimalan lanac L mo¼e produ¼iti sa T ′, xto je kontradikcija.

Dodatak: Primer primene principa maksimalnosti. Prvi pri-
mer primene aksiome izbora koji se najqex²e sre²e u univerzitetskom obrazo-
vaǌu je dokaz da svaki vektorski prostor ima bazu. Ne²emo ulaziti u definicije
linearne algebre, podsetimo samo da je baza vektorskog prostora V nad poǉem
F skup vektora B ⊆ V koji je linearno nezavisan nad F i koji generixe ceo
prostor V . Nije texko videti da su baze zapravo maksimalni linearno neza-
visni podskupovi. Ovakva karakterizacija sugerixe primenu nekog od principa
maksimalnosti u dokazu. I, zaista, egzistencija baze sledi direktno ako posma-
tramo familiju svih linearno nezavisnih podskupova od V . Nije texko videti
da je ova familija induktivna, pa egzistencija baze sledi direktno prema lemi
Kuratovskog. Tako±e, ova familija je i konaqnog karaktera, pa egzistenciju baze
direktno daje i Tajhmiler-Tukijeva lema. U literaturi se najqex²e primeǌuje
Cornova lema: doka¼e se da je unija lanca linearno nezavisnih skupova gorǌe
ograniqeǌe za taj lanac, odakle egzistenciju baze garantuje Cornova lema. Ko-
naqno, ako bismo se opredelili za primenu Hauzdorfovog principa, ispostavǉa
se da je unija maksimalnog lanca u navedenoj familiji bax baza vektorskog pros-
tora.

Napomenimo da se primena aksiome izbora u opxtem sluqaju i ne mo¼e
izbe²i. Naime, tvr±eǌe da svaki vektorski prostor ima bazu ekvivalentno je
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aksiomi izbora. Ovo je dokazao Blas u [1] tek 1984. godine.

Dodatak: Kurepin princip maksimalnog antilanca. Za kraj ovog
odeǉka navedimo jox jedan princip maksimalnosti, ekvivalentan aksiomi izbora,
koji je u radu [4] primetio srpski matematiqar §uro Kurepa. Da bismo iskazali
Kurepin princip moramo da definixemo pojam antilanca u parcijalnom ure±eǌu.
Ako je (P, 6) parcijalno ure±eǌe, podskup A ⊆ P je antilanac ako su svaka dva
razliqita elementa iz A neuporediva:
• (∀x, y ∈ A, x 6= y)(x 
 y ∧ y 
 x).

Za antilanac A ⊆ P ka¼emo da je maksimalan, ako se ne mo¼e proxiriti do
ve²eg antilanca: za svaki x ∈ P rA va¼i A ∪ {x} nije antilanac.

Aksioma izbora A10 (Kurepin princip maksimalnog antilanca). Svako
parcijalno ure±eǌe ima maksimalan antilanac.

Kurepin princip mo¼emo lako dokazati koriste²i bilo koji od navedenih
principa maksimalnosti. Naime, ako uoqimo familiju F svih antilanaca u P ,
nije texko videti da ²e na primer unija maksimalnog lanca u ovoj familiji
(koriste²i Hauzdorfov princip) biti maksimalan antilanac u P . Tako±e, nije
texko dokazati da je familija F induktivna i konaqnog karaktera, pa umesto
Hauzdorfovog principa mo¼emo za dokaz A10 iskoristiti lemu Kuratovskog ili
Tajhmiler-Tukijevu lemu: garantovani maksimalan skup u F je maksimalan an-
tilanac.

Kurepin princip tako±e povlaqi aksiomu izbora (ekvivalentan je aksiomi
izbora), ali za razliku od ostalih principa maksimalnosti, ovaj smer nije ele-
mentaran u slede²em smislu. Naime, za dokaz smera A10 ⇒ A1 koristi se jox
jedna aksioma teorije skupova, aksioma regularnosti, i poznato je da se ona ne
mo¼e izbe²i (poznato je da je Kurepin princip strogo slabiji od aksiome izbora
ako aksioma regularnosti ne va¼i).

4. Princip dobrog ure�eǌa

U ovom odeǉku razmotri²emo princip dobrog ure±eǌa. Podsetimo, u radu
[7] iz 1904. godine Cermelo je formulisao aksiomu izbora upravo kako bi dokazao
princip dobrog ure±eǌa. Dokaz je koristio transfinitnu rekurziju i naixao je
na kritike u matematiqkoj zajednici. Kao odgovor, Cermelo 1907. godine u radu
[8] daje novi, elementaran dokaz principa dobrog ure±eǌa. Tokom godina pojavi-
li su se i novi dokazi principa, ukǉuquju²i i one koji koriste neki od principa
maksimalnosti. Mi ²emo ovde prikazati standardan dokaz kako princip dobrog
ure±eǌa sledi iz Hauzdorfovog principa. Pokaza²emo i kako princip dobrog
ure±eǌa povlaqi aksiomu izbora.

Podsetimo se slede²ih pojmova. Ka¼emo da je parcijalno ure±eǌe (P, 6)
linearno ako su svaka dva elementa u P uporediva:
• (∀x, y ∈ P )(x 6 y ∨ y 6 x).

Drugim reqima, sam P je lanac. Skup A ⊆ P je poqetni komad u P ako:
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• (∀a ∈ A)(∀x ∈ P, x 6 a) x ∈ A.

Dakle, A sa svakim svojim elementom sadr¼i i sve elemente maǌe od ǌega. Li-
nearno ure±eǌe (P, 6) je dobro ako svaki neprazan podskup A od P ima najmaǌi
element (minimum). Element a ∈ P je najmaǌi element skupa A ⊆ P ako:

• a ∈ A ∧ (∀x ∈ A) a 6 x.

Ako postoji, najmaǌi element je jedinstven i oznaqavamo ga sa min(P,6)(A), ili
samo sa min(A) ako je ure±eǌe (P, 6) poznato iz konteksta.

Na primer, ure±eǌe (N, 6) jeste dobro: svaki neprazan podskup od N zaista
ima najmaǌi element. S druge strane, (Z,6) nije dobro, jer na primer sam skup
Z nema najmaǌi element. S druge strane, ure±eǌe na Z se mo¼e redefinisati
tako da Z bude dobro ure±en. Jedan naqin da to uradimo je slede²i. Definixemo
da je a 6′ b ako i samo ako a, b > 0 i a 6 b, ili a, b < 0 i a > b, ili a > 0 i b < 0.
Dakle, na nenegativnom delu Z zadr¼imo prirodno ure±eǌe, na negativnom delu
ga obrnemo, i konaqno stavimo da su svi negativni brojevi ve²i od nenegativnih.
Ure±eǌe 6′ izgleda ovako:

0 6′ 1 6′ 2 6′ 3 6′ · · · 6′ −1 6′ −2 6′ −3 6′ . . . .

Nije texko videti da je ure±eǌe (Z, 6′) dobro.

Aksioma izbora A11 (Cermelov princip dobrog ure±eǌa). Na svakom
skupu postoji dobro ure±eǌe.

Sada ²emo dokazati da Hauzdorfov princip povlaqi princip dobrog ure-
±eǌa, koji povlaqi aksiomu izbora.

Teorema 3. A6 ⇒ A11 ⇒ A1.

Dokaz. A6 ⇒ A11: Neka je X 6= ∅ proizvoǉan skup. Uoqimo familiju F :

F = {(Z, 6): Z ⊆ X i 6 je dobro ure±eǌe na Z}.
Uredimo familiju F na slede²i naqin: stavimo (Z1,61) 4 (Z2, 62) ako va¼e
uslovi:

(Z1) Z1 ⊆ Z2;

(Z2) ure±eǌe 61 je restrikcija ure±eǌa 62 na Z1, tj.

(∀x, y ∈ Z1)(x 61 y ↔ x 62 y);

(Z3) Z1 je poqetni komad u (Z2, 62).
Nije texko videti da je relacija 4 zaista parcijalno ure±eǌe na F .

Neka je, koriste²i A6, L ⊆ F neki maksimalan lanac. Zarad jasnije pre-
zentacije, indeksirajmo lanac L:

L = {(Zi, 6i): i ∈ I}.
Posmatrajmo W =

⋃
i∈I Zi, i definiximo relaciju 6 na W sa:

x 6 y ako i samo ako (∃i ∈ I)(x, y ∈ Zi ∧ x 6i y).
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Tvr�eǌe A. Relacija 6 je dobro ure�eǌe na W .

Dokaz tvr�eǌa. Oqigledno W ⊆ X kao unija podskupova od X. Treba da
proverimo da je 6 dobro ure±eǌe na W . Relacija 6 oqigledno jeste refleksivna.
Proverimo antisimetriqnost. Pretpostavimo x 6 y i y 6 x. To znaqi da
postoje i, j ∈ I takvi da x, y ∈ Zi i x 6i y, i x, y ∈ Zj i y 6j x. Kako je L
lanac, imamo da na primer va¼i (Zi, 6i) 4 (Zj , 6j). Tada iz x 6i y, koriste²i
osobinu (Z2), zakǉuqujemo x 6j y, xto zajedno sa y 6j x povlaqi x = y jer je 6j

antisimetriqna. Proverimo i tranzitivnost. Pretpostavimo x 6 y i y 6 z. To
znaqi da postoje i, j ∈ I takvi da x, y ∈ Zi i x 6i y, i y, z ∈ Zj i y 6j z. Ponovo,
kako je L lanac, imamo da je na primer (Zi, 6i) 4 (Zj ,6j). Koriste²i osobine
(Z1) i (Z2) zakǉuqujemo x, y ∈ Zj i x 6j y, odakle sledi x, z ∈ Zj i x 6j z jer
je 6j tranzitivna, tj. x 6 z, i zavrxili smo dokaz tranzitivnosti.

Sada ²emo dokazati da je ure±eǌe 6 linearno. Neka x, y ∈ W . Izaberimo
i, j ∈ I tako da x ∈ Zi i y ∈ Zj . Ponovo mo¼emo da pretpostavimo da je na primer
(Zi,6i) 4 (Zj , 6j). Tada x, y ∈ Zj , pa kako je 6j linearno ure±eǌe, va¼i x 6j y
ili y 6j x. Odatle, x 6 y ili y 6 x.

Konaqno, dokazujemo da je ure±eǌe 6 dobro. Neka je A ⊆ W neprazan skup.
Neka je i ∈ I takvo da A ∩ Zi 6= ∅, i neka je a = min(Zi,6i)(A ∩ Zi); a postoji
jer je (Zi, 6i) dobro ure±eǌe. Tvrdimo da je a = min(W,6)(A). Neka je x ∈ A
proizvoǉno; dokaza²emo a 6 x. Ako je x ∈ Zi, onda je, po definiciji a, a 6i x,
pa je i a 6 x. Pretpostavimo x /∈ Zi; neka je j ∈ I takvo da x ∈ Zj . Kako je L
lanac i kako Zj * Zi, mora biti (Zi,6i) 4 (Zj , 6j). Specijalno, Zi je poqetni
komad u (Zj , 6j), pa kako a ∈ Zi i x /∈ Zi, mora biti a 6j x; dakle, a 6 x.
Zavrxili smo dokaz tvr±eǌa A.

Dakle, da bismo zavrxili dokaz implikacije, dovoǉno je da doka¼emo W =
X. To ²emo i da uradimo, ali nam je potrebno jox jedno tvr±eǌe.

Tvr�eǌe B. (W,6) je najve�i element lanca L.
Dokaz tvr�eǌa. Prema prethodnom tvr±eǌu znamo (W,6) ∈ F . S obzirom

da je L maksimalan lanac u F , dovoǉno je da doka¼emo da je (W,6) gorǌe
ograniqeǌe od L. Neka je i ∈ I proizvoǉno; dokaza²emo (Zi, 6i) 4 (W,6).
Uslov (Z1) je oqigledno ispuǌen. Proverimo (Z2). Neka su x, y ∈ Zi. Jedan
smer, x 6i y → x 6 y, oqigledan je prema definiciji 6. Za drugi smer pret-
postavimo x 6 y; neka je j ∈ I takvo da x, y ∈ Zj i x 6j y. S obzirom da je L
lanac, imamo dva sluqaja: (Zi,6i) 4 (Zj ,6j) i (Zj ,6j) 4 (Zi, 6i). Me±utim,
kako x, y ∈ Zi i x 6j y, u oba sluqaja nam uslov (Z2) daje x 6i y.

Ostaje da proverimo uslov (Z3). Neka je a ∈ Zi, i neka je x ∈ W , x 6 a;
dokazujemo x ∈ Zi. Neka je j ∈ I takvo da a, x ∈ Zj i x 6j a. Imamo dva sluqaja:
(Zi,6i) 4 (Zj , 6j) i (Zj ,6j) 4 (Zi,6i). Ako je (Zi,6i) 4 (Zj ,6j), x ∈ Zi prema
uslovu (Z3) jer a ∈ Zi i x 6j a, a ako je (Zj ,6j) 4 (Zi,6i), x ∈ Zi jer Zj ⊆ Zi.
Zavrxili smo dokaz tvr±eǌa B.

Doka¼imo sada da je W = X. Kako je (W,6) najve²i element maksimalnog
lanca, on je maksimalan element u F . Pretpostavimo suprotno, W ( X, i
izaberimo t ∈ X rW . Na W ′ = W ∪ {t} definixemo relaciju 6′ sa: x 6′ y ako
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i samo ako x, y ∈ W i x 6 y, ili y = t. Sada nije texko videti da je (W ′, 6′) ∈ F ,
kao i da je (W,6) ≺ (W ′, 6′). Ovo je u kontradikciji sa maksimalnox²u elementa
(W,6) u F . Zavrxili smo dokaz implikacije A6 ⇒ A11.

A11 ⇒ A1: Neka je F neprazna familija nepraznih skupova, i, koriste²i
A11, neka je 6 dobro ure±eǌe na

⋃F . Tada sa f(X) = min(X) definixemo
funkciju izbora za F .

5. Dokaz implikacije A1 ⇒ A6

U teoremama 1, 2 i 3 dokazali smo slede²e veze izme±u raznih verzija
aksiome izbora:

A5
∥∥∥

A2 −−−−→ A1 ←−−−− A11
x

y
x

A4 ←−−−− A3 ←−−−− A6 −−−−→ A7
x

y
A9 ←−−−− A8

Da bismo zavrxili dokaz me±usobne ekvivalentnosti svih ovih tvr±eǌa
treba jox da doka¼emo da neko od tv±eǌa A1–A5 povlaqi neko od tvr±eǌa A6–
A9. U literaturi postoji mnogo dokaza ovih implikacija. Najjednostavniji
dokazi koriste konstrukcije transfinitnom rekurzijom, me±utim s obzirom na
znaqaj principa maksimalnosti u matematici postoji i mnogo elementarnih kon-
strukcija koje zaobilaze korix²eǌe tehnika teorije skupova. Najqex²e se ovakvi
dokazi zasnivaju na (nekoj varijanti) Burbakijeve teoreme o fiksnoj taqki. Ovde
dajemo jedan takav dokaz.

Teorema 4. A1 ⇒ A6.

Dokaz. Pretpostavimo da va¼i A1, i neka je (P, 6) proizvoǉno parcijalno
ure±eǌe. Koriste²i A1, izaberimo funkciju izbora f za familiju P(P )r {∅};
dakle, f bira jedan element iz svakog nepraznog podskupa od P :

(∀X ⊆ P, X 6= ∅) f(X) ∈ X.

Ciǉ je da doka¼emo da P ima maksimalan lanac. Oznaqimo sa F familiju
svih lanaca u P . Primetimo da familija F ima slede²e osobine:

(O1) ∅ ∈ F , i

(O2) F je induktivna.

Za A ∈ F , oznaqimo sa Ā skup:

Ā = {x ∈ P rA:A ∪ {x} ∈ F};
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dakle, Ā je skup svih elemenata x ∈ P r A koji mogu da produ¼e lanac A.
Primetimo da je lanac A maksimalan ako i samo ako Ā = ∅. Sada za A ∈ L
oznaqimo sa A∗ skup:

A∗ =
{

A ∪ {f(Ā)} ako Ā 6= ∅
A ako Ā = ∅.

Primetimo da po samoj definiciji va¼e slede²e osobine:

(O3) (∀A ∈ F) A∗ ∈ F ,

(O4) (∀A ∈ F) A ⊆ A∗, i

(O5) (∀A ∈ F) |A∗ rA| 6 1.
Tako±e, rekli smo da je A maksimalan lanac ako i samo ako Ā = ∅, xto je sada
ekvivalento sa A = A∗.

U ovom trenutku mo¼emo da zaboravimo na parcijalno ure±eǌe P , i samo
da pretpostavimo da imamo familiju skupova F i operaciju zvezda na ǌoj za koje
va¼e osobine (O1)–(O5). Ciǉ je da doka¼emo da postoji A ∈ F takav da A = A∗.

Za potfamiliju F ′ ⊆ F re²i ²emo da je toraǌ ako zadovoǉava uslove:

(T1) ∅ ∈ F ′,
(T2) F ′ je induktivna, i

(T3) F ′ je zatvorena za zvezdu, tj. (∀A ∈ F ′) A∗ ∈ F ′.
Jasno je da je sama familija F jedan toraǌ (ima osobine (O1), (O2) i (O3)),
tj. skup svih torǌeva je neprazan. Neka je F0 presek svih torǌeva. Nije texko
videti da je F0 tako±e jedan toraǌ, pa kako je F0 presek svih torǌeva, F0 je
zapravo najmaǌi toraǌ.

Za skup C ∈ F0 re²i ²emo da je dobar ako:

(D) (∀A ∈ F0)(A ⊆ C ∨ C ⊆ A).
Dakle, C ∈ F0 je dobar ako je uporediv sa svim qlanovima familije F0. Za
dobar skup C uoqimo familiju:

KC = {A ∈ F0: A ⊆ C ∨ C∗ ⊆ A}.
Tvr�eǌe A. Za svaki dobar skup C, KC = F0.

Dokaz tvr�eǌa. Dovoǉno je da doka¼emo da je KC toraǌ. Zaista, kako
je KC ⊆ F0 i F0 je najmaǌi toraǌ, zakǉuqujemo KC = F0. Uslov (T1) je
oqigledno ispuǌen. Proverimo uslov (T2). Neka je L ⊆ KC lanac skupova;
treba da proverimo da je L =

⋃L ∈ KC . S obzirom da je L lanac i u F0 i da
je F0 induktivna, L ∈ F0. Po definiciji KC , za svako A ∈ L va¼i A ⊆ C ili
C∗ ⊆ A. Imamo dve mogu²nosti. Ako za svaki skup A ∈ L va¼i A ⊆ C, onda
oqigledno i L ⊆ C. S druge strane, ako za bar jedan skup A ∈ L va¼i C∗ ⊆ A,
onda oqigledno C∗ ⊆ L. Dakle, u oba sluqaja, L ∈ KC .

Ostaje da proverimo (T3). Uzmimo proizvoǉan A ∈ KC , i doka¼imo A∗ ∈
KC . Kako A ∈ KC , razmotri²emo tri sluqaja: A ( C, A = C i C∗ ⊆ A.
Ako A ( C, primetimo da ne mo¼e da va¼i C ( A∗ jer A ( C ( A∗ povlaqi
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|A∗ r A| > 2 suprotno osobini (O5); kako je C dobar, on je uporediv sa A∗ (jer
A∗ ∈ F0), pa kako nije C ( A∗, mora biti A∗ ⊆ C, odakle sledi A∗ ∈ KC . Ako
A = C, tada A∗ = C∗, i trivijalno A∗ ∈ KC . Konaqno, ako C∗ ⊆ A, kako je
A ⊆ A∗, sledi C∗ ⊆ A∗, i ponovo A∗ ∈ KC . Zavrxili smo dokaz tvr±eǌa A.

Oznaqimo sa D familiju svih dobrih skupova u F0:

D = {C ∈ F0: C je dobar skup}.
Tvr�eǌe B. D = F0.
Dokaz tvr�eǌa. Kao i u dokazu prethodnog tvr±eǌa, dovoǉno je da do-

ka¼emo da je D toraǌ. Kako je ∅ oqigledno dobar skup, uslov (T1) je ispuǌen.
Doka¼imo uslov (T2). Neka je L ⊆ D lanac skupova; treba da proverimo da je
L =

⋃L ∈ D. Jasno je da L ∈ F0, pa treba da proverimo uslov (D) za L. Neka
je A ∈ F0 proizvoǉan; ciǉ je da doka¼emo da va¼i A ⊆ L ili L ⊆ A. Imamo
dve mogu²nosti. Ako za svaki C ∈ L va¼i C ⊆ A, oqigledno i L ⊆ A. S druge
strane ako za neki skup C ∈ L va¼i C * A, onda je A ⊆ C jer je C dobar, pa
oqigledno A ⊆ L.

Konaqno, doka¼imo (T3). Neka je C ∈ D proizvoǉan; ciǉ je da doka¼emo
C∗ ∈ D, tj. C∗ je uporediv sa svim skupovima u F0. Neka je A ∈ F0 proizvoǉan.
Pretpostavimo A * C∗, i doka¼imo C∗ ⊆ A. Primetimo da tada A * C jer
C ⊆ C∗. Kako je KC = F0 prema prethodnom tvr±eǌu, A ∈ KC , xto zajedno sa
A * C povlaqi C∗ ⊆ A. Zavrxili smo dokaz tvr±eǌa B. .

Kako je familija D oqigledno lanac skupova, prethodno tvr±eǌe ka¼e da
je F0 lanac skupova. Neka je A0 =

⋃F0. Prema (T2), A0 ∈ F0, pa prema (T3),
A∗0 ∈ F0. Dakle, A∗0 uqestvuje u uniji

⋃F0, pa je A∗0 ⊆ A0, dok je s druge strane
A0 ⊆ A∗0 taqno prema (O4). Sledi A0 = A∗0, i zavrxili smo dokaz teoreme.
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