HACTABA MATEMATHWEKE HA $AKYJITETMA

Ciaasxko Momoma

EKBUBAJIEHTU AKCUOME N3BOPA

Caskerar. Y 0BOM paly AajeMo Iperiel HeceTak MaTeMaTHUKUX TBpDhema koja cy
JIOTWYKN eKBUBAJIEHTHA akcmoMu u3bopa. JemHa rpymna oBuUX TBpDhema roBOpM 0 MHTYUTUBHO
OUEKMBAHUM OCOOMHAMA HEKMX OCHOBHMX MATEMAaTUYKUAX O0jekara, Kao MTO Cy pejanuje u
¢yHKIUje, NOK je 3HAUaj ApyTre Ipyle OBUX TBphema y HUXOBOj MMPOKO] IPUMEHH Y PA3HUM
obacTuMa MaTeMaTHKe.

1. ¥YBon

Axcuomy msbopa dopmymnucao je 1904. romume Iepmeno y paxy [7] xako Ou
nmokazao mpuHnun gobpor ypebema. Ilpummun mobpor ypebema TBpam ma ce cBa-
KM CKYI MOM¥e HOoOpO ypemury, IITO 3HAYM Na HA CBAKOM CKYNy IIOCTOjU JUHEAPHO
ypebeme TakBo ma CBaKM Hempas3aH IMOACKYI MMa HajMamU €JIeMEeHT Y OJHOCY Ha JATO
ypebewe. [Ipunnun nobpor ypebema, HeKuX TpumeceTak roguHa panuje, GOPMYINCAO
je m y cBoM panmy kopuctuo Kamrtop. KawTtop Hajupe Huje cMarpao ga OIPUHIUI HO0-
opor ypebema 3axTeBa mOKa3; JUTEpaTypa HABOAM A& je 3a KaHTOpa HPUHIMI IT0-
Epor ypebema 6uo gyndamenmannu npunyun mucau. MeDytum, npobiem je 6umo
mTo HY KaHTOp HU ApYyru MaTeMaThyapu TOr 106a HUCY yMeau Aa KOHCTPYUIIY IO-
6po ypebeme ckyma peannux GpojeBa. Jlo kpaja XIX Berka u cam Kanrop mpusmaje
nma npurHnun nobpor ypebema 3axteBa moka3. [louerkom XX Bera Kenur, cymporso
mpuHIUIy no6por ypebema, mokasyje ma ce CKyI peajlHuX OpojeBa He MOke T00po
ypenutu. llepmerno mpumehyje rpemky y KeruroBom aprymeHTy, u KOHAYHO JOKA3yje
mpuaIn 100por ypebema. Mebyrum, 6e3 moraza kopuctu TBpheme, JaHAC TO3HATO
Kao akcuoMa m3bopa, 3a KOje cMaTpa Ja je JOBOJLHO OUMIVIETHO Oa He 3aXTEBa JOKA3.
(WNaxko cam lepmeno mume ga je HEYCIENHO MOKYMAO A2 AOKaxke 0BO TBpheme.)

Ila Bucmo popMynmCaTH aKCHOMY M3060DPa, MOPaMO Ja Je(UHUIIEMO TIOjaM @yHK-
yuje usbopa. Hera je F menpasua ¢amunuja (Ckym) Hempasux ckymosa; ca |JF
o3HAUaBaMO Yrujy Gpammiauje F, Tj. yHUjy cBUX CcKymoBa u3 pavuiamje F. Pymryuja
usbopa 3a gamuaujy F je 6mio xoja dpyrrnuja f: F — |JF koja 3an0BobaBa yCIOB:

o (VX eF) f(X)eX.

Iagne, ¢pyuxuuja uszbopa f 3a csaku ckyn X € F bupa jenan meros eaement f(X).
Axcuoma uszbopa je cienehe tepheme.

AKCUOMA M3BOPA Al. 3a cBaky HempasHy (aMUiInjy HENPA3HUX CKYHIOBa
IoCTOju (YHKIMja n300pa.
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Kao akxcmoma m3bopa, y nurepaTypu ce 4ecTo HaBonu cienella eKBUBaJeHTHA
BapHjaHTA.

AKCUOMA U3BOPA A2. 3a cBaky HempasHy GaMununjy Henpasuux u Mehycobuo
JIICjVHKTHAX CKYIIOBa MOCTOjU (yHKIMja n3bopa.

Axcroma u3bopa je Hajupe KPUTUKOBAHA, e cBera 300r CBOje HEKOHCTPYKTUBH-
cruure mpupoge (akcuma n3bopa TBPAM Er3UCTEHNM]y GyHEIUje n3bopa, ajm He HyIu
HAUVH 33 HEHy KOHCTPYKIM]Y). BpPEeMEeHOM Cy ce MOjaBWie W HEeKe HeHe HEeKELEeHe
nocienune, Kao mro je uysBenu mapanokc bamaxa u Tapckor. Osaj mapamnokc je 3a-
IIPaBO TeopeMa KOja Kaxke Ja Ce JIONTa MOe HOAEJIUTU Ha KOHAYHO MHOTO JUC]YHKTHUX
[IeJI0Ba, O KOJUX Ce HaJjbe MOLY CACTaBUTH [Be JONTE MIAEHTHUHE moja3Hoj. OBaxBa
JIEKOMIIO3UIYja je HauM3IJe] IapaJoKCAJHa jep OYeKyjeMO Ia ONUCAHU IOCTYIAaK YyBa
sanpemuny. MeDyTtum, akcuoma m3bopa 06e36ehyje ma MoxkeMO Aa MOAEIUMO JIONTY
Ha HeMePHUBe NENIOBE, Ia apTyMeHT 04YyBama Mepe HHUje OID/KUB.

De3 0063upa Ha HEke KOHTPAMHTYUTHBHE IIOCIENUIE, akcuoMa n3bopa je maxac
npuxBahena 3axBampyjyhu cBojoj IpuMeHN y pasHUM 00JACTUMA MATEMATHUKE: ajre-
6pu, ananusu, Tomoaoruju, uth. JaHac 3HAMO Ia CY HEKU (YHIAMEHTAJHU PE3yJITATH
OBUX 00JIACTY TIOCJIEqUIE AKCHOME U300pa, & MHOTH OJf (bUX CY jOj YaK U €KBUBAJIEHTHU.

[Ipse npumene akcuome u3bopa y amrebpu npuveruo je Llopu y [9]. Y morasy
cBojux TeopeMma, llopr kopuctu TBpheme Koje Ha3MBa NPUHUUN MAKCUMAAHOCTIU,
JaHac MO3HATO Kao [{opnoea saema, 3a Koje MOKa3yje Oa je €KBUBAJEHTHO AKCHOMIU
n3bopa. HWako je Ilopr He3aBMCHO IOKA3a0 CBOjy JeMy, UCIOCTAaB/ha Ce O je jel-
Hy Bep3ujy llopHose neme noraszao Xay3mop¢ IBajecerak rOAHA PaHUje, KA0 U Oa
je jemam cmemumjaiaH caydaj IOKa3ao Kyparoscku mecerak romuna panuje. Csa oBa
tBphema cy 3ampaBo MeDhycoOHO ekBUBAJEHTHA, U €KBUBAJEHTHA Cy aKCHOME U300-
pa. IlopHoBa sema je ybembuBO HajKOpPUIINEHM]a Bep3Uja aKCHOME M300pa MUPOM
MaTeMaTHUKE.

OsBaj mpersies HACTAO je W3 MOJUX MaTepujaja 3a CTYAEHTe KOje caM MMCao Kao
momaTak KypceBuMma joruke. Moja mpeBacxonHa skesba je Ouiia 1a mpecTaBUM eJIeMeH-
rapan noka3 llopaoBe neme, ¢ 003upoM Ha WmeH 3HAUAj y mMaremaTunu. Y ciaenehem
[OTJIaB/by HABEMIEMO jOUI HEKOJMKO eNeMEHTAPHUX TBpDema Koja Cy eKBUBAJEHTHA
akcuomu m360pa, a Koja, 300r BepyjeM CBOjeé OUUTIIETHOCTU, UAY Y MPUIOT MPUXBA-
Tama axcuoMe m3bopa. Taxobhe hemo norazaru mUXOBY MeDycOOHO €KBHBAJIEHTHOCT.
Y omemky 3 mpencrasuheMo yeTupu OCHOBHA IPUHIUIA MAKCUMAJIHOCTHU (yRIbYdyjyhn
Mopuosy nemy), nokazahemo muxoBy mebhycoOmy exBuBasentHOCT, u BugehieMo kako
OHU TOBJIAYUE akcuoMy m3bopa. Y omemky 4, KopucTeNu TPUHINAIE MAKCHUMAJHOC-
™™, nokazahemo mpuHIMn g006por ypebema, n BumehemMo kKaKO OBaj MPUHIAIN TOBIAYUN
acroMmy u3bopa. Konauno, y omemky 5 majeMo HOKa3 IPUHIUNA MAKCAMAJIHOCTU U3 aK-
cuoMe n3b0pa. 3a YuTame OBOT Iperjiea AOBOJLHO je TO3HABAKE CAMO eJIEMEHTAPHE
MaTeMaTHUKE.

2. EsemMeHTapHM €KBMBAaJIEHTU aKCHOMe M30opa

Y 0BOM oflesbKy HaBemlieMO TP eJIeMEHTAPHA eKBUBAJEHTa aKCUoMe m3bopa, u
nokazahieMo BUXOBY €KBUBAJEHTHOCT ca TBphemuma Al u A2.
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[Toncetumo ce ocHOBHMX TOjMOBa O penanuju ekpuBajieHimje. Hera je X He-
mpa3aH ckyl. Penanuja ~ Ha X je exeusasenyuja ako 3a0BOJbaBa yCIOBE pedaek-
CUBHOCTMU, CUMEMPUYHOCTIU T MPANIUMUBHOCTNU

o (VxeX)uxr~u,
e (Vrye X)(x~y—y~a)m
o Vr,y,ze X)(x~yAy~z—xn~2).
Kaaca exsusanenyuje enementa a € X je ckyn [a]. cBux enemenata x € X koju cy
y DPeJaluju ca a:
lal~ ={zr € X:z ~a}.

Koauuwnuuku ckyn ckyna X Tmo eKBUBajeHImju ~, y o3Hamu X /., jecte pamumuja
CBUX KJIaca ejJeMeHaTa u3 X:

X/~ =A{la]~a e X}

Huje temko sumeru na je X/~ jemna napmuyuja ckyna X, tj. dpamumuja Mehycobmo
[IAC)YHKTHUX HEIPA3HUX HOACKYIOBa 04 X KOJU HOKPUBAjy 1eo cKyln X (ApyruMm peuu-
ma, Bakn | J X/~ = X). Hoackyn T C X je ckyn npedcmashuka Wi mpanceep3ana
€KBUBAJIEHINjEe ~ aKO:

o Vae X)|lal-NT|=1.
Hagne, T je TpaHCBep3aia ako CAIDU IO jeJaH eIEMEHT U3 CBAKE KIace.

TparcBep3aiie 4ecTo MOKEMO IPUPOAHO KoHCTpyucaru. Ha mpumep, pernanuja
~ Ha R nmara ca:  ~ y ako u caMoO ako * — Yy € Z jecTe jeHA E€KBUBAJIEHIIW]A.
Knaca 6poja a je CKyI CBUX BEroBUX Leld00pojHux tpanciaara: [al. = {a+k:k € Z}.
Kako ounrsmemno csaka kjaaca uMa IO jeNHOr mpencraBHuka y uaTepBany [0, 1), oBaj
MHTEpBAJ je jelHa TpaHCBep3aja Halle eKBUBAJEHIUje. AKO caMo Majo MPOMEHUMO
EKBUBAJICHIU]Y ~, KO KayKeMO X ~ Yy ako U caMmo ako x — y € Q, curyamuja mocraje
3HAYAjHO KOMIIUKOBaHuja. Hamme, ~ u mame jecte exkBuBajennuja Ha R, kraca 6poja
@ je CKyT CBUX HerOBUX PAIMOHANHUX TpaHciara: [a]. = {a+¢:q € Q}, mehyrum, aro
MAaJIO Pa3MUCINMO, Cala HUje OUUTJIETHO KaKO MOXKEMO M3abpaTu HEKy TPaHCBEP3ady,
[Ia ce IPUPOTHO MOCTAB/bA MUTAE Ja JIX TPAHCBED3aJse yoImTe nocroje. VHTyuTusHO
oucMo MO:kIa pekau ma Ou Tpebaso ma moctoje, jep camo Tpeba M3 CBake Kiace Ia
r3abepeMo II0 jelaH eJeMeHT, MehyTuM To cyrepuiie na ce pagu O akcroMu u3bopa.

AKCUOMA U3BOPA A3. CBaka eKBUBAJICHIWja UMa TPAHCBEP3AJLY.

UcnocraBma ce ma y ropmeM IpuMepy 1 He MoxkeMo 1a Habemo TparcBepsasy Ha
HEKU IPUPOJAH HAUMH, ajii akcuoMa m3bopa HaM rapanryje ma oHa noctoju. Vmaue,
TpaHCBEp3aje IOpHkEe EKBUBAJEHNU]e Cy 3HAUajHU CKymoBu y Mmaremartunu. OHe ce
Ha3uBajy Bumaaujesu crxynosu m mpuMepu Cy HEMEDJBUBUX IIOACKYNOBa CKyma R.
Er3ucrenmuja oBakBux ckymoBa je, moryhe He;kemeHa, MOCTIENIA aKkCuoMe n3bopa.

Mon ¢ynxuyujom f : X — Y, roe je X Hempasdar ckyl, moApa3yMeBaMO YoO-
Ouuajeru oOjekaT: y muTamy je penanuja mameby ckymoBa X m Y TakBa 1a je CBaKU
eneMeHT x € X y pelanyju ca TAyHO jeTHUM eJeMEHTOM U3 Y KOju obenexaBaMo ca
f(z). Pymrmmja f : X — Y uma uneeps ako mocroju Qyskmmja g : Y — X raksa
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ma go f=1idy u fog =idy, 1j. 3a cBako x € X Bawu g(f(x)) = x u 3a cBako
y € Y saxu f(g(y)) = y. 3namo ma f uma uHBEP3 aKo U caMo ako je f oujexuyuja.
Oyurumja f : X — Y uma sesu ungeps ako mocroju dpyurmuja g : Y — X TakBa
ma go f =idx. Aro ¢ymrnuja f uMa J1eBU WHBEP3, HUj€ TEMKO BUIETU AA OHA MOpA
outn I-1. Mebyrum, u obparHO je TauHO, cBaka 1-1 (yHKIUja MMa JIEBM WHBEP3, U
KOHCTPYKIUja J€BOT MHBEP3a HUje Temka. Hamme, MOkeMO (MOpaMO) ma HeUHUIIEMO
naje g(y) = x aro je y = f(x) 3a HeRo x, u MOxeMO Ha craBuMo f(y) = xo aKo y HUje
CIVKa HUjeIHOT ejeMeHTa, rie je xg € X 6umno koju emement. Huje Temko Bumeru
nma ako je f 1-1, onma je g 3amcra noOpo meduHMCaHA (YHKIMja KOja je jeJaH JIeBU
uuBep3 on f. C mpyre crpame, pynrmuja f: X — Y uma decHu ungeps ako moCTOju
¢yurumja g : Y — X takBa ga fog = idy. IloHoBo Huje Temko BumeTn na ako f mma
nmecHu mHBEp3 oHAA je f wa. VHTyuTtuBHO, 1 00paTHO Ou Tpebaso ma je TauHo: akKo
je f: X — Y na dyuruumja, onna ona wuma mecuu wueep3 g @ Y — X. Hawmme, cBaku
eneMeHT Yy € Y jecre camka Hekor (MOkIa He jeIHOr) ejeMeHTa u3 X, ma je moTpebHO
camo mepunucarn na je g(y) Herm emement x € X rtaras ga je f(x) = y. Mebyrumm,
IPUMETUMO [a TAKaB €JIEMEHT X MOPAMO HEKAKO U3aOpamu.

AKCUOMA M3BOPA A4. Cpaka wa (QYHKIWja UMa NECHU MHBEP3.

Jexapmos npoussoo ckymosa X u'Y, X XY, je ckyn cBux ypehenur naposa
(z,y) TasBux na © € X uy € Y. Ha cavvan Hauve geuHUIIEMO TPOU3BOA TPU WK
BUIIE CKYNOBA. JeCTO y MATEeMATHIN KEIMMO 4 TOCMATPAMO U IPOU3BOAe DECKOHAYUHO
MHOrO CKymoBa. llo aHasormju ca KOHAYHUM CJydajeM, akO MMaMO CKymose X;, © €
I, mpomssox [[;.; X; 3ammmmamo kao ckym cux [-mraexcupanux ypehenux mmsoBa
(2;)icr TAKBUX Ia €NEMEHT Ha {-TOM MECTy, Z;, mpumazga ckymy X;. Popmamno, y
muramy je ckyn ceux gymrmaja x : [ — (J;c; X; Taxsux ma x; := x(i) € X; 3a cBako
1 € I. JacHo je ma cy KOHAYHM IPOU3BOM HEMPA3HUX CKymoBa Hempa3uu. [lutame je na
au cy OECKOHAYHU IPOM3BOAU HENPA3HUX CKYNIOBa HeNpasHu. VIHTYUTUBHO, BEPOBATHO
ou Tpebaso ga Oymy.

ArcuoMA n3B0PA A5. Heka cy I u X;, ¢ € I, wenpasuu ckymosu. Tana je
[I;c; Xi mempasan.

Y cnenehoj reopemu fiemo BuzeTn na cy no caga GpopMyIucaHe Bep3uje aKCUOMe
u36opa mehycobHO ekBuBaseHTHE.

TEOPEMA 1. Tephewa Al, A2, A3, A4 u A5 mehycobro cy exsusarenmmua.

Zoxas. Horazahemo un3 mvmmukamuja A2 = Al = A3 = A4 = A2 u exksuBa-
nennujy Al < Ab.

A2 = Al: Heka je F mempasna dpamuiauja HempasHux ckymosa. Mmeja je ma
¢pamunnjy F 3aMeHHMO ca HEKOM (DaMUJIMjOM YUjU Cy 4JIaHOBK MeDycoOHO muCjyHKTHH,
a KOja je HA HeKM HauuH moBe3aHa ca (avmiaumjom F. To moxkemMo ma ypamuMo Ha
caenehu mauma. 3a X € F, youmvo ckyn Yx = {X} x X. Ilpumermmo ma cy
eqementn ckyna Yy ypebenn maposu obmmka (X, ), roe @ € X, n npuMetnMo 1a
“MaMo ouuryenny kopecnoneniujy uamehy ckyma X u ckyna Yy . Cana 3a paznuuute
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X, X' € F sumanvo na Yy NYyx: = () jep naposu u3 oBa aBa CKyma HeMajy UCTY TPBY
KOO IMHATY.

Iagne, younvo dpamummmjy ckymoBa G = {Yx: X € F}. Pammiumja G Takobe
je HempasHa (aMuiINja HENpPa3HWX CKYNMOBa, KOjU Cy, KAO IITO CMO Bell HAIMOMeEHy.H,
mebycoGro mucjymkran. I[pmmernvo ma cy enementu yuuje | JG obmmra (X, x) roe
XeFuxeX,majel|JG CF x|JF. Kopucrehu A2, mocroju dpyurnuja nzbopa
g:G — JG: 3acBako X € F, g(Yx) € Yx. Hexa je 7 : Fx JF — UF
npyra mpojexnuja: 3a X € Fuy € UF, n((X,y)) =y. Karo je JG C F x JF
moskeMo neduuncat Gpyurumjy f @ F — JF ca f(X) = 7(9(Yx)). Tepdumo na
je f oymrumja uzbopa 3a F. 3aucra, 3a cako X € F, rako g(Yx) € Yx, Baku
9(Yx)=(X,z) 3amexo z € X, na f(X)=7((X,z)) =2 € X.

A1l = A3: IIpernocraBumo fa je ~ eKBUBaJeHIW]ja Ha HempasHoM ckymy X . Tana
je xommurnurmM ckyn X /., HempasHa (paMuIuja HEIPAas3HUX CKyNoBa, ma, kopucrehu Al,
ona nMa ¢yrrnujy nsbopa f : X/ — |JX/~ = X. Cumra ¢pyusumje f, T = f[X/],
je jemHa TpaHCBep3aJia €KBUBAJICHIM]e ~. 3aKCTa, HUje TEIIKO BUAETHU A je 3a CBAKO
a € X, [~ NT = {f(la])}.

A3 = A4: Ilpermocrasumo ma je f : X — Y wa ¢ymrnmja. Ha crymy X
neuHAIEMO penanujy ~ ca 1 ~ To ako u caMo ako f(x1) = f(x2) (penauuja
~ ce Ha3uBa jeszpo ¢Qyurumje f). Pemaunuja ~ ouurienso je exBusanennuja. Hexa
je, xopucrehu A3, T C X jemua mena TpaHncBep3asia. Huje Temko BumeTu na je
pectpuknmja fir : T — Y Oujexmuja. Cana mecru muBep3 g : Y — X ¢ynrnuje f
MOKEMO 13 Te(UHUIIEMO Ca § = 1O fFT17 rae je ¢ : T — X WHKIY3MOHO HMPECIUKABAE
naro ca i(x) = z. Huje Temko Bugeru 1a je g 3amcra mecHu MHBEDP3 0L f.

A4 = A2: Hera je F uenpasua pamuianja Henpa3uux u MehycoOHO MUCjyHKTHUAX
crynosa. lepununmmvo ¢pyurnujy f:|JF — F ca f(x) = X ako u camo ako z € X.
C ob63upoM ma cy ckymosu y dpamwmauju F mebhycobuo mucjyaktau, f je 3amcrta mo6po
nedpunucana gyurnuja. C ob3upom ma cy ckymnosu y F mempasnu, f je na. Ropucrehn
A4, mocroju necuu wuseps g : F — |JF dyurmumje f: fog =idr. Ipumernmo na je
g dyurnuja u3bopa 3a F. 3aucra, 3a cBako X € F umamo f o g(X) =idx(X) = X,
1j. f(9(X)) = X, onakine no neduanmmju pynrumje f, g(X) € X.

Al & A5: Heka cy I u X, i € I, Henpa3uu CKymoBW, U HEKa je, kopucrehn
Al, f: F — |JF mera ¢pynrmmja uzbopa 3a davmnunjy F = {X;:4 € I}. Huje Temro
sunetn ma je (f(X;))ier emement [[,.; X;. (Osme, ymecro mmsa (f(X;))ier, Mormm
cmo pehn gymrmuja g @ I — (J;o; Xi mara ca g(i) = f(X;) je enement mpoussoza.)

C npyre crpane, Heka je JF HempasHa (aMUJIMja HeIpas3HUX ckymnosa. O3HAUMMO
I = Fmu 3zaicl, X; =i Kopucrehu A5, mocroju = : I — J;c; X; Taksa na
x; := x(i) € X;, v Huje Temko BumeTu na je x Oam QpyHKRuMja uzbopa 3a F. W

3. IIpuHIUIN MaKCHIMAaJTHOCTH

Y 0BOM OZ€JbKY PasMOTpUNeMo HEKOJUKO eKBUBAJIEHATA aKCHOMe M300opa Koju ce
YECTO EKIUIMIUTHO KOPUCTE Y pasHuM obsacTuMa maremaTuke. CBaku OJ OBUX NPUH-
[UIIa TBPAU er3UCTEHIW]y HEKOI MaKCUMAJHOT 00jexTa y napuujanuum ypehemuma, ma
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fiemMo ux oBHe CBe 3ajelHO 3BATU NPUHUUNU Makcumasrkocmu. IIpe Hero mro ¢pop-
MyJIMIIEMO TTPUHIUIE MAKCUMAJIHOCTY MOICETUMO Ce OCHOBHUX TIOjMOBA O MAPIIU]AJTHUAM
ypebewuma. Hexka je P ckyn u < penanuja wa P. Kaskemo na je nap (P, <) napyujaa-
MO Ypehemwe aKko Cy 3a0BOJLEHHU YCIOBU PePAekcUBHOCTIU, ARMUCUMEMPUYHOCTIU I
MPAHIUMUBHOCTNAU

o (VxeP)x<ux,

o (Va,ye P)a<yAhNy<az—x=y),n

o (Vx,y,z€ P)(z<yAy<z—x<2).
Enementu z,y € P cy ynopedusu ako Baxu r < Yy WA y < &; y CYIPOTHOM, aKO
L yny £z, kaxeMo fa cy x u y neynopedusu. Honckyn A C P je aanay ako cy
CBaka JIBa ejeMeHTa y A ymnopemusa:

o (Vo,yc A)(x<yVy<a).

[Ipuvernmo ma je, popmaiHO, mpa3aH CKyN jeJaH JaHAIN, KAO IITO Cy U CBU

jemnounamy moxackymosu om P. Jlamanm A C P je Mmaxcumanah ako ce HE MOiKe
npoxysxutn 10 Beher namma: 3a csako @ € P\ A, AU {x} muje nanan.

[IpBu NpUHOVN MAKCUMAJIHOCTH KOJjU HABOAMMO TBPAW MOCTOjaHe MAKCUMAJHAX
nanana. Popumynucao ra je Xaysznopd y cBojoj Mmonorpaduju [2].

AKcHoMA 13BOPA A6 (Xaysnop$os npuanun MarcuMansor jgasna [2]). Csako
napuujaiaHo ypebheme nMa MakcuMasaH JaHAIL.

Bpatumo ce ocHoBHuM mojmMoBuMa 0 mapuujamauMm ypehemuma. Heka je (P, <)
naprnujanao ypehewe. Enement a € P je makxcumanan axo:

o (VxeP)la<zx—z=a)
Hakne, a je MakcuMalaH aKo HUjelaH ejqeMeHT ckyna P Huje crporo Behu on mera.

Enement a € P je zopwe oepanuuewe ckyna A C P ako je Behim om cBux
enemeHata ckyma A:

e (VxeA) z<a.

Mosxemo na ¢popmynumemo IopHoBY nemy.

AxcnoMa n3s0PA A7 (Iloprosa nema [9]). Ako CBaku JAHAL y HAPIA]aIHOM
ypebemy nmMa ropme orpaHMuene, OHIA TO IAPIMjalHO ypeDheme MMa MakCUMaJaH
GIIEMEHT.

OcuoBar mpumepu maprnujanaux ypebema cy ¢amunuje ckynosa. Hawmme, cBa-
ka dpammiuja ckymoBa JF mpupomHo je (maprumjamao) ypebena pemamujom uHKTY3w@je:
(F, Q) je jenno mapuujamauo ypeheme. IIpeTxoaHo yBeaeHn nojMoBY ce TPUPOIHO MPe-
BoJEe y OBaj KOHTeKCT. Ha mpumep, manan y F je norpamuiauja L TakBa na 3a CBAKa
mBa ckyna A, B € L Baxu A C B um B C A. Taxkobe, ckyn A € F je makcu-
MajaH ckyn ¢pamunuje F ako mujeman ckyn X € F uumje crporum Hanckym ox A. 3a
¢pamunnjy ckymoBa J kKaxkeMO Ia je uMOYyKMmueHa AKO je 3aTBOPEHA 33 YHUje JaHaIA.
[Ipenusuuje, F je manyktuHa axo 3a cBaku gaHan £ C F saxu |JL € F.

Cunepneha Bep3uja akcuome uszbopa je cmenujasan cayudaj [lopHoBe neme.
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AxrcroMA n3BoPA A8 (Jlema Kypatosckor [3]). Caka nHAyKTUBHA daMuinja
CKyTOBa CAAPKU MAKCUMAJAH CKYIL.

Ila OucMO MCKA3aJIU MOCIIEe AU TPUHINI MAKCUMAJIHOCTY KOju eMO OBIe BUAETH,
norpeban HaM je caenehwu mojam. Pamunuja ckynmoBa F je KonauHoz KAPAKMEPG AKO
3a/I0BOJbABA YCIIOB:

(KK) (VA)(A € F «— (VAy C A, Ap korauan) Ay € F).

Arcuoma n3BorPA A9 (Tajxmunep-Tyxrujea nema [5, 6]). Csaka damunuja
CKYIIOBA KOHAUHOT KAPAKTEPA CAIDKN MAKCUMAJAH CKYIL

Canma hemo mokazaru ga Cy MCKa3aHU MPUHIUNNA MAKCUMAJIHOCTA MeDycoOHO ek-
BUBAJIEHTHU, KA0 U Ja IOBJaye akcuoMy u3bopa.

TEOPEMA 2. a) Tephewa A6, AT, A8 u A9 wmelycobro cy exsusarenmua.
6) A6 = A3.

Zoxas. a) orazahemo mm3 mvmiukamuja A6 = A7 = A8 = A9 = AG.

A6 = AT: Hexra je (P, <) mapuujamuo ypebeme koje 3amoBosbaBa yCIOB na
cBaku JaHal y P uMma ropme orparnyeme. Tpeba ma mokasxkemo ma P uma Makcu-
MmajnaH eixemeHnT. Kopucrehu A6, msabepumo mern maxcumanan gaman M C P. Ilo
upernocraBiy M uMma ropme orpaHnvene a; mepoumMo 14 je a MAKCUMAJAH €JIeMEHT.
[Ipernocrasumo a < x; umib je ma JOKaxkeMo * = a. llpumerumo na je x Takobe
ropmwe orpanndewe on M, ma je M U {x} naman. Kaxo je M U{z} DO M, u M je
MakcuMaJaH naHal, 3akpyuyjemo M U{z} = M, 1j. x € M. Opariue je z < a jep
je a ropme orpannueme ganna M. Cama u3 a < x 1 & < @ 3aKBYUyjeMO T = @, MTO
3aBpIIaBa JOKA3.

A7 = A8: Kao mro cmo Beh mamomenymm, nema Kyparosckor je cmemujanam
cnyuaj [lopuose neme. 3aucta, ako je F UHIYKTUBHA (AMUIUja CKYIOBA, MAPIM]jas-
w0 ypebewe (F,C) 3amoBomasa yciose Llopuose neme. Hamme, ropme orpanudeme
nauna £ C F je |J L (oBaj cryn npunana F jep je F wnaykrusna). IIpema IopHOBO]
gemu, F Camp:Ka MaKCUMAJIAH CKYTI.

A8 = A9: Heka je F ¢damunuja ckymoBa KOHAUHOT Kapakrepa. Kopucrehn
A8, noBosmHO je ma moraskemo ma je J wmumykrusHa. Heka je £ C F mamam ckymosa,
u mexa je L = |JL; tpeba ma moraxemo L € F. Ilpema ycmosy (KK), nosommno
je ma mpoBepuMO Oa 3a cBaku KoHauaH moackyn Lo C L Bawwm Lo € F. Hera je
Lo C L npousBoman KoHauaH moackym; 3amumumo Lo = {aq,as,...,a,}. 3a cBako
t=1,...,n,a; € L =JL, na nocroju ckyn A; € L rakas ma a; € A;. Karo je L
naman, ckynosu Ai, Ao, ..., A, MeDycobHO cy ynopemusu, na je HEKH, 6€3 yMamema
ommroct Ay, najsehu mebhy muma. Hakne, a; € Ay 3acBei=1,...,n, 1j. Ly C Aj.
Kakxo A; € F, npema ycnosy (KK) u ¢Bu merosu KoHauHM MOACKYyNOBU npunanajy JF;
cunenujaino, Ly € F, mTO 3aBpIIaBa NOKAa3.

A9 = A6: Heka je (P, <) npoussosso nauujanso ypebemwe. Heka je F damuin-
ja cBux mamana y P. Makcumanam ckyn y F, ako MOCTOju, OUUTIETHO j& MaKCUMAJIAH
naman y P. Ilakne, kopucrehu A9, moBosHO je ma mpoBepumo na F UMa KOHAUAH
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kapakrep. Ako A € F, rana je A naman y P, na je u cBaku KOHAuUaH MOACKYT Ay Of
A ouurnenso naman y P, omakue, Ay € F. C mpyre crpase, IpeTIOCTABUMO 1a je
A ckyn TakaB na 3a cBaku koHauan Ag C A Baxu Ay € F, Tj. TakaB ma Cy My CBU
KOHAYHY MOJCKYTOBY JaHiy y P; uui je na mokaxkemo A € F, 1j. na je A namany P.
Hera cy a,b € A; tpeba na moraxemo na cy a u b ynopemusu. Mebyrum, {a,b} je
KOHauaH MOACKyTI o A, ma mpunana F, 1j. {a,b} je naman y P, ma a u b 3aucra jecy
YIOPEIUBH.

6) Hokasxkumo cala Aa NPUHIUIN MAKCUMAJIHOCTH IOBJIAYe akcuoMy u30opa.
Kourperno mokazahiemo na Xaysmophos npunnun A6 moBiauu mocTojame TPAHCBEP-
zane (A3). Heka je ~ exBuBaieHnuja Ha Hempas3HoM ckynmy X. Youummo cienehy
(pamMmiInjy moackymosa on X :

F={ACX:(VaeX) |lal.NA[<1}.

[Mocmarpajmo napuumjanno ypebeme (F, C), u, kopuctelin A6, u3abepumo HEKU Mak-
cumatnan ganang L C F. Heka je T = |JL. Tepoumo na je T Tpamcsepsasa 3a
exBuBajeHnujy ~. Iloxaxumo majupe ma 1T' € F. IlpermocraBuMo CympoOTHO, HOCTOjU
a € X rakso na |[a]~ NT| > 2. Usabepumo nsa paznauduta eaementa b,c € [a]. NT.
Karo b,c € T = |J L, nocroje B,C € L rarksu na b € B u ¢ € C. Kaxo je £ nanamn,
B u C cy ymopenuBu, un 6e3 ymamema omuroctu Heka je B C C. Tana b,c € C, na
[[a]~ N C| > 2, mro nporuspeun uuwmennuu na C' € F. Harae, T € F.

Ilorazyjemo ma je T' tpamcepsana. Heka je a € X mpousBosnO. [lokazauu
emo |al~ NT| < 1, u Tpeba ma nokaskemo |[a] NT| = 1. IIpernocTaBumo cynpoTHo,
lla]l~ NT| =0, 1j. [a]~ NT = 0. Jlako sumamo ma ckyn 1’ =T U {a} € F, na kako
jeT' 2T =L, T' je crporo ropme orpannuere nauna £y F. To snaum ma ce
MaKCUMaJIaH JaHal L MOjke Ipony:uTu ca 1’| mTo je KOHTpauKuja. W

Iomarak: IlpuMep mpuMeHe HPUHIMIIA MaKCHMMAaJIHOCTU. [IpBu mpu-
Mep HpuMeHe akcmoMe m3bopa koju ce Hajuemhe cpehe y yHuBep3urercroMm o6paso-
Bamy je NOKa3 Ja CBaKM BEKTOPCKHU mpocTop nMma 6a3y. Hehewmo ynasuru y nedunuimje
JUHEeapHe ajredpe, MOACETUMO caMo Ia je Da3a BEKTOPCKOr MPOCTOpa V' Ha MOJbeM
F cxyn Bexktopa B C V koju je snuneapHo He3zaBucan Hal F' u koju remepuime meo
npoctop V. Huje remro Bunern na cy 6a3e 3ampaBo MakKCHMAJHU JTAHEAPHO He3a-
BucHE noackynoBu. OBakBa KapakTepuU3alyja Cyrepuile IPUMEHY HEKOr OJ IPUHIUIA
MaKCUMAaJHOCTH! y HOKa3y. M, 3amcta, ersucrennuja 6a3e ciequ IUPEKTHO akO IOCMa-
TpaMo (paMUINjy CBUX JIMHEAPHO He3aBMUCHUX monckymosa on V. Huje Temko BumeTu
a je oBa (haMuiMja MHAYKTABHA, I €r3UCTEHNUja 0a3e ciequ QUPEKTHO IpPeMa JIEeMU
Kyparoscror. Takobe, oBa pamunuja je u KOHAYHOT KapakTepa, [Ma er3uCTeHnujy oase
mupexTHO naje u Tajxmuiep-TykujeBa nema. Y nureparypu ce Hajuenrlie IpuMemyje
IlopuoBa nema: nokaxe ce Ha je YHUja JaHNA JUHEAPHO HE3ABUCHUX CKYIOBA IODH:E
OrpaHuvehe 3a Taj JaHAl, ONakie er3ucreHiujy O6a3e rapanryje loproBa mema. Ko-
HAYHO, aKO OMCMO C€ ONpEeIeNUiIN 33 IPUMeHY Xay3A0p(OBOr IPUHIWIA, UCIOCTABIHA
ce Ja je yHUja MAaKCUMAJHOTL JIAHIA y HABeAeHO] GaMuiuju bam 6a3a BEKTOPCKOT IPOC-
Topa.

Hamomenumo ma ce mpuMeHa akcromMe u30opa y ONIITEM CIydajy M He MOXKe
n36efiu. Hawmme, tBpheme ma CBakM BEKTOPCKU NPOCTOP UMa 0a3y €KBUBAJEHTHO je
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arcroMu u36opa. OBo je mokazao Buac y [1] rex 1984. romume.

Honarak: KypenwH npyHOun MakCHMAaJIHOT aHTUJIAHOA. 3a Kpaj OBOT
0JleJbKa HABEAUMO jOII jeJaH MPUHIMI MAKCAMAIHOCTH, eKBUBAJICHTAH aKCHOMU n300pa,
Koju je y pany [4] npumerno cpucku Matematndap hypo Kypena. Ila GucMo nckasanu
Kypemnus npusnun Mopamo fa fe(uHUIEMO I0jaM aHTAIAHNA Y TapiyjalHoM ypehemy.
Axo je (P, <) napuumjaano ypebeme, moackyn A C P je anmuaahay, ako Cy CBaKa ABa
pasnuuunta eseMenTa u3 A Heynopemusa:

o Vr,ye Az #y)(zrLyhy£a).

3a amrmnanan A C P kakeMo Ja je MakCHMAaJaH, aKO Ce He MOMe TPOIIMPUTH [0
sehier anTunanna: 3a caxu © € P\ A Baxku A U {z} Huje anTunanam.

Axrcuoma n3B0PA A10 (Kypenun npunnun makcumansor anTunanna). Ceako
mapmujasHo ypeheme nMa MakCUMaJaH aHTUIAHAIL.

Kypenvs npuannn MoskeMo Jako NOKazaTu kopucrelinm Omio kKoju on HaBeIEeHUX
IPUHINIA MakcUMaJIHOCTH. Hawmme, ako youmMmo pamumnujy F cBuUX anTuinaHana y P,
HUje TEMKO BUAETU Aa Ne Ha mpuMep YHHUja MAKCHMAJHOT JIAHIA Y OBOj (haMUIuju
(xopuctehn Xaysnop@os npusiun) Gury Makcumanas antuianan y P. Takobe, nuje
TEMKO IOKa3aTH na je gaMmiauja J WHIYKTUBHA M KOHAUHOI KapakTepa, IIa yMeCTO
Xaysmopdosor npusuna MoxkeMo 3a noka3 A10 uckopucturu nemy Kypatosckor mim
Tajxmunep-TykujeBy geMy: rapaHTOBaHNM MAKCUMAaJIaH CKyNn y J je MakCUMaJlaH aH-
TUJIAHAL.

Kypenun npunnun rakobhe nosiaun akcuomy n3bopa (€KBUBANEHTAH je aKCHOMU
u3bopa), au 3a PA3irMKy OJ OCTAJIUX IPUHIUIA MAKCUMAIHOCTH, OBA] CMED HHUje eJie-
mentapan y cuenehiem cmucny. Hawmme, 3a noras cmepa A10 = Al kopuctu ce jom
jeHA aKCMOMa TeOopUje CKYIOBA, AKCUOMA PEYAGPHOCTU, 1 TIO3HATO je na Ce OHA He
moxke n3behin (mosnato je na je Kypemws npunnun crporo cinabuju ox akcuome usbopa
AKO AKCUOMA DEryJIapHOCTY HE BAKH).

4. Tlpuanun noopor ypebema

Y oBoM omesKy paszmorprhemo npunnun xobpor ypebema. [loxcernmo, y pamy
[7] w3 1904. rommre epmeno je popMynucao akcnomy n3bopa yupaBo Kako Ou TOKa3a0
npusnun noopor ypebema. Iloka3 je KOpUCTHO TPAHCOUHUTHY PEKYP3U]y U HAUIIAO je
HA KPUTHUKE y MaTeMaTudkoj 3ajenuurm. Kao oarosop, llepmeno 1907. roause y pamy
[8] maje HOBU, eneMeHTapaH nOKa3 npuHIuIa Ko6por ypehema. TokoM roausa nojasu-
JIM Cy Ce U HOBU JOKA3W IPUHIWIA, YKBYUIYjyNu U OHEe KOjU KOPUCTE HEKU O IPUHIUIA
MakcuMasHocT. Mu iemo oBze mpuka3aTu CcTagmaplaH MOKa3 KaKO MPUHIMIT J0Opor
ypebema ciemn n3 Xaysmopgposor mpunnuna. [lokazahemo n xaxo mpurnun no6por
ypebema noBnaun akcuomy m3bopa.

Moacetumo ce caenehux nojmosa. Kamxemo ma je mapumjanno ypebeme (P, <)
AUHEAPHO aKO Cy CBaKa ABa eleMeHTa y P ymopemusa:

o (Vz,ye P)(x <yVy<ax).

Hpyrum peunma, cam P je maman. Cxyn A C P je nouemnu xkomad y P axko:
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o (Vac A)Vx € Pz < a)x € A

Hakne, A ca cBakMM CBOjUM €JIEMEHTOM CAID:KU U CBE €JEeMEHTe Mame OX mera. Jlu-
reapuo ypebeme (P, <) je dobpo ako caku Henpaszal noackyn A ox P uma najmamnu
eqement (munumym). Exement a € P je najuamn enement ckyna A C P ako:

eac AN(Vx e A) a<u.

Ako nmocroju, HajMambU €IEMEHT je jeAMHCTBEH U O3HAUABAMO ra ca min p < (A), uin
’ (P7\) )
camo ca min(A) ako je ypebeme (P, <) mo3HATO U3 KOHTEKCTA.

Ha npumep, ypebeme (N, <) jecre no6po: caku mempaszan noackyn ox N zaucra
uma Hajmamy enement. C apyre crpane, (Z, <) nuje 0o6po, jep Ha IpuMep caM CKyIl
7Z uema Hajmamu enement. C mpyre crpane, ypeheme Ha 7 ce MOke penehUHHCATH
Tako na Z oyne nobpo ypeben. Jeman maunu na to ypaammo je cnenehu. ledunumenmo
najea <’ bakowucamo ako a,b > 0ua < b, wma,b<0ua>=buwma>0ub<D0.
Ilakmne, Ha HEHErATUBHOM €Ny 7 3aAP:KAMO IPUPOIHO ypeDheme, HA HETATUBHOM HEITY
ra 06pHemo, M KOHAYHO CTABUMO Ja Cy CBU HeraTuBHU OpojeBu Behu ox HeHeraTuBHUX.
Ypeheme <’ usriena opako:

o< 1<2<3< <1< —2< -3¢ ...,
Huje Temro sumern na je ypebeme (Z, <) mobpo.

Arcuoma n3sorPA All (Lepmenos npunnun no6por ypebema). Ha cBakom
CKyTy mocToju 106po ypebeme.

Canma hemo morazatu na Xay3nop(hos IPUHIWI IOBJIAYM IPUHOUN NOGpOT ype-
bema, KOju moBIAUM aKCcHOMY U300pA.

TEOPEMA 3. A6 = All = Al.

Jloxas. A6 = All: Hexra je X # () npoussoman ckym. Yoummo Qpamumujy F:
F={(Z,<):ZC X u < je nobpo ypebeme na Z}.

Ypemumo dpavunujy F ma cnemehu mauumm: crasumo (Z1,<1) < (Z2,<2) aro Baxe
YCIIOBH:

(21) Zy C Zs;
(Z2) ypebeme <1 je pecrpukmmja ypehema <o Ha Z7, Tj.
(Vz,y € Z1)(z <1y < 2 <29);
(Z3) Z; je mouernu roman y (Zz, <2).
Huje Temro Bunery na je penamuja < 3aucra naprnujaiHo ypebeme Ha F.

Hexa je, kopucrehu A6, £ C F Hexu MakcuMajaH JaHAIl. 3apaj jacHUje Ipe-
3eHTalMje, UHIEKCUPAjMO JaHal L:

L= {(Zi7 <l)l S I}
[Mocwarpajmo W = J;¢; Zi, n nedunummmo penamujy < ma W ca:

x <y akoum camo ako (Ji € I)(x,y € Z; ANx <, y).
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TBPBEWE A. Penauyuja < je dobpo ypehewe na W.

Loxaz mephewa. Ouurnemno W C X rao yumja moackymosa ox X. Tpeba ma
npoBepuMo 1a je < nobpo ypeheme na W. Penamuja < ouurienso jecre peduexkcusHa.
[Tposepumo amtucumerpuunoct. Ilpermocrasumo ¢ < y mw y < . To 3HauM na
nocroje 4,j € I TakBu ga x,y € Z; ux < Y, u T,y € Z; uy <; . Kako je £
JaHal, UMaMo ga Ha npuMep Baxu (Z;, <;) < (Z;,<;). Tama uz z <; y, xopucrehn
ocobuny (Z2), 3akmydyjemo x <, y, IITO 3ajeTHO ca Y <, & HOBIAYN T = Y jep je <
aHTUCUMEeTpUUHA. [IpoBepuMo u TpausutusHOCT. [Ipermocrasumo x < y uy < z. To
3HauM na nocroje i,j € I raxu ma x,y € Zyux <; Y, uy,2 € Zj uy <; z. Iloroso,
kako je L naHam, nmamo Ia je Ha npumep (Z;,<;) < (Zj,<;). Kopucrehu ocobune
(Z1) u (Z2) 3armyayjemo x,y € Z; n x <;j Y, OLAKIE CIeM &, 2 € Z; u & <j Z jep
je <; TpaH3WTUBHA, Tj. T < 2, U 3aBPIIMIN CMO JOKA3 TPAH3UTUBHOCTI.

Cana hemo nokasatu na je ypebewe < nuueapuo. Heka x,y € W. Uzabepumo
i,j €I rako max € Z; my € Z;. IlorOBO MOXEMO I8 IPETIOCTABMMO Ja je Ha IpUMep
(Zi, <) < (Z;,<). Tana z,y € Z;, na raxo je <; muueapno ypebeme, Bakn x < y
um y <; x. Onatne, v <y wm y < .

Konauno, mokasyjemo na je ypebeme < mobpo. Heka je A C W Hempasan cky.
Heka je i € I taxBo ma AN Z; # 0, u wexa je a = min(y, <,)(A N Z;); a mocroju
jep je (Z;,<;) mobpo ypebeme. Tepdumo na je a = min(W’g)(A). Heka je x € A
npou3BodbHO; nokazahiemo a < x. Ako je x € Z;, ouma je, no meduHUIMIA a, a4 K; T,
ma je u a < . Ilpermocrasumo = ¢ Z;; Heka je j € I TakBo ma x € Z;. Rako je £
nanan u kaxo Z; ¢ Z;, mopa ourn (Z;,<;) < (Z;,<;). Cuenmjanno, Z; je nouerHn
koManx y (Zj,<;), na kako a € Z; u x ¢ Z;, Mopa Outn a <; x; Hakie, a < .
3aBpummiu cMo JokKa3 TBphema A. m

Ilakne, na 6GucMO 3aBPIIUIMN JOKA3 UMIIAKANKjE, JOBOJLHO je ma morayemo W =
X. To hemo u na ypamumo, anu HaM je moTpebHO jomr jenHo TBpheme.

TBPBEWE B. (W, <) je najeehu eaemenm aanya L.

Zoxaz mephewa. Ipema nperxonuom t8phemy 3uamo (W, <) € F. C 063upom
na je L makcuMasas snasan y J, noBosHO je ma nokaxemo na je (W, <) ropme
orpanndere ox L. Herka je i € I npomssomro; morazahemo (Z;,<;) < (W, <).
Ycnos (Z1) je ounrmemno ucnymen. IIposepmvo (Z2). Heka cy z,y € Z;. Jenanm
cMep, * <; Yy — « < Y, ounriieaH je npema ae¢puHAnMjn <. 3a APYIM CMep IMpeT-
nocTaBuMoO T < Y; Heka je j € I TaxkBo ma x,y € Z; u x <; y. C obzupom na je L
maHal, nMaMo mBa ciaydaja: (Z;,<;) < (45, <) u (Z;,<;) < (2, <i). Mebyrmy,
KaKo &,y € Z; u & <; y, y 00a caydaja HaM ycioB (Z2) maje x <; y.

Octaje ma nposepumo ycinos (Z3). Heka je a € Z;, mmera je x € W, z < a;
Jokasyjemo x € Z;. Hera je j € I TaxBo ja a,x € Z; u x <; a. Vimamo nsa ciyuvaja:
(Zhgi) % (Zj7<j) n (Zj,gj) # (Zz,él) AKO je (Z,,éz) # (Zj,gj), T € Zz opeMa
ycuoBy (Z3) jep a € Z; m x < a, a ako je (Z;,<,) < (Z;,<s), * € Z; jep Z; C Z,.
Sappmuian cMo 10ka3 Tephema 5. m

Iokaxxumo cazna ma je W = X. Kaxo je (W, <) najselin enement Makcumamsor
JaHna, oH je MakcumasaH eigeMmert y JF. IIpermocraBumo cymporHo, W C X, u
usabepuvo t € X N\ W. Ha W' = W U {t} mepurnmenmo penamnjy <’ ca: = <’y ako
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ucamo axo &,y € Wux < y, wm y = t. Cana nuje remro suneru na je (W', <) € F,
kao u na je (W, <) < (W', <’). OBo je y KORTpAAUKIMjU Ca MAKCUMAJHOMNY eJeMenTa
(W,<) y F. 3appmwiu cMmo moka3 uMmmiukanuje A6 = All.

A1l = Al: Hera je F mempaszna (amuianja HEIpPA3HUX CKYIOBa, W, Kopucrehu
All, meka je < nmobpo ypebewe na |JF. Tama ca f(X) = min(X) neduaumemo
¢yurmujy n3bopa 3a F. m

5. Iloka3 mmimummkanuje Al = A6

Y rteopemama 1, 2 u 3 morazamu cmo ciaenehe Bese m3meby pasHux Bep3swuja
akcuome u3bopa:

A5
H
A2 Al All
[ | [
A4 A3 A6 —— AT
[ |
A9 —— A8

Ia bucmo 3aBpmumiau moka3 MelycoOHe €KBUBAJIEHTHOCTM CBUX OBUX TBpDhema
Tpeba jom ma mokaskemo ga Hexko on TBhema A1-Ab mosnaun mexko on Tephema A6G—
A9. Y smureparypu mOCTOjU MHOTO JOKa3a OBUX WMMIUIMKanuja. HajjemHocraBHuju
JIOKa3M KOPUCTE KOHCTPYKIWje TPAHCOUHUTHOM pPeKyp3ujoM, MehyTum ¢ 063upom HaA
3HAYaj IPUHINIA MAKCUMATHOCTU ¥ MATEMATHUIN TOCTOJU M MHOTO €JIEMEHTAPHUX KOH-
CTPYKIHja Koje 3a00mna3e kopuilieme TeXHIKA Teopuje ckynosa. Hajuemhe ce oBaksu
[OKa3u 3acHuBajy Ha (Hekoj Bapujantu) Bypbakujese Teopeme o ¢pukcuoj tauku. OBue
IajeMo jelaH TakaB JOKAa3.

TEOPEMA 4. Al = AG6.

Jlokas. Tpernocrasumo na Baxu Al, u meka je (P, <) IpOU3BOBHO TAPIM]ATHO
ypebheme. Kopucrehin Al, uzabepumo dpymrmmujy usbopa f 3a pavmmujy P(P) ~\ {0};
nakie, f Oupa jemnaH eJIeMeHT U3 CBAKOT HEMPA3HOT MOJCKyma on P:

(VX C P X #0) f(X) e X.

[Mum je ma nokaskemo na P uma Makcumanan nanan. Osmauumo ca F damuian]jy
cBux janana y P. [Ipumernmo na pamminja F uma crenelie ocobume:
(O1) Pe F,n
(0O2) F je unnyrrusHa.

3a A € F, osmaumvo ca A ckym:

A={xc P A:AU{z} c F};
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nmakne, A je ckym cBux esmemenata © € P\ A koju Mory na mpomyske naHam A.
[Ipmveryvo na je naman A Maxcumagiad ako u camo ako A = (). Cama 3a A € L
o3HauuMo ca A* ckym:

A { AU{f(A)} axo A#0D
A ako A = ().
[Ipuvernmo ma mo camoj meduuuimju Baske caenehe ocobune:
(03) (VA e F) A* e F,
(04) (WVAeF)AC A" u
(05) (VAeF)|A* N A< 1.
Tarobe, pexnu cMo ma je A MakcuMalTas masal ako u camo ako A = (), mro je cama
eKBUBAJIEHTO ca A = A*.
Y 0OBOM TPEHYTKY MO:KeMO Oa 3a00paBuMO Ha mapuujaiuo ypebeme P, u camo

Jla IPETIOCTaBUMO a NMaMO (aMUIINjy CKyHOBa J 1 omepanujy 3Be31a Ha H0j 3a Koje
Baske ocobune (01)—(05). um je ma noxaskemo na nocroju A € F Takas na A = A*.

3a norpammmjy F' C F pehu hemo ma je mopam ako 3a10B0bABA YCIOBE:
(T1) D e F,
(T2) F’ je unnyxTusHa, 1
(T3) F’ je sarBopena 3a 3Be3my, 1j. (VA € F') A* € F'.
Jacuo je ma je cama damumuja F jemam topam (uMa ocobume (O1), (02) u (03)),
Tj. CKyI CBUX TODIeBa je Hempasan. Heka je JF( mpecek cBux TopmeBa. Huje Temko
BuneTu na je Fo Takobhe jemam Topam, Ia Kako je J( Ipecek CBUX TopmeBa, JFy je
3aIpaBO HajMamU TOPA.

3a ckyn C € Fy pehu hiemo na je dobap axo:
(D) (VAe F)(ACCVCCA).

Hakne, C' € Fy je mobap ako je ymopemus ca CBUM uiaHoBuMa ¢amuiuje Fpo. 3a
nobap ckyn C' younmo pamuiujy:

Ke={AeFpACCVCC AL

TBPBEWE A. 3a ceaxu dobap cxyn C, Ko = Fy.

Joxaz mephewa. Iosomuo je ma morasxkemo na je Ko Topam. 3amcra, Kako
je Ko C Fo u Fo je majuamu Topam, 3akmyuyjemo Ko = Fg. Ycaos (T1) je
ounrienno ucnymen. Ilposepumo ycmos (T2). Heka je £L C K¢ namam ckynosa;
Tpeba na nposepumo na je L = |JL € K¢. C o63upom za je £ naman u'y Fo u ga
je Fo manykrusHa, L € Fy. Ilo nedurunuju Ko, 3a ceako A € L Baxu A C C nnn
C* C A. Nmamo gee moryhuoctu. Ako 3a csaku ckyn A € L Baxxu A C C, onna
ounrsenuo u L C C. C mpyre crpame, ako 3a 6ap jeman ckyn A € L Bawu C* C A,
ouna ounrnemuno C* C L. Ilakae, y oba cayuaja, L € K¢.

Ocraje na nposepumo (T3). ¥Y3mumo npoussoman A € K¢, u nokaxmumo A* €
K¢c. Rako A € K¢, pasmorpuhiemo tpu cayuaja: A C C, A = C u C* C A
Aro A C C, mpumernmo na He moxke na Baxu C C A* jep A C C C A* nosiaun
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|A* \ A] > 2 cymporro ocobunu (O5); kako je C' mobap, ou je ynopemus ca A* (jep

A* € Fy), na rako muje C C A*, mopa 6utu A* C C, omarne cnemu A* € Ko. Ako

A = C, tana A* = C*, u tpusnjamao A* € K¢. Komauno, ako C* C A, rako je

A C A* caemu C* C A*, u nonoso A* € K¢. 3aspmmu cMo noka3 tBphema A. m
Osmaunmo ca D ¢amunujy cBux nobpux ckymoBa y Fo:

D ={C € Fo:C je mobap ckyu}.
TBPBEBE b. D = Fy.

Lloxaz mephewa. Kao m y morasy mperxomgnor TBphema, HOBOHO je na IO0-
kaskemo na je D topam. Kako je () oumrnenso mobap ckym, ycmos (T1) je ucmymen.
Tokaxkumo ycaos (T2). Heka je £ C D sanan ckynosa; tpeba xa IpoBepuMo Ha je
L =L €D. Jacuo je na L € Fy, na tpeba na nposepumo ycios (D) 3a L. Hera
je A € Fy npousBoman; uuib je ma mokaskemo na Baku A C L wmm L C A. Mmamo
mee moryhinoctu. Axo 3a caku C' € L Basgku C' C A, ounrnenno u L C A. C mgpyre
crpase ako 3a mexn ckyn C' € L saxun C ¢ A, onga je A C C jep je C mobap, na
ounryenso A C L.

Konauno, moraumo (T3). Hera je C' € D npoussoman; uib je 18 TOKAKEMO
C* € D, 1j. C* je ymopemus ca cBuM ckynosuma y Fo. Hera je A € Fy npoussosmas.
IIpernocrasumo A ¢ C*, u mokammmo C* C A. Ilpumermvo za tama A ¢ C jep
C C C*. Kako je Ko = Fo mpema nperxomaom tBphemy, A € K¢, mro 3ajenHo ca
A ¢ C nosnaun C* C A. 3appmmnu cMo noka3 tBphema B. m.

Kako je ¢amunuja D ouursenHo naHan CKymoBa, IPeTXONHO TBpheme kaxe na

je Fo naman ckymosa. Heka je Ag = |JFo. Ipema (T2), Ay € Fo, na upema (T3),

5 € Fo. Hakne, Af yuectsyje y yamju | Fo, na je Af C Ag, 00k je ¢ npyre crpame
Ay C Af rauno npema (04). Ciemn Ay = A§, n 3aBpmmnm ¢MO J0Ka3 Teopeme. W
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