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1. Uvod

Matematiqka logika je danas veoma va¼na oblast matematike, jer se nalazi
u osnovi raqunarstva i informatike. Bez ǌe je texko zamisliti razvoj pro-
gramiraǌa, vextaqke inteligencije i drugih oblasti koje karakterixu vreme
u kom ¼ivimo. Zbog toga, svakako da je neophodno razumevaǌe osnova logike.
Me±utim, ona nije va¼na samo zbog svoje primene u raqunarstvu, ve² pre sve-
ga zbog toga xto razvija preciznost, doslednost i odgovornost u mixǉeǌu i
izra¼avaǌu.

Logiqko mixǉeǌe nije va¼no samo za uqenike koji se posebno bave matema-
tikom i naukom. Ona je potrebna i u svakodnevnom ¼ivotu, jer razvija samostal-
nost u mixǉeǌu, kritiqko razmatraǌe, kao i sposobnost da tra¼imo razliqite
puteve ka rexeǌu problema sa kojima se svakodnevno susre²emo. U tom smis-
lu, logika ima mnogo xiru ulogu od same nastave matematike. ǋena veza sa
filozofijom upravo i ukazuje na to da je oduvek povezana sa osnovnim pitaǌima
ǉudskog razmixǉaǌa.

U nastavi matematike logika se javǉa u definicijama, teoremama, dokazima,
zadacima i u samom qitaǌu matematiqkog teksta. Problem nastaje kada uqenik
zna formulu, ali ne razume uslove pod kojima se ona primeǌuje, pa stoga ne²e
znati kada sme da je upotrebi i xta iz ǌe zaista sledi. To se posebno dobro
vidi u geometriji, gde se zadaci retko rexavaju prostom zamenom podataka u
formulu. Qesto je potrebno uoqiti odnose izme±u elemenata figure, prepoznati
koje se teoreme mogu primeniti i kako, povu²i pomo²nu liniju ili napraviti
dokaz kroz vixe povezanih koraka. Upravo zato geometrija predstavǉa dobar
primer oblasti u kojoj logiqko mixǉeǌe dolazi do izra¼aja. Zbog toga se razvoj
logiqkog zakǉuqivaǌa s pravom smatra jednim od najva¼nih zadataka nastave
matematike.

Dakle, logiqke oblike zakǉuqivaǌa uqenici koriste i mnogo pre nego xto
se logika u nastavi eksplicitno uvede kao posebna tema. Na primer, jox u os-
novnoj xkoli susre²u se sa dokazima u kojima se primeǌuju va¼ni logiqki prin-
cipi, iako ih qesto ne prepoznaju kao takve. Na primer, u poznatom dokazu da
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je broj
√

2 iracionalan koristi se metoda svo±eǌa na protivreqnost. Polazi
se od pretpostavke suprotne od tvrdǌe koju ¼elimo da doka¼emo, to jest pret-
postavǉa se da je

√
2 racionalan broj, a zatim se nizom pravilnih zakǉuqaka

dolazi do kontradikcije. Ovakav naqin dokazivaǌa uqenicima tada, a i kasni-
je, qesto deluje zbuǌuju²e. Algebarski koraci nisu problem, nego sama ideja
dokaza. Upravo ovaj primer pokazuje da su logiqki zakoni i metode zakǉuqivaǌa
prisutni u nastavi matematike mnogo pre nego xto se formalno imenuju.

Me±utim, u xkolskoj praksi logika se qesto do¼ivǉava kao posebna nas-
tavna jedinica koja se svodi na simbole, tablice istinitosti i formalna pravi-
la. Takav pristup mo¼e da bude dosta te¼ak uqenicima, a tako±e mo¼e dovesti
do toga da, na primer, uqenici pravilno zapisuju formule, ali ne razumeju ǌiho-
vo znaqeǌe, uslove pod kojima va¼e i ulogu u dokazu. Zbog toga je va¼no da se
elementi matematiqke logike uvode postupno: od prirodnog jezika i intuitivnog
zakǉuqivaǌa ka preciznom matematiqkom jeziku i formalnom zapisu.

Razmatra²emo neke od najqex²ih izazova u nastavi matematiqke logike u
sredǌoxkolskom obrazovaǌu. Posebna pa¼ǌa posve²ena je odnosu prirodnog i
matematiqkog jezika, razumevaǌu implikacije, razlikovaǌu implikacije i ekvi-
valencije, negaciji slo¼enih iskaza, kao i razlici izme±u sintakse i semantike
matematiqkog zapisa.

2. Prirodni jezik i potreba za matematiqkom preciznox�u

Jedan od najva¼nijih zadataka savremene matematiqke logike bio je da
formira posebne jezike, tako da budu precizniji od svakodnevnog jezika. Prirod-
ni jezik svakako jeste veoma bogat i pogodan za svakodnevnu komunikaciju, ali
mo¼e da bude dvosmislen. Iste reqenice mogu da se tumaqe na razliqite naqine,
xto za matematiku nije dobro, jer mo¼e dovesti do nejasno²a i pogrexnih zakǉu-
qaka. Zato logika uvodi vextaqke jezike u kojima se taqno zna xta svaki simbol
znaqi. Ideja o takvim preciznim vextaqkim jezicima, u kome bi se ispravnost
zakǉuqka mogla proveravati gotovo kao raqun, javila se jox kod Lajbnica, a
prvi oblici ovih jezika pojavǉuju se u drugoj polovini 19. veka.

Potreba za preciziraǌem znaqeǌa mo¼e se u nastavi pokazati ve² na jednos-
tavnim primerima iz svakodnevnog govora. Na primer, reqenica: ,,Veqeras idem
u pozorixte ili u bioskop“ u svakodnevnom govoru razume se kao odlazak na jedno
od ta dva mesta, ali ne oba. Me±utim, u matematiqkoj logici req ,,ili“ uvek
ima neiskǉuquju²e znaqeǌe. Ako iskaze ,,idem u pozorixte“ i ,,idem u bioskop“
oznaqimo redom sa p i q, tada je iskaz p ∨ q taqan kada je taqan bar jedan od
iskaza p i q, ukǉuquju²i i sluqaj kada su oba iskaza taqna. Dakle, u matema-
tiqkom znaqeǌu disjunkcija ne iskǉuquje mogu²nost da va¼e oba iskaza. Ovo
nam pokazuje da se znaqeǌa logiqkih veznika iz svakodnevnog govora ne mogu uvek
neposredno prenositi u matematiqki jezik. Zbog toga je bitno u nastavi posebno
naglasiti da reqi kao xto su ,,i“, ,,ili“, ,,ako“, ,,ne“, ,,svaki“ i ,,neki“ u mate-
matici dobijaju precizno odre±eno znaqeǌe. Upravo na tome insistira i Kosta
Doxen u svojoj kǌizi [3]. On istiqe da se osnovne logiqke reqi javǉaju ve² u
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prirodnom jeziku, ali da ih logika izdvaja, precizira i prouqava ǌihovu ulogu u
pravilnom zakǉuqivaǌu. Drugim reqima, logika ne uvodi potpuno nov jezik odvo-
jen od svakodnevnog govora, ve² polazi od reqi koje su uqenicima poznate, a zatim
im daje stro¼e znaqeǌe. Stoga uqenicima treba postepeno uvoditi primere koji
ukazuju na razliku izme±u svakodnevnog i matematiqkog jezika, pa tako logiqki
simboli postaju sredstvo kojim se otklaǌa dvosmislenost prirodnog jezika.

Iako se nastava u sredǌoj xkoli ne mo¼e svesti na formalni logiqki
raqun, ova ideja je korisna za razumevaǌe ciǉa nastave logike: uqenike treba
osposobiti da razlikuju gramatiqki ispravnu reqenicu od precizno formulisane
matematiqke tvrdǌe, kao i da provere da li zakǉuqak zaista sledi iz datih pret-
postavki. Zbog toga matematiqka logika ne treba da bude predstavǉena samo kao
skup simbola i tablica istinitosti. Tek kada uqenici uoqe zbog qega svakodnev-
ni jezik nije uvek dovoǉno precizan, formalni jezik logike dobija svoje pravo
znaqeǌe u nastavi matematike.

3. Od intuitivnog zakǉuqivaǌa ka formalnom zapisu

Kao xto je ve² pomenuto, izuqavaǌe elemenata matematiqke logike u xkoli
ne mora da zapoqne formalnim definicijama, simbolima i tablicama istini-
tosti. Naprotiv, dobar uvod mogu da budu zadaci koji se na prvi pogled rexa-
vaju ,,zdravim razumom“, a u suxtini zahtevaju jasno logiqko zakǉuqivaǌe. To
treba da budu jednostavniji zadaci, zanimǉivi uqenicima, takvi da se od ǌih
zahteva da postupno analiziraju uslove, razmatraju mogu²e sluqajeve i odbacu-
ju pogrexne mogu²nosti. Na primer, mogu da budu korisne logiqke zagonetke,
takozvani problemi istine, u kojima treba utvrditi da li su iskazi istiniti
ili ne. Uqenik najpre pokuxava da do±e do rexeǌa intuitivno, iako zapravo u
tom postupku ve² koristi neke osnovne logiqke ideje.

Jedan od poznatih tipova takvih zadataka jesu problemi sa osobama koje
uvek govore istinu i osobama koje uvek la¼u. Posmatrajmo slede²i primer.

Primer 3.1. Nalazimo se u sobi sa dvoja vrata. Jedna vrata vode u
slobodu, a druga u sigurnu smrt. Pored svakih vrata stoji po jedan quvar.
Jedan quvar uvek govori istinu, a drugi uvek la¼e. Ne znamo koja vrata vode
u slobodu, niti znamo koji quvar govori istinu. Dozvoǉeno je postaviti samo
jedno pitaǌe samo jednom quvaru. Koje pitaǌe treba postaviti da bismo sigurno
saznali koja vrata vode u slobodu?

Rexeǌe. Jedno mogu²e pitaǌe glasi:

,,Kada bih pitao drugog quvara koja vrata vode u slobodu, koja vrata bi mi
on pokazao?“

Bez obzira na to da li je pitaǌe postavǉeno quvaru koji govori istinu ili
quvaru koji la¼e, odgovor ²e nam uvek ukazati na pogrexna vrata, pa zato treba
izabrati suprotna vrata. Ovaj zadatak je pogodan kao uvod u matematiqku logiku
jer uqenici mogu da do±u do rexeǌa i pre formalnog uvo±eǌa logiqkih simbola.
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Oni ve² tada, intuitivno, koriste logiqko zakǉuqivaǌe: razmatraju dva mogu²a
sluqaja, prate posledice pretpostavki i proveravaju da li je zakǉuqak nezavisan
od toga kog su quvara pitali.

Zatim uqenicima treba postavǉati sve slo¼enije zadatke i ukazati na to da
intuicija ipak nije dovoǉna. Potom postepeno uvodimo formalnije naqine pred-
stavǉaǌa: simbole, tablice istinitosti, kao i pravila zakǉuqivaǌa i jasno
izdvajaǌe pretpostavki i zakǉuqka. Tako uqenicima pokazujemo da zakǉuqivaǌe
ne proceǌujemo samo po utisku, ve² da ga mo¼emo i proveriti.

4. Iskazi i logiqki veznici

Prvi pojam sa kojim se uqenici susre²u pri izuqavaǌu matematiqke logike
jeste pojam iskaza. Iskaz je reqenica kojom nexto tvrdimo i koja je ili taq-
na ili netaqna. Pri uvo±eǌu ovog pojma nije dovoǉno da samo damo defini-
ciju, korisnije je da pomo²u primera i kontraprimera uka¼emo uqenicima na
osnovne osobine ovog pojma. Tako uqenici i sami uoqavaju da nije svaka grama-
tiqki ispravna reqenica ujedno i iskaz u logiqkom smislu. Na primer, reqenice
,,Zatvori prozor!“ i ,,Da li si uradio doma²i zadatak?“ jesu smislene reqenice,
ali nisu iskazi u logiqkom smislu. Ne mo¼emo da ispitamo da li su istinite
ili ne, jer je prva naredba, a druga pitaǌe. S druge strane, reqenice poput
,,Broj 6 je maǌi od broja 7“ i ,,Broj 5 je zbir brojeva 3 i 4“ jesu, jer za svaku
od ǌih mo¼emo da utvrdimo istinitost. Nakon xto uqenici usvoje pojam iskaza
mo¼emo da uvedemo slo¼enije iskaze koje formiramo pomo²u logiqkih veznika.

Termin veznik jeste preuzet iz gramatike, ali se ne koristi u potpuno
istom znaqeǌu. Dok u gramatici veznici povezuju razliqite vrste reqi i delove
reqenice, u logici se pod veznikom podrazumeva nexto pomo²u qega se od datih
iskaza grade novi, slo¼eniji iskazi. Treba povesti raquna o tome da znaqeǌe
veznika u prirodnom jeziku ne mo¼e uvek da se neposredno prenese u logiqki
zapis. Doxen navodi slede²i primer. Reqenica ,,Marko i Janko su junaci“
mo¼e da se posmatra kao zamena za iskaz ,,Marko je junak i Janko je junak“ S
druge strane, reqenica ,,Marko i Janko su pobratimi“ ne mo¼e da bude zamena
za ,,Marko je pobratim i Janko je pobratim.“

Zato je u nastavi va¼no naglasiti da logika ne prouqava sve mogu²e upo-
trebe veznika u jeziku. Osnovni logiqki veznici su: ,,i“, ,,ili“, ,,ako“ (uz koji
obiqno ide i ,,onda“) i ,,ne“ i ǌihovo znaqeǌe se precizno uvodi.

Prethodno je pojaxǌena razlika izme±u svakodnevnog i matematiqkog zna-
qeǌa veznika ,,ili“. Posebnu pa¼ǌu treba posvetiti implikaciji, jer je ona
najqex²i izvor uqeniqkih zabuna, s ozbirom da se u svakodnevnom jeziku izraz
,,ako . . . onda“ obiqno razume kao uzroqno-poslediqna veza. Na primer, reqenica
,,Ako pada kixa, ulica je mokra.“ Postoji veza: kixa je uzrok, mokra ulica je
posledica. Me±utim, u matematiqkoj logici implikacija se ne proceǌuje prema
tome da li su iskazi p i q sadr¼ajno povezani, xto je uqenicima qesto neobiqno,
jer oqekuju da iskazi povezani implikacijom moraju biti smisleno ili uzroqno
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povezani. U nastavi je korisno navesti i upravo takve primere implikacija koje
deluju qudno ili besmisleno. Na primer, u reqenici ,,Ako je 12 prost broj, onda
je sutra nedeǉa“ ne postoji veza izme±u iskaza. Me±utim, u logici ovakav iskaz
je taqan, jer 12 nije prost broj.

Da bi se uqenicima tablica istinitosti implikacije pribli¼ila na ra-
zumǉiviji naqin, korisno je uvesti je pomo²u nekog primera. Zamislimo da
roditeǉi ka¼u detetu:

,,Ako ove xkolske godine budex imao sve petice, kupi²emo ti raqunar.“

Reqenica ima oblik p ⇒ q, gde je p iskaz ,,uqenik ima sve petice“, a q
iskaz ,,roditeǉi ²e kupiti raqunar“. Potom se sa uqenicima mogu razmotriti
sve mogu²nosti.

(1) Ako uqenik ima sve petice i roditeǉi kupe raqunar, obe²aǌe je ispuǌeno.
U tom sluqaju su iskazi p i q taqni, pa je i implikacija p ⇒ q taqna.

(2) Ako uqenik ima sve petice, a roditeǉi ne kupe raqunar, obe²aǌe nije is-
puǌeno. To je jedini sluqaj u kome je implikacija netaqna.

(3) Ako uqenik nema sve petice, a roditeǉi ipak kupe raqunar, roditeǉi se ne
mogu smatrati la¼ovima, poxto uslov nije ispuǌen, obe²aǌe nije prekr-
xeno, pa je zato implikacija i u ovom sluqaju taqna.

(4) Ako uqenik nema sve petice i roditeǉi ne kupe raqunar, data izjava se
tako±e smatra taqnom, jer uslov nije ispuǌen i roditeǉi nisu bili u
obavezi da ispune obe²aǌe.

P Q P ⇒ Q Tumaqeǌe

> > > obe²aǌe je ispuǌeno
> ⊥ ⊥ obe²aǌe je prekrxeno
⊥ > > uslov nije ispuǌen
⊥ ⊥ > uslov nije ispuǌen

Tako±e, uqenicima je qesto nejasno kako implikacija mo¼e da bude taqna i
onda kada je ǌena pretpostavka netaqna. Zato je korisno posmatrati primere u
kojima se jasno razlikuju istinitost pojedinaqnih iskaza i ispravnost prelaza
izme±u ǌih. Ovo bi mogao da bude jedan takav primer.

5 = 5,

4 = 4,

22 = (−2)2,
2 = −2,

1 = −3.

Polazi se od taqnog iskaza i nizom prelaza dolazi do oqigledno netaqnog iskaza.
Sa uqenicima treba prodiskutovati u kom koraku je nastala grexka. Naravno,
grexka se javǉa u prelazu sa 22 = (−2)2 na 2 = −2, jer iz jednakosti kvadrata
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ne sledi jednakost samih brojeva. Potom treba posmatrati isti niz u obratnom
smeru:

1 = −3 ⇒ 2 = −2

2 = −2 ⇒ 22 = (−2)2

22 = (−2)2 ⇒ 4 = 4
4 = 4 ⇒ 5 = 5.

Dakle, dobijamo implikaciju 1 = −3 ⇒ 5 = 5, xto je u logici taqno, jer je ǌena
pretpostavka netaqna, a posledica taqna. Svaki korak je bio ispravan, pa time
pokazujemo da matematiqki dokaz nije samo niz reqenica koji se zavrxava taqnim
rezultatom. Dokaz mora da bude niz logiqki dozvoǉenih prelaza.

Prethodni primer upravo ukazuje na jox jedan izazov u nastavi: razliko-
vaǌe implikacije i ekvivalencije. Grexka u prethodnom primeru nastala je
upravo zato xto je jedan prelaz shva²en kao da va¼i u oba smera. Iz jednakosti
a = b zaista sledi a2 = b2, ali obratno ne mora da va¼i. Ova napomena je
posebno va¼na pri rexavaǌu jednaqina. Svakako, iz x = 2 sledi x2 = 4, ali iz
jednaqine x2 = 4 ne dobijamo samo x = 2, ve² x = 2 ∨ x = −2. Zato uqenike
treba stalno podse²ati da svaki korak u rexavaǌu zadatka treba proveriti: da
li je req o ekvivalentnoj transformaciji ili o transformaciji koja va¼i samo
u jednom smeru.

Tako±e, posebnu pa¼ǌu u nastavi treba posvetiti negaciji slo¼enih iskaza.
Treba naglasiti da negaciju ne dobijamo tako xto reqenici dodamo req ,,ne“. Da
bismo pravilno negirali neki slo¼en iskaz, potrebno je najpre uoqiti ǌegovu
logiqku strukturu. Problem se najqex²e javǉa kada treba da negiramo iskaz
u obliku implikacije. Uqenici qesto pokuxavaju da negiraju implikaciju tako
xto prave neku novu implikaciju, xto nije dobro. Da bismo to pribli¼ili
uqenicima mo¼emo, na primer, opet da se osvrnemo na primer sa roditeǉima
i obe²aǌem: ,,Ako ove xkolske godine budex imao sve petice, kupi²emo ti
raqunar“. Va¼no je naglasiti tipiqnu grexku, odnosno naglasiti da negaci-
ja ove implikacije nije neka nova implikacija, tj. negacija nije reqenica: ,,Ako
uqenik nema sve petice, roditeǉi mu ne²e kupiti raqunar“. Zbog toga je koris-
no vratiti se na znaqeǌe iskaza oblika p ⇒ q. Takav iskaz je neistinit samo u
jednom sluqaju: kada je p taqno, a q netaqno. Zato negacija pomenute implikacije
mora da opixe upravo taj sluqaj pa je zato

¬(p ⇒ q) ⇔ p ∧ ¬q.

Tako±e, zanimǉiv primer razlike izme±u logiqkog i svakodnevnog srpskog
jezika jeste dvostruka negacija. U klasiqnoj logici va¼i zakon dvostruke ne-
gacije:

p ⇔ ¬¬p.

To znaqi da su iskaz p i ǌegova dvostruka negacija ¬¬p semantiqki ekvivalentni,
odnosno da imaju istu istinitosnu vrednost. Va¼no je naglasiti da oni nisu
sintaksno isti: zapis p nije isti kao zapis ¬¬p. Na primer, ako je p iskaz
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,,uqenik ima sve petice“, onda je ¬¬p iskaz ,,nije taqno da uqenik nema sve petice“
i u klasiqnoj logici ova reqenica ima isto znaqeǌe kao i polazna. Sliqno, iskaz
,,nije taqno da broj 6 nije paran broj“ semantiqki je ekvivalentan iskazu ,,broj
6 je paran“. Me±utim, u svakodnevnom govoru dvostruka negacija ne mora uvek
da znaqi isto xto i polazni iskaz. Na primer, reqenica ,,Nije da uqenik nije
radio“ u klasiqnoj logici odgovara reqenici ,,Uqenik je radio“. U svakodnevnom
govoru mo¼e da znaqi da se uqenik trudio, ali mo¼da nije bilo dovoǉno. Zato u
nastavi treba naglasiti da je zakon dvostruke negacije pravilo klasiqne logike,
ali da se ǌegova primena u svakodnevnom jeziku mora tumaqiti pa¼ǉivo.

5. Sintaksa i semantika

Jox jedan va¼an izazov u nastavi matematiqke logike jeste razlikovaǌe sin-
takse i semantike. U matematici nije dovoǉno da zapis bude formalno pravilan,
ve² treba i razumeti xta taj zapis znaqi i pod kojim uslovima je tvrdǌa koju
izra¼ava istinita. Sintaksa se odnosi na pravila formiraǌa matematiqkog
zapisa: pravilnu upotrebu simbola, kvantifikatora, logiqkih veznika, zagrada,
jednakosti . . . Semantika se, s druge strane, odnosi na znaqeǌe tog zapisa: xta
se ǌime tvrdi, na koji skup se tvrdǌa odnosi, kada je ona istinita, a kada nije.
Zbog toga je va¼no stalno naglaxavati da sintaksno pravilno napisana formula
ne mora biti i istinita formula. To bi trebalo i ilustrovati primerima.

U iskaznoj logici ovu razliku mo¼emo da objasnimo preko formula i ǌi-
hovih istinitosnih vrednosti. Na primer, posmatrajmo pravilno zapisanu for-
mulu

(p ⇒ (q ∧ r)) ∨ (q ⇒ r).

To xto je formula pravilno napisana ne govori jox da li je ona istinita ili
neistinita. Potrebno je da iskaznim slovima koja se u formuli pojavǉuju pri-
pixemo istinitosne vrednosti. U jednoj interpretaciji iskaznom slovu mo¼emo
da pripixemo taqno jednu vrednost. Potom, koriste²i tablice nalazimo istini-
tosnu vrednost cele formule. Na primer, mo¼emo uzeti da iskazno slovo p ima
istinitosnu vrednost ⊥, iskazno slovo q istinitosnu vrednost > i r vrednost
>. U navedenom primeru formula (p ⇒ (q ∧ r))∨ (q ⇒ r) za takvu valuaciju ima
vrednost >. Ovaj postupak pokazuje da se u semantici iskazne logike formula ne
posmatra samo kao niz pravilno raspore±enih simbola, ve² kao izraz kome se, u
odre±enom tumaqeǌu, mo¼e pripisati istinitosna vrednost.

Ova razlika je jox vidǉivija u predikatskoj logici, gde osim logiqkih
veznika, va¼nu ulogu imaju i kvantifikatori, univerzalni i egzistencijalni.
Treba naglasiti da su oni jako bitni zbog formulacije tvr±eǌa koja se odnosne
na skupove. Povezani su sa reqima ,,svi“ i ,,neki“, koje su u prirodnom jeziku veo-
ma qeste, ali u logici dobijaju precizno znaqeǌe. Predikatska logika omogu²ava
da se govori o objektima, ǌihovim osobinama i odnosima izme±u ǌih. U seman-
tici jezika prvog reda znaqeǌe formule zavisi i od domena o kome govorimo,
odnosno od skupa objekata na koji se promenǉive odnose.
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Primer 5.1. Posmatrajmo reqenice

(∃x ∈ R)(x2 = 2) i (∃x ∈ Q)(x2 = 2).

Oba zapisa su pravilno formirana: kvantifikator je smisleno upotrebǉen,
promenǉiva je naznaqena, a formula x2 = 2 je jasna. Me±utim, prva reqenica
je taqna, jer postoji realan broj qiji je kvadrat jednak 2, a druga nije. Dak-
le, promena skupa nad kojim se promenǉiva posmatra meǌa istinitosnu vrednost
iskaza.

Dobri primeri su i primeri sa promenom redosleda kvantifikatora.

Primer 5.2. Posmatrajmo reqenice

(∀x ∈ R)(∃y ∈ R)(y > x) i (∃y ∈ R)(∀x ∈ R)(y > x).

Opet, sintaksno su oba zapisa pravilna, ali semantiqki izra¼avaju potpuno
razliqite tvrdǌe. Prvi iskaz znaqi da za svaki realan broj x postoji realan
broj y koji je ve²i od ǌega. Ovaj iskaz je taqan, za dato x mo¼e da se uzme da je
y = x + 1. Drugi iskaz tvrdi da postoji postoji najve²i realan broj, xto nije
taqno.

Ovaj primer je va¼an jer ukazuje i na to da je bitan redosled navo±eǌa
kvantifikatora, jer promena redosleda mo¼e da potpuno promeni znaqeǌe. Zato
je korisno da se od uqenika tra¼i da formulu proqitaju reqima, odrede domen na
koji se ona odnosi i objasne u kom sluqaju je taqna, a u kom nije. Na taj naqin se
razlikovaǌe sintakse i semantike povezuje sa razumevaǌem matematiqkog teksta,
rexavaǌem zadataka i pisaǌem dokaza.

6. Zakǉuqak

Nastava matematiqke logike ne bi trebalo da se svede samo na uvo±eǌe
simbola, tablica istinitosti i formalnih pravila. To jeste neophodno, ali da
bi uqenici to boǉe razumeli treba ih uvoditi postupno, polaze²i od prirodnog
jezika, intuitivnog zakǉuqivaǌa i primera koji su uqenicima bliski. U tom
procesu posebno je va¼no pokazati da reqi koje uqenici ve² koriste u svakodnev-
nom govoru, kao xto su ,,i“, ,,ili“, ,,ako“, ,,ne“, ,,svi“ i ,,neki“, u matematici
dobijaju stro¼e i preciznije znaqeǌe. Na to ukazuje i Kosta Doxen u kǌizi [3],
istiqu²i da osnovne logiqke reqi pripadaju prirodnom jeziku, ali da ih logika
izdvaja i prouqava ǌihovu ulogu u pravilnom zakǉuqivaǌu. Upravo to mo¼e
da nam pomogone da pribli¼imo uqenicima formalni jezik logike. Uqenici
tada ne do¼ivǉavaju simbole kao nexto spoǉaxǌe i nexto xto je nametnuto,
ve² kao sredstvo kojim se otklaǌa dvosmislenost i jasnije izra¼ava struktura
matematiqke tvrdǌe.

Posebno je va¼no da se formalni pojmovi uvode kroz primere koji su uqe-
nicima bliski. Mogu se koristiti primeri iz svakodnevnog ¼ivota, tumaqeǌe
pravilnika, konkursa i sliqno. Zanimǉive logiqke zagonetke i problemi istine
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mogu da budu dobar uvod, jer uqenici u ǌima prvo intuitivno razmatraju mogu²e
sluqajeve, prate posledice pretpostavki i proveravaju da li zakǉuqak zavisi od
izabranog sluqaja. Takvi primeri ukazuju na to da se logiqko zakǉuqivaǌe
mo¼e razvijati i pre eksplicitnog uvo±eǌa formalnih simbola. Me±utim, oni
istovremeno ukazuju i na ograniqeǌa intuicije: kada su problemi slo¼eniji,
potrebno je imati precizniji aparat za proveru ispravnosti zakǉuqka.

Primeri koji su ovde razmatrani ukazuju na to da se mnoge uqeniqke tex-
ko²e javǉaju onda kada se znaqeǌe iz svakodnevnog jezika neposredno prenosi u
matematiqki kontekst. Na to nailazimo kod disjunkcije, koja u svakodnevnom go-
voru qesto ima iskǉuquju²e znaqeǌe, kod implikacije, koja se pogrexno razume
samo kao uzroqno-poslediqna veza, kao i kod negacije slo¼enih iskaza. Na pri-
mer, treba ukazati i na zakon dvostruke negacije i ukazati na to da zapisi p i
¬¬p nisu sintaksno isti, ali u klasiqnoj logici imaju istu istinitosnu vred-
nost. Implikacija qesto zadaje dosta potexko²a uqenicima, pa je zato u nastavi
potrebno posebno obraditi sluqaj kada je pretpostavka netaqna, kao i primere
u kojima implikacija izgleda neobiqno iz ugla svakodnevnog jezika. Sliqne po-
texko²e pojavǉuju se i pri razlikovaǌu implikacije i ekvivalencije, posebno u
postupcima rexavaǌa jednaqina i u razumevaǌu matematiqkih dokaza.

Razlikovaǌe sintakse i semantike predstavǉa jox jednu va¼nu nastavnu
temu. Potrebno je razumeti xta formula tvrdi, u kom domenu se tumaqi i pod
kojim uslovima je istinita, a ne samo da li je sintaksno lepo zapisana. To se
jasno vidi u primerima iz predikatske logike, gde promena domena ili redosleda
kvantifikatora mo¼e potpuno da promeni znaqeǌe iskaza. Zato je korisno da se
od uqenika tra¼i da formule ne samo zapisuju, ve² i qitaju reqima i tumaqe.

Na osnovu navedenih primera mo¼e se zakǉuqiti da nastava matematiqke
logike treba da bude usmerena ne samo na usvajaǌe formalnih pravila, ve² i
na razumevaǌe ǌihove uloge. Logika nije samo dodatak matematici, ve² jedan
od ǌenih osnovnih naqina mixǉeǌa. Ona poma¼e uqenicima da precizno qitaju
uslove zadatka, razlikuju pretpostavke od zakǉuqaka, uoqe opravdane i neoprav-
dane korake u dokazu i shvate znaqeǌe matematiqkih tvrdǌi. U tom smislu, logi-
ka povezuje jezik, mixǉeǌe i matematiqko dokazivaǌe. Ovakvo shvataǌe logike
mo¼e se povezati i sa ǌenim mestom u nastavi filozofije. U sredǌoj xkoli
uqenici se sa logikom qesto susre²u i u filozofiji, gde se govori o pravilnom
mixǉeǌu. Sa druge strane, u matematici se isti problemi posmatraju stro¼e:
uvode se simboli, pravila i formalni zapisi kojima se zakǉuqivaǌe mo¼e pre-
cizno proveriti.

Zato filozofsku i matematiqku logiku i ne treba posmatrati kao dve pot-
puno odvojene oblasti. One su povezane, istim problemima se bave, samo se
razlikuju po pristupu. Filozofski pristup naglaxava razumevaǌe mixǉeǌa
i argumenata, dok matematiqki pristup naglaxava precizan zapis i proveru
zakǉuqivaǌa.
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