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DVA VEKA OD VELIKOG OTKRI�A1

Ove, 2026. godine navrxavaju se dva veka od otkri�a neeuklidske geo-
metrije. Revolucionarno otkri�e Lobaqevskog2 i ǌegovog savremenika
Bojaia3 jedno je od najznaqajnijih u istoriji matematike.

Sve je poqelo jox u IV veku pre nove ere u antiqkoj Grqkoj.

Euklid

Euklid (Eὺκλείδης, oko 365–oko 300. p.n.e.) je starogrqki matematiqar.
Autor je najstarijih matematiqkih traktata koji su saquvani do danax-
ǌih dana.

Malo se zna o ǌegovom �ivotu. Poznato je da je ro�en u Atini, da je
bio Platonov uqenik i da se nauqnim radom bavio u Aleksandriji, gde je
osnovao matematiqku xkolu.

Glavno Euklidovo delo ima naslov Poqeci (grq. Στoιχϊα), koje je poz-
nato pod latinskim imenom Elementi. Euklid je u ovom delu sistemati-
zovao sva prethodna znaǌa grqke matematike (iz 4. i 5. veka p.n.e.) i na
taj naqin stvorio osnovu za ǌen daǉi razvoj. Elementi sadr�e izlagaǌe
tema iz planimetrije, stereometrije, raznih pitaǌa teorije brojeva, al-
gebre, opxte teorije odnosa i metoda odre�ivaǌa povrxina i zapremina
(u koje je ukǉuqen i metod iscrpǉivaǌa).

Sastoje se od 13 kǌiga koje su posve�ene slede�im temama:

Kǌige 1–4 (planimetrija) – obrada Poqetaka Hipokrata Hioskog;
Kǌiga 5 – teorija proporcija geometrijskih veliqina;
Kǌiga 6 – teorija sliqnosti;
Kǌige 7–9 – teorija brojeva i brojevnih proporcija;
Kǌiga 10 – teorija iracionalnih veliqina;

1Plenarno predavaǌe na Dr�avnom seminaru o nastavi matematike i raqunarstva,
odr�ano marta 2026. godine u Beogradu.

2Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski (Nikola� Ivanoviq Lobaqevski�, 1792–1856) –
ruski matematiqar

3Janox Bojai (János Bolyai, 1802–1860) – ma�arski matematiqar
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Kǌiga 11 – osnovi stereometrije;
Kǌiga 12 (obla tela) – obrada dela Eudoksa Knidskog;
Kǌiga 13 (pravilni poliedri) – obrada dela Teeteta Atinskog.

Euklidu pripada i algoritam koji danas nosi ǌegovo ime i koji slu�i
za odre�ivaǌe najve�eg zajedniqkog delioca dvaju prirodnih brojeva i
najve�e zajedniqke mere dveju du�i. Euklid je, tako�e, dokazao da pos-
toji beskonaqno mnogo prostih brojeva. U ovom delu prvi put je jedna
matematiqka disciplina (geometrija) izlo�ena aksiomatski. Danas, taj
aksiomatski metod dominira u matematici.

Glavnim nedostatom Euklidove aksiomatike, koji je mnogo kasnije uo-
qen, smatra se ǌena nekompletnost. Naime, nema aksioma neprekidnosti,
kretaǌa i poretka. Umesto ǌih, Euklid qesto poziva na intuiciju i
oqiglednost.

Osim pomenutih Elemenata, saquvani su i drugi Euklidovi traktati.
Me�u ǌima su Datta (Podaci) – u kojima se opisuju uslovi pri kojima se
neki matematiqki objekat mo�e smatrati datim. Zatim, kǌiga iz optike
u kojoj se izla�e uqeǌe o perspektivi i kǌiga Deǉeǌe figura u kojoj se
izla�e teorija deformacija slika u ogledalu.

Kasniji autori pomiǌu i Euklidove traktate koji nisu saquvani.
Tu spadaju qetiri kǌige o konusnim presecima (o qijim sadr�ajima se
zna iz dela Apolonija iz Pergama) i dve kǌige o mestima na povrxini
(zemǉe). Osim ǌih, treba pomenuti tri kǌige pod naslovima Porizmi
(qiji sadr�aji nisu poznati), O la�nom zakǉuqivaǌu, traktat iz astro-
nomije pod naslovom Pojave i traktat iz muzike.

Peti postulat

Euklidovi Elementi su prvi spisi u kojima je neka matematiqka dis-
ciplina zasnovana aksiomatski. To znaqi da je utemeǉena na odre�enom
broju tvr�eǌa koja se ne dokazuju i koja se unapred prihvataju kao taqna.
Ta tvr�eǌa je Euklid zvao aksiomama i postulatima. Sva ostala tvr�eǌa
su bila dokazivana.

Na istom osnovu je zasnovana i savremena matematika, s tim xto se
ne pravi razlika izme�u aksioma i postulata, sve su aksiome.

Dodajmo da su Elementi do�iveli preko pet stotina izdaǌa na raznim
jezicima.

Euklidova aksiomatika geometrije imala je 14 tvr�eǌa koja se nisu
dokazivala, pet postulata i devet aksioma. Postulati su bili slede�i.

Neka se pretpostavi:
I da se mo�e povu�i od svake taqke do svake taqke prava linija;
II i da ograniqena prava linija mo�e biti produ�ena u svakom pravcu
neprekidno;
III i da se mo�e opisati od svakog sredixta svakim rastojaǌem krug;
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IV i da su svi pravi uglovi jednaki me�usobno;

V i da �e se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa iste
strane dva unutraxǌa ugla qiji je zbir maǌi od dva prava ugla, te dve
prave, beskrajno produ�ene, se�i i to sa one strane sa koje su ovi uglovi
maǌi od dva prava.

Na sl. 1 prave su a i b, seqica je s, a unutraxǌi uglovi su α i β, pri
qemu je α+ β < 180◦.

Sl. 1 Sl. 2

S obzirom na svoju formulaciju, V postulat je odudarao od ostalih
postulata, pre je liqio na neku teoremu. Izme�u ostalog, to je pobudilo
sumǌu i Euklida i ǌegovih savremenika da bi se on mogao dokazati
pomo�u preostalih postulata, kao mnoge druge teoreme. Time bi prestao
da bude aksioma. Tako je nastao quveni problem Euklidovog V postulata.

Vixe od dve hiǉade godina matematiqari su bezuspexno pokuxavali
da doka�u Euklidov V postulat. Pregled tih istra�ivaǌa mo�e se na�i
u kǌizi [6]. U tim pokuxajima, bilo je puno razliqitih ideja, i ox-
troumnih i blistavih, ali nijedna nije urodila rexeǌem.

Razlog za to sigurno je te�ina samog problema ali i qiǌenica da
je imao hiǉadu lica. Naime, za V postulat ustanovǉeno je vixe tvr-
�eǌa koja su naizgled razliqita od ǌega, ali koja su u suxtini jedno
te isto. U matematici su poznata kao ekvivalentna tvr�eǌa ili kratko
ekvivalenti. Tako iz V postulata sledi svako od ǌih i obratno. Razume
se, ista veza va�i i izme�u svaka dva ekvivalenta. Navex�emo nekoliko
poznatijih ekvivalenata.

EKVIVALENT 1. (aksioma paralelnosti) U ravni odre�enoj pravom s i
taqkom A, pri qemu A /∈ s, postoji jedinstvena prava t kroz A koja ne seqe s
(sl. 2).

Aksiomu paralelnosti, kao ekvivalent V postulatu, otkrio je �on
Plejfer4.

4�on Plejfer (John Playfair, 1748–1819) – engleski matematiqar
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EKVIVALENT 2. Zbir unutraxǌih uglova svakog trougla je konstantan
i jednak ravnom uglu (sl. 3).

Sl. 3 Sl. 4 Sl. 5

Le�andr5 je pokazao da V postulat sledi iz ekvivalenta 2 i obratno.
Sliqnim istra�ivaǌima su se bavili Sakeri6 i Lambert7.

Sakeri je ispitivao qetvorouglove ABCD u kojima je ∠A = ∠B = 90◦ i
AD = BC (sl. 4). Ustanovio je da je V postulat ekvivalentan s qiǌenicom
da je φ = 90◦.

Lambert je posmatrao qetvorouglove ABCD u kojima je ∠A = ∠B =
∠D = 90◦ (sl. 5) i naxao da je V postulat ekvivalentan s qiǌenicom da
je θ = 90◦.

Interesantno je da je te qetvorouglove, mnogo pre Sakerija i Lam-
berta, ispitivao Ibn al-Hajsam8.

Slede�i ekvivalent odnosi se na kru�nicu opisanu oko trougla.

EKVIVALENT 3. Oko svakog trougla postoji opisana kru�nica, tj.
kru�nica koja sadr�i sva tri temena trougla (sl. 6).

Sl. 6 Sl. 7 Sl. 8

Lako se vidi da je ovo tvr�eǌe ekvivalentno sa slede�im tvr�eǌem:

EKVIVALENT 3’. Za svake tri nekolinearne taqke A, B, C, postoji
taqka O, takva da je OA = OB = OC (sl. 7).

Jasno, A, B i C su temena trougla, a O centar opisane kru�nice iz
ekvivalenta 3.

5Adrijen Le�andr (Adrien Legendre, 1752–1833) – francuski matematiqar
6�ovani Sakeri (Giovanni Saccheri, 1667–1733) – italijanski matematiqar
7Johan Lambert (Johann Lambert, 1728–1777) – xvajcarski matematiqar
8Ibn al-Hajsam (965–1040) – arapski matematiqar
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I naredno tvr�eǌe je ekvivalentno sa ekvivalentom 3.

EKVIVALENT 3”. Simetrale stranica svakog trougla seku se u jednoj
taqki (sl. 8).

Preseqna taqka je O – centar opisane kru�nice oko trougla.
Naredni ekvivalent dobio je Le�andr pri ispitivaǌu zbira unutrax-

ǌih uglova trougla.

EKVIVALENT 4. Sve normale povuqene na jedan krak oxtrog ugla seku
drugi krak (sl. 9).

Sl. 9

Uprkos velikim naporima propra�enim maxtovitim zamislima, ni-
jedan od ovih i drugih pokuxaja nije uspeo u dokazu V postulata. Zbog
qega je to bilo neizbe�no, postalo je jasno tek u XIX veku.

Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski Janox Bojai

Lobaqevski je 1826. godine doxao na ideju da, umesto V postulata,
kao aksiomu uzme tvr�eǌe koje je u okviru ǌegove negacije. Na toj aksiomi
i prve qetiri grupe Euklidovog sistema, Lobaqevski je izgradio novu
geometriju. Do iste zamisli, gotovo u isto vreme, doxao je i ma�arski
matematiqar Janox Bojai.
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Ta nova geometrija kasnije je nazvana geometrija Lobaqevskog, odnosno
geometrija Bojai-Lobaqevskog, odnosno hiperboliqna geometrija.

Kao xto je navedeno, ona je zasnovana na hiperboliqnoj aksiomi para-
lelnosti VH koja je jedna od negacija Plejferove aksiome paralelnosti.

Sl. 10

VH (hiperboliqna aksioma paralelnosti) U ravni odre�enoj pravom s
i taqkom A, pri qemu A /∈ s, postoje dve prave t1 i t2 kroz A koje ne seku s
(sl. 10).

Napomena. U okviru negacije V Euklidovog postulata nalazi se i
pretpostavka da svaka prava koja sadr�i taqku A iz aksiome VH seqe pravu s.
To tvr�eǌe, uz nexto izmeǌene prve qetiri grupe aksioma, vodi tzv. pro-
jektivnoj geometriji, tako�e jednoj novoj geometriji.

Osnovno pitaǌe vezano za novu geometriju Lobaqevskog i Bojaia bilo
je problem neprotivreqnosti. Radi se o tome, da li nova aksioma, zajedno
s onima iz preostale qetiri grupe, mo�e da dovede to toga da istovremeno
va�e i neko tvr�eǌe i ǌegova negacija. Ukoliko bi se tako nexto desilo,
takva teorija bi bila bezvredna. Ni Lobaqevski ni Bojai nisu imali
odgovor na to pitaǌe.

Lobaqevski je, u okviru nove geometrije, dokazao niz tvr�eǌa koja su
u mnogome odudarala od sliqnih iz tradicionalne euklidske geometrije.
Iako se nigde nije pojavila protivreqnost, to nije bila garancija da pro-
tivreqnost ne postoji, da se ne�e pojaviti kasnije. Ipak, i Lobaqevski
i Bojai bili su ube�eni u ispravnost svojih geometrija.

Taqnim datumom otkri�a geometrije Lobaqevskog smatra se 24. febru-
ar 1826. godine. (Negde se pomiǌe 23. februar; videti reference [5]
i [2].) Toga dana je Lobaqevski predstavio novu geometriju na preda-
vaǌu koje je odr�ao na Fiziqko-matematiqkom fakultetu Kazaǌskog uni-
verziteta.

Tekst ili belexke sa tog predavaǌa nisu saquvani, ali je sadr�aj
objavǉen 1829. godine u qlanku pod naslovom O osnovama geometrije (O
naqalah geometrii) u Kazaǌskom vesniku. Vredi jox pomenuti da je ma-
�arski matematiqar Bojai svoje rezultate objavio 1832. godine.

Ni Lobaqevski ni Bojai nisu doqekali potvrdu svojih uvereǌa. Bel-
trami9 je 1863. godine dokazao da ako u trodimenzionom prostoru va�i
euklidska geometrija, onda se u tom prostoru mogu na�i povrxi kon-
stantne negativne krivine ili pseudosfere na kojima va�i geometrija

9Eu�enio Beltrami (Eugenio Beltrami, 1835–1900) – italijanski matematiqar
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Lobaqevskog. Potom su Beltrami i Klajn10 1871-73. godine konstruisali
model hiperboliqne planimetrije u projektivnoj ravni. Konaqno je Poen-
kare11 1882-83. godine konstruisao model hiperboliqne planimetrije u
euklidskoj ravni.

Kazaǌski univerzitet

Osim toga, Klajn je dokazao da ako je euklidska geometrija neprotiv-
reqna, onda su i neeuklidske geometrije tako�e neprotivreqne. Time su
ove geometrije stavǉene u ravan ravnopravnih matematiqkih disciplina.

Lobaqevski

Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski ro�en je 1. decembra 1792. godine u gu-
berniji qiji je centar bio Ni�ǌi Novgorod. Kada je imao xest godina
umro mu je otac, a majka se preselila u Kazaǌ. U gimnaziju se upisao
1802. godine, a student Kazaǌskog univeriteta postao je 14. februara
1807. godine. Stepen magistra dobio je 3. avgusta 1811. godine.

Za adjunkta (asistenta) qiste matematike postavǉen je 26. marta 1814.
godine. Xkolske 1814-1815. godine prvi put je dr�ao predavaǌa na Kazaǌ-
skom univerzitetu i to iz Teorije brojeva po Gausu i Le�andru. Teoriju
brojeva po Gausu predaje i slede�e 1815-1816. xkolske godine. Zvaǌe
vanrednog profesora Kazaǌskog univerziteta dobio je 7. jula 1816. godine.

Predavaǌa iz geometrije dr�ao je xkolske 1816-1817. godine i vero-
vatno je tada, pokuxavaju�i da doka�e peti Euklidov postulat, prvi put
doxao na ideju o rexeǌu problema V postulata.

Godine 1823. Lobaqevski je predao rukopis u
benika geometrije naqel-
niku Kazaǌskog prosvetnog okruga Magnickom. Izlagaǌe geometrije u tom
u
beniku bitno se razlikovalo od tradicionalnog. Lobaqevski je tvrdio
da se peti Euklidov postulat ne mo�e strogo dokazati, a da postoje�i

10Feliks Klajn (Felix Klein, 1849–1925) – nemaqki matematiqar
11Anri Poenkare (Henri Poincaré, 1854–1912) – francuski matematiqar
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dokazi predstavǉaju samo objaxǌeǌa. Akademik Fus je napisao vrlo ox-
tru negativnu recenziju za taj u
benik. Ime autora nije mu bilo poznato.

Predavaǌe na kome je predstavǉena nova geometrija odr�ano je 1826.
godine. U periodu 1835-38. godina u Nauqnim zapisima Kazaǌskog univer-
ziteta Lobaqevski je objavio Nove osnove geometrije s kompletnom teori-
jom paralelnih pravih (Novye naqala geometrii s polno� teorie� paral-
lel~nyh), gde je dao sistematsko izlagaǌe nove geometrije. U posebnom
izdaǌu je 1835. godine objavǉen rad Imaginarna geometrija (Voobra�a-
ema� geometri�) u kome su prikazane neke daǉe posledice, kao xto su
hiperboliqna trigonometrija i primene u integralnom raqunu.

Iz spisa Lobaqevskog

Gaus12 je proqitao 1841. godine broxuru Lobaqevskog Geometrijska
istra�ivaǌa u teoriji paralelnih pravih, koja je 1840. godine objavǉena
na nemaqkom jeziku. Na Gausov predlog Lobaqevski je izabran za dopisnog
qlana Getingenskog nauqnog druxtva kao istaknuti matematiqar Ruske
imperije.

Lobaqevski je dao znaqajan doprinos i u drugim oblastima matema-
tike, posebno u analizi i algebri.

Tokom univerzitetske karijere Lobaqevski se bavio i administra-
tivnim i upravǉaqkim poslovima. Vixe godina bio je glavni bibliotekar
univerzitetske biblioteke. U periodima 1820-1821. i 1823-1825. xkolske
godine bio je dekan Fiziqko-matematiqkog fakulteta Kazaǌskog univer-
ziteta. Godine 1827. izabran je za rektora Kazaǌskog univerziteta i na
toj du�nosti ostao do 1846. godine.

Po ǌegovoj ideji gra�ene su zgrade Kazaǌskog univerziteta, kao xto
su anatomski teatar, biblioteka i astronomska opservatorija. U to vreme
Lobaqevski je bio predsednik gra�evinske komisije.

12Karl Fridrih Gaus (Carl Friedrich Gauss, 1777–1855) – nemaqki matematiqar



Dva veka od velikog otkri�a 9

Aktivno je uqestvovao u organizovaǌu zaxtite Kazaǌskog univerzi-
teta za vreme epidemije kolere 1830. godine, kada je univerzitet prak-
tiqno bio pretvoren u tvr�avu. Ogroman liqni napor ulo�io je u spasa-
vaǌe biblioteke i instrumenata astronomske opservatorije za vreme po-
�ara koji je zahvatio Kazaǌ 1842. godine.

Godine 1846. Lobaqevski je oslobo�en du�nosti rektora i penzio-
nisan kao profesor. Pred kraj �ivota je oslepeo. Po ǌegovom diktatu
zapisan je ǌegov posledǌi rad Pangeometrija koji je objavǉen u Nauqnim
zapisima Kazaǌskog univerziteta 1885. godine.

Godine 1832. o�enio se Varvarom Aleksejevnom Mojsijevom sa kojom
je imao sedmoro dece. Umro je 12. februara 1856. godine.

Vixe detaǉa iz biografije Lobaqevskog mogu se na�i u referencama
[1], [2] i [5].

Bojai

Janox Bojai ro�en je 15. decembra 1802. godine u gradu Kolo�varu,
koji se u danaxǌe vreme zove Klu�-Napoka ili kratko Klu� i nalazi
se u Rumuniji. ǋegov otac Farkax Bojai (1775–1856) bio je profesor
matematike, pesnik i drug velikog matematiqara Gausa. Farkax Bojai je
tako�e pokuxavao da doka�e postulat o paralelnim pravim, polaze�i od
pretpostavke da se oko svakog trougla mo�e opisati kru�nica.

Bojaijev Apendiks

Kada je imao 13 godina, Janox Bojai je znao diferencijalni i inte-
gralni raqun. Kao student vojno-in�eǌerske akademije, Bojai je sa svo-
jim drugom Sasom pokuxavao da doka�e postulat o paralelnim pravim.
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Saquvani su crte�i koji pokazuju da je ve� u to vreme Bojai bio na putu
da otkrije neeuklidsku geometriju.

Kada je zavrxio vojno-in�eǌersku akademiju, Bojai je upu�en na slu-
�bu u Temixvar. Tamo je oko 1825. godine dokazao prva tvr�eǌa iz
neeuklidske geometrije. Svoja istra�ivaǌa je u sre�enom obliku ob-
javio 1832. godine kao Apendiks (Dodatak) u radu svog oca koji je imao
naslov Iskustvo uvo�eǌa mladih u osnove matematike – elementarne i
vixe. Tokom �ivota Bojai nije dobio priznaǌe za svoja otkri�a. Imao je
i jedno neuspexno uqex�e na konkursu u Lajpcigu 1837. godine, gde je tema
konkursa bilo uqeǌe o imaginarnim veliqinama. Ovi neuspesi, odnosno
ǌegovo shvataǌe da je do�iveo neuspeh, uticali su na psihu Janoxa Bo-
jaija. To staǌe se posebno pogorxalo kada je saznao za delo Lobaqevskog
koje je objavǉeno na nemaqkom jeziku 1840. godine.

Gaus je dostignu�a Bojaija i Lobaqevskog hvalio u nekim svojim pis-
mima, ali nije javno o tome govorio.

Janox Bojai je umro 27. januara 1860. godine.

Euklidska geometrija i geometrija Lobaqevskog

Prema Hilbertovoj13 aksiomatici, Euklidska geometrija se zasniva
na prve qetiri grupe aksioma i V postulatu, odnosno Plejferovoj aksiomi
paralelnosti koju �emo oznaqavati sa VE.

Geometrija Lobaqevskog zasnovana je na, tako�e, prve qetiri grupe
aksioma i hiperboliqnoj aksiomi paralelnosti VH.

Iz toga proizlazi da su sva tvr�eǌa, koja su posledice prve qe-
tiri grupe aksioma, va�e�a u obe geometrije. Takva su, recimo, tvr�e-
ǌe o jedinstvenosti normale iz taqke na pravu, o nejednakosti stranica
trougla, o spoǉaxǌem uglu trougla, o stavovima o podudarnosti trou-
glova i mnoga druga.

Uopxte, ako geometriju zasnovanu na prve qetiri grupe aksioma, shod-
no Hilbertovoj aksiomatici, nazovemo apsolutnom, sva tvr�eǌa te geome-
trije va�e i u euklidskoj i u geometriji Lobaqevskog.

S druge strane, tvr�eǌa Euklidske geometrije i geometrije Lobaqev-
skog, koja su posledice aksioma VE i VH, u potpunosti se razlikuju. To
je zbog toga xto aksioma VE tvrdi jedno, a aksioma VH suprotno.

U daǉem, navex�emo neka karakteristiqna tvr�eǌa u kojima se te
dve geometrije razilaze. Pritom �emo se ograniqiti na planimetrije, tj.
geometrije u ravni.

Poqe�emo sa aksiomama VE i VH. Kao xto smo videli, aksioma VE

tvrdi da kroz taqku A van prave s prolazi jedinstvena prava t koja ne
seqe s (sl. 11(a)). S druge strane, aksioma VH garantuje postojaǌe dve
takve prave t1 i t2 (sl. 11(b)).

13David Hilbert (David Hilbert, 1862–1943) – nemaqki matematiqar
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(a) (b)

Sl. 11

To povlaqi da prava s pripada unutraxǌosti jednog od uglova koje
obrazuju prave t1 i t2, xto je nemogu�e u euklidskoj geometriji, sem u
sluqaju ravnog ugla. Osim toga, svaka prava kroz A i koja prolazi kroz
unutraxǌosti druga dva unakrsna ugla, tako�e ne seqe pravu s.

Me�u pravim kroz taqku A koje ne seku pravu s, posebno se izdvajaju
dve ”graniqne prave” AB1 i AB2 (sl. 12).

Sl. 12

One su simetriqne u odnosu na normalu iz A na s, a u hiperboliqnoj
geometriji zovu se paralelama s pravom s. Pritom, za pravu AB1 ka�e se
da je paralelna sa s u smeru S2S1, dok je prava AB2 paralelna sa s u smeru

S1S2. To se qesto oznaqava sa p(
−−−→
A,B1)∥ p(

−−−→
S2, S1), odnosno p(

−−−→
A,B2)∥ p(

−−−→
S1, S2).

Osnovno svojstvo paralela AB1 i AB2 je da svaka prava koja prolazi
kroz taqku A i unutraxǌost ugla B1AB2, seqe pravu s. S druge strane,
sve prave koje prolaze kroz A i unutraxǌosti uglova uporednih uglu
B1AB2, ne seku s i za ǌih se ka�e da su hiperparalelne ili mimoilazne
s pravom s. Tako je skup svih pravih koje prolaze kroz taqku A razbijen
u tri klase s obzirom na pravu s. Jednu qine seqice – one koje seku s,
drugu – hiperparalele (mimoilazne) i tre�u – dve paralele (sl. 12). I
prva i druga klasa su beskonaqne.

Ako se izuzme da se paralelne prave, i u euklidskoj i u hiperboliqnoj
geometriji, ne seku i da je paralelnost u obe geometrije relacija ekvi-
valencije, u skoro svim drugim svojstvima te paralele se znaqajno raz-
likuju.
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Na primer, u euklidskoj geometriji, sve taqke jedne paralele jed-
nako su udaǉene od druge (sl. 13(a)). Nasuprot tome, u hiperboliqnoj
geometriji, rastojaǌa taqaka jedne paralele od druge, sva su razliqita
(sl. 13(b)).

(a) (b)

Sl. 13

Xtavixe, u hiperboliqnoj geometriji, rastojaǌa taqaka jedne para-
lele od druge monotono opadaju u smeru paralelnosti i te�e nuli (nalik
grafiku funkcije i ǌenoj asimptoti). U suprotnom smeru, ta se rastojaǌa
neograniqno pove�avaju.

Dodajmo jox da sve taqke koje su jednako udaǉene od prave s i nalaze
se sa iste strane s, u euklidskoj geometriji le�e na pravoj paralelnoj
sa s. U hiperboliqnoj geometriji, nikoje tri takve taqke nisu koline-
arne i le�e na jednoj krivoj koja je jedno uopxteǌe kru�nice i zove se
ekvidistanta (sl. 14).

Sl. 14

Xto se tiqe zbira unutraxǌih uglova trougla, situacija je slede�a.
U apsolutnoj geometriji (baziranoj na prve qetiri grupe aksioma) mo�e
se pokazati da zbir unutraxǌih uglova trougla ne mo�e biti ve�i od
180◦. S obzirom na ekvivalent 2, za taj zbir u hiperboliqnoj geometriji
va�i slede�e neobiqno tvr�eǌe.

TEOREMA 1. Zbir unutraxǌih uglova trougla u hiperboliqnoj geomet-
riji je maǌi od 180◦. Xtavixe, za svaka tri ugla α, β, γ, takva da je 0◦ <
α+ β + γ < 180◦, postoji trougao qiji su to unutraxǌi uglovi.

Posledica je

TEOREMA 2. Zbir unutraxǌih uglova prostog n-ugla, n ⩾ 3, maǌi je od
(n− 2) · 180◦.
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U ovoj geometriji postoji jednakostraniqan trougao, sve stranice su
me�usobno podudarne i svi uglovi su me�usobno podudarni. Me�utim,
uglovi takvog trougla, zbog teoreme 1, maǌi su od 60◦ (sl. 15(a)).

(a) (b) (v)

Sl. 15

Tako�e, postoje jednakougli i pravilni qetvorouglovi (u euklidskoj
geometriji pravougaonici i kvadrati) ali ǌihovi uglovi su maǌi od 90◦

(sl. 15 (b), (v)).
Neobiqno je i naredno tvr�eǌe o trouglovima.

TEOREMA 3. Ako za unutraxǌe uglove trouglova ABC i A′B′C ′ va�i

∠A ∼= ∠A′, ∠B ∼= ∠B′, ∠C ∼= ∠C ′,

tada je △ABC ∼= △A′B′C ′.

Dokaz. Na osnovu tzv. teoreme o trihotomiji, koja potiqe iz apso-
lutne geometrije, za stranice AB i A′B′ va�i taqno jedna od naredne tri
mogu�nosti.

(a) AB ∼= A′B′. Na osnovu stava (USU – stranica i nalegli uglovi)
o podudarnosti trouglova, koji tako�e pripada apsolutnoj geometriji,
sledi △ABC ∼= △A′B′C ′.

Sl. 16

(b) AB > A′B′. Uoqimo na stranici AB taqku B1, takvu da je AB1
∼=

A′B′ i kroz ǌu polupravu s koja s polupravom B1A obrazuje ugao podu-
daran sa ∠B, tj. podudaran sa ∠B′ (sl. 16).
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Tada poluprava s ne seqe stranicu BC. U protivnom, ukoliko bi je
sekla u nekoj taqki D, dobili bismo trougao B1BD u kojem je zbir uglova
ve�i od 180◦. No, to je kontradikcija ve� u apsolutnoj geometriji.

Na osnovu Paxove aksiome, koja je iz apsolutne geometrije, poluprava
s seqe stranicu AC u taqki C1. Sada je △AB1C1

∼= △A′B′C ′ na osnovu
pomenutog stava (USU). To povlaqi da je ∠B1C1A ∼= ∠C ′ ∼= ∠C = ∠BCA,
pa je zbir uglova u qetvorouglu B1BCC1 jednak

∠C1B1B + ∠B1BC + ∠BCC1 + ∠CC1B1

= (180◦ − ∠B1BC) + ∠B1BC + ∠BCC1 + (180◦ − ∠BCC1) = 360◦.

Me�utim, to je kontradikcija s tvr�eǌem teoreme 2 za n = 4. To znaqi
da ovaj sluqaj nije mogu�.

(v) AB < A′B′. Sliqno kao sluqaj (b).
Tako ostaje samo sluqaj (a), a tada je △ABC ∼= △A′B′C ′. ■

Euklidska i hiperboliqna geometrija se razilaze i po pitaǌu povr-
xine trougla. U euklidskoj, ta povrxina je jednaka poluproizvodu stra-
nice i odgovaraju�e visine. Na nemalo iznena�eǌe, u hiperboliqnoj ge-
ometriji va�i

TEOREMA 4. Ako je P povrxina trougla qiji su uglovi α, β i γ izra�eni
u radijanima, tada je

P = R(π − α− β − γ),

gde je konstanta R tzv. polupreqnik krivine hiperboliqnog prostora.

Neobiqno je to xto, za razliku od euklidske geometrije, u ovoj ge-
ometriji povrxina trougla ne zavisi od stranica, ve� samo od uglova.
Uz to, xto je zbir uglova maǌi, povrxina trougla je ve�a. Shodno teo-
remi 4, povrxina trougla u ovoj geometriji te�i konstanti Rπ kada zbir
ǌegovih uglova te�i nuli.

Kad je u pitaǌu kru�nica opisana oko trougla, situacija u euklid-
skoj geometriji je slede�a. Na osnovu ekvivalenta 3 simetrale stranica
svakog trougla seku se u jednoj taqki. Ta taqka je jednako udaǉena od temena
trougla, te je centar opisane kru�nice. Prema tome, oko svakog trougla
u euklidskoj geometriji postoji opisana kru�nica.

Me�utim, u hiperboliqnoj geometriji stvari su sasvim drugaqije. Za
simetrale stranica trougla va�e slede�a tvr�eǌa.

TEOREMA 5. Ako se simetrale dveju stranica trougla seku, tada kroz
preseqnu taqku prolazi i tre�a simetrala (sl. 17(a)).

TEOREMA 6. Ako su simetrale dveju stranica trougla hiperparalelne
(mimoilazne) prave,tada je i tre�a simetrala hiperparalelna (mimoilazna)
sa svakom od ǌih i sve tri su normale na istu pravu (sl. 17(b)).

TEOREMA 7. Ako su simetrale dveju stranica trougla paralelne (u
hiperboliqnom smislu), tada je i tre�a simetrala paralelna s ǌima u is-
tom smeru (sl. 17(v)).
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(a) (b) (v)

Sl. 17

U prvom sluqaju, temena trougla pripadaju kru�nici. U drugom, le�e
na ranije pomenutoj ekvidistanti. U tre�em sluqaju, temena trougla le�e
na jednoj neobiqnoj krivoj koja se zove oricikl. Sve tri su krive 2. reda,
sa pravom mogu da imaju najvixe dve zajedniqke taqke.

Poznato je da je u euklidskoj geometriji periferijski ugao nad pre-
qnikom kru�nice prav. S druge strane, u hiperboliqnoj geometriji va�i
tvr�eǌe

TEOREMA 8. U hiperboliqnoj geometriji, ugao nad preqnikom kru�nice
je oxtar.

Sl. 18

Dokaz. Neka je AB preqnik kru�nice k s centrom O i neka je C
proizvoǉna taqka te kru�nice razliqita od A i B (sl. 18).

Kako su trouglovi AOC i OBC jednakokraki i kako naspram jedna-
kih stranica le�e jednaki uglovi (apsolutna geometrija), imamo da je
∠CAO = ∠OCA = φ i ∠OBC = ∠BCO = θ. Otuda je zbir uglova u trouglu
ABC jednak 2φ + 2θ. S obzirom na to da je zbir uglova u trouglu maǌi
od 180◦ (teorema 1), sledi 2φ+ 2θ < 180◦, odnosno φ+ θ < 90◦.

Otuda je ∠ACB < 90◦, tj. ∠ACB je oxtar. ■

Najzad, sledi osvrt na ekvivalent 4 koji je Le�andr koristio u poku-
xaju da doka�e V postulat.
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U euklidskoj geometriji, svaka normala na krak a oxtrog ugla aOb
seqe krak b. To sledi iz V postulata primeǌenog na prave odre�ene
kracima a i b i seqicu koja sadr�i normalu na krak (sl. 19(a)).

(a) (b)

Sl. 19

U hiperboliqnoj geometriji, poqev od jedne taqke M kraka a, nor-
male na a prestaju da seku krak b (sl. 19(b)). Isto va�i za svaku taqku
X, takvu da je O–M–X. Pritom je normala u taqki M hiperboliqna par-
alela sa pravom koja sadr�i krak b, dok su normale u svim taqkama X
hiperparalelne (mimoilazne) s tom pravom.

Navedena su samo neka od mnogih tvr�eǌa hiperboliqne geometrije
koja se drastiqno razlikuju od odgovaraju�ih u euklidskoj geometriji.
Za kompletniji uvid, preporuquju se monografije o hiperboliqnoj geo-
metriji, poput [3].

Na kraju, prikaza�emo Poenkareov poluravanski model hiperboliqne
geometrije koji se izuqava u studentskim kursevima Osnova geometrije.

Sl. 20

Taj model se sastoji od slede�ih elemenata. U euklidskoj ravni uoqi
se prava a, koja se zove apsoluta i jedna od dve otvorene poluravni koje
su odre�ene tom pravom. Tu otvorenu poluravan oznaqi�emo sa α i ona
�e predstavǉati hiperboliqnu ravan, koju �emo kratko zvati h-ravan.
Osnovni objekti definixu se na slede�i naqin.
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Hiperboliqne taqke ili h-taqke su sve euklidske taqke koje pripa-
daju poluravni α, tj. h-ravni. Hiperboliqne prave, h-prave, predstav-
ǉene su delovima euklidskih polukru�nica qiji su centri na apsoluti i
koji (ti delovi) pripadaju h-ravni i delovima euklidskih polupravih s
poqecima na apsoluti i koje su normalne na apsolutu (podrazumeva se da
posmatramo delove koji su u h-ravni).

Na sl. 20 prikazane su h-taqke A, B, C i h-prave b, c, d, e, f . Pritom,
h-taqka A pripada h-pravoj b, h-taqka B je presek h-pravih b i c, dok
h-taqka C ne pripada nijednoj od navedenih h-pravih.

U ovom modelu, h-prave se seku ako se odgovaraju�i euklidski objekti
seku u h-ravni, kao b i c. Kod onih h-pravih koje su u hiperboliqnoj
ravni paralelne, euklidski objekti se seku na apsoluti ili su u pitaǌu
poluprave normalne na apsolutu. Takve su h-prave c, d i e, odnosno d i f .

Interesantno je da se u sluqaju h-pravih d i f hiperboliqna i euk-
lidska paralenost poklapaju.

Konaqno, kod hiperparalelnih (mimoilaznih) h-pravih euklidski ob-
jekti nemaju zajedniqkih taqaka ni u poluravni α ni na apsoluti a, osim
u pomenutom sluqaju polupravih. Tako su b i d, b i e, b i f , c i f , e i f
parovi hiperparalelnih h-pravih.

Ispostavǉa se da su u ovom modelu ispuǌene aksiome hiperboliqne
geometrije koje se odnose na ravan.

Dodajmo da postoji i prostorni Poenkareov model hiperboliqne ge-
ometrije. U ǌemu va�e sve aksiome te geometrije.
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