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ZAXTO JE MATEMATIKA VA�NA?

(Tragom jednog zadatka sa razgovora za posao)

Sa�etak. Za naslov je izabrano pitaǌe na koje se uvek iznova tra¼e odgovori
koji su usaglaxeni sa stalnim promenama u obrazovaǌu i nastavnoj praksi. Stereotipni
odgovori uglavnom istiqu praktiqne primene matematike, qesto s posebnim naglaskom
na svakodnevni ¼ivot i aktuelne prirodno-druxtvene teme. U novije vreme, odgovori
se sve vixe preusmeravaju na uticaj uqeǌa matematike na razvoj kognitivnih sposob-
nosti, na razvoj pam²eǌa, uqeǌa, mixǉeǌa, zakǉuqivaǌa itd. Vo±eni upravo ovim
idejama, pokuxa²emo da obrazlo¼imo i afirmixemo tezu da naglaxavaǌe stvaralaq-
kih aspekata matematike sna¼no razvija vixe nivoe mixǉeǌa i istovremeno znaqajno
stimulixe funkcionalnu upotrebu matematike. Opxta priqa bi²e izlo¼ena kroz re-
xavaǌe jednog zanimǉivog i neobiqnog zadataka koji ²emo analizirati iz razliqitih
uglova: u nastavnom kontekstu, kao polazixte za stvaraǌe matematike, sa stanovixta
kognitivne nauke.

1. Prilike i izazovi nastave matematike

Nastavu matematike danas treba sagledavati i planirati izme±u dva naiz-
gled opreqna fenomena. Prema podacima sa Careercast sajta1 za 2021. godinu na
listi prvih 10 najpo¼eǉnijih zanimaǌa nalazimo slede²ih xest profesija:

1. Data Scientist
3. Statistician
5. Mathematician
7. Operations Research Analyst
9. Actuary

10. Software Engineer

U xkolovaǌu za ove poslove dominiraju matematika i matematiqki naqin
razmixǉaǌa. Ovakve okolnosti su svakako dobar podsticaj i odliqna prilika

Qlanak je zasnovan na izlagaǌu koje je autor imao na XIV simpozijumu ,,Matematika i primene“,
koji je organizovao Matematiqki fakultet u Beogradu 2024. godine

1https://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-2021
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za nastavu matematike. Ipak, suoqavamo se i sa ozbiǉnim izazovima. Generalno
je mala zainteresovanost za studije matematiqkog usmereǌa, a neke od razloga
analizira qlanak [2] bolnog naslova (u prevodu na srpski): ’Radije bih umro’:
razlozi koje navode 16-godixǌaci zbog kojih ne �ele da studiraju mate-
matiku. Me±unarodna matematiqka unija ula¼e velike napore da promovixe
i popularizuje nastavu matematike. Ovaj qlanak je donekle inspirisan upravo
ovakvim naporima.

1.1. Preveliko pojednostavǉivaǌe obesmixǉava nastavu

Xta se zapravo oqekuje od nastave matematike? Ukratko, od nastave matema-
tike budu²nost oqekuje solidan nivo matematiqke pismenosti i jak podsticaj
razvoju kognitivnih sposobnosti. Kognitivna sposobnost je zajedniqki naziv za
sposobnosti pam²eǌa, mixǉeǌa, uqeǌa, zakǉuqivaǌa itd. kojima je zajedniqko
da predstavǉaju osnovu za saznajnu delatnost i intelektualno funkcionisaǌe bi-
lo koje vrste. Matematiqki naqin razmixǉaǌa koristi²emo kao pribli¼an
opxti naziv za kognitivne aspekte nastave matematike.

Pomenuta dva ciǉa nastave matematike se me±usobno dopuǌuju i svaki je,
u odre±enoj meri, pretpostavka za onaj drugi. Sasvim uopxteno govore²i, ova
dva ciǉa nastave matematike mo¼da najoqitije prepoznajemo na tzv. sertifika-
cionim i kvalifikacionim testiraǌima. Sertifikacioni testovi su tipiqni
za kraj jednog obrazovnog ciklusa i prete¼no su usmereni na matematiqku pis-
menost. Kvalifikacioni testovi su uobiqajeni za poqetak profesionalne ka-
rijere i karakterixe ih naglaxena provera matematiqkog naqina razmixǉaǌa.
Osvrnimo se na dva sasvim jednostavna, xkolska zadatka.

Zadatak 1. Odredite sredǌu visinu i medijanu petorice koxarkaxa, ako
su ǌihove visine:

a) 197 cm, 198 cm, 199 cm, 204 cm, 217 cm;

b) 199 cm, 201 cm, 204 cm, 205 cm, 206 cm.

Slika 1. Proseqna visina koxarkaxa i medijana
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Zadatak navedenog tipa jasno proverava ostvarenost slede²eg ishoda:

(?) uqenik je u staǌu da odredi sredǌu vrednost i medijanu za neki skup po-
dataka.

Me±utim, na ovom ishodu se ne sme zaustaviti nastava. Nema mnogo smisla
prikupǉati i obra±ivati podatke ako se na to ne nadove¼e analiza i diskusija
dobijenih rezultata. Glavni ciǉ mora biti izvlaqeǌe validnih zakǉuqaka u
situacijama kada su poznate sredǌa vrednost i medijana za neki obiman skup
nepoznatih podataka, i u skladu sa tim zakǉuqcima donoxeǌe odgovaraju²ih
odluka. Upravo to se oqekuje i na kvalifikacionim testiraǌima, da kandidat
funkcionalno upotrebǉava sredǌu vrednost i medijanu. Zato obrada pojmova
aritmetiqke sredine i medijane mora biti znatno iznad nivoa koji odre±uje
ishod (?). Ne sme ostati nedoreqeno zaxto se uvode pojedini pojmovi i qemu
slu¼e. U tom smislu, na zadatke prethodnog tipa neophodno je nadovezati i
zadatke poput narednog.

Zadatak 2.∗ Poznato je da se uliqni basket igra ,,tri na tri“. Tokom jedne
utakmice za svakog koxarkaxa je zabele¼en ukupan broj poena koji je postigao.
Za prvi tim, proseqan broj koxeva je 8, a medijana je 11; za drugi tim, proseqan
broj koxeva je tako±e 8, ali je medijana 6. Navedite jedan matematiqki argument,
uz odgovaraju²e obrazlo¼eǌe, zaxto se prvi tim mo¼e smatrati boǉim od drugog
tima.

Slika 2. Proseqan broj koxeva svih koxarkaxa i medijana

Na¼alost, me±u uqenicima koji znaju da urade zadatak 1 ima malo onih
koji mogu korektno da odgovore i na zadatak 2, tj. da zakǉuqe: u prvom timu je
jedan igraq znaqajno ,,podbacio“, dok je u drugom timu jedan igraq bio znatno
uspexniji od preostala dva igraqa. Zvezdica navedena pored rednog broja za-
datka 2 ne upozorava da je req o te¼em zadatku, ve² da je req o zadatku koji bi
morao biti ukǉuqen u redovnu nastavu. Uqenici koji se zaustave na nivou zadat-
ka 1, uglavnom matematiku smatraju beskorisnom i vremenom je sve te¼e prate.
Upravo zbog toga, preterano pojednostavǉivaǌe gradiva obesmixǉava nastavu.
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1.2. Metode obuke znaqajno utiqu na razvoj kognitivnih sposobnosti

Qesto se zanemaruje da, osim matematiqkog sadr¼aja, na razvoj kognitivnih
sposobnosti veliki uticaj imaju i metode obuke, tj. nastavne metode kojima se
realizuje sama nastava. Kao ilustraciju, izdvajamo va¼na zapa¼aǌa potvr±ena
istra¼ivaǌima u kojima su magnetnom rezonancom pra²ene mo¼dane aktivnosti
tokom matematiqke delatnosti. Pokazano je [3, 4, 6] da uqeǌe novog matema-
tiqkog znaǌa mo�e dramatiqno da promeni obrasce mo�danih aktivnos-
ti. Promene koje se doga�aju rezultat su, qini se, sadr�aja i metoda obuke.

Razmotrimo tri grubo podeǉene osnovne metode obuke klasifikovane prema
ciǉevima uqeǌa i prirodnom redosledu nadovezvaǌa:

• reproduktivni pristup (uqenik zna odgovore na konkretna pitaǌa);

• proceduralni pristup (uqenik ume da rexi klasu srodnih zadataka);

• heuristiqki pristup (uqenik analitiqki tra¼i i obrazla¼e rexeǌe prob-
lema).

Na primer, na reproduktivno uqeǌe tablice mno¼eǌa nadovezuju se pro-
cedure mno¼eǌa i deǉeǌa bilo koja dva prirodna broja. Ve²ina uqenika koja
rutinski raquna, npr. 1431 : 27, ima potexko²a da rexi matematiqki rebus
prikazan ispod, iako je za ǌegovo rexavaǌe potrebno samo poznavaǌe postupka
deǉeǌa dva broja. Kognitivne sposobnosti dolaze do izra¼aja u punom smislu
tek sa zadacima poput rebusa.

Slika 3. Rexeǌe rebusa predstavǉa deǉeǌe 1431 : 27.

Matematika se prevashodno uqi razumevaǌem, a ne samo pam²eǌem. Uvek
postoji velika opasnost da nastava matematike bude svedena na reproduktivni
nivo i zarobǉena u proceduralne okvire. Donekle je razumǉiva te¼ǌa uqeni-
ka da nastavu svedu na qist reproduktivni nivo budu²i da takvo uqeǌe zahteva
najmaǌe napora. Na¼alost, napori nastavnika da uqenike uzdignu iznad repro-
duktivnog nivoa, uglavnom se zavrxavaju na proceduralnim nivou koji je tek
preduslov kvalitetnog uqeǌa matematike.

Glavnu smernicu za ,,obuku“ u nastavi matematike sa¼eto mo¼emo iskaza-
ti Skempovim reqima [11]: . . . deca ne�e biti uspexna u uqeǌu matematike
ukoliko se ne poduqavaju na naqin koji im omogu�ava da upotrebe svoju in-
teligenciju . . .
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2. Nivoi obuke za budu�nost

Iskoristi²emo jedan neobiqan i zanimǉiv zadatak da prika¼emo razliqite
nivoe obuke. Zadatak je izabran tako da nas izmesti iz tipiqnih xkolskih tema
i doqara atmosferu uqeǌa neqega sasvim novog. Izabran je zadatak qije se va-
rijante qesto navode kao primer problema koji se mo¼e oqekivati na razgovoru
za posao [12]. Varijante ovog zadatka se qesto ukǉuquju i u zbirke zanimǉivih
zadataka [8]. Osim toga, ima i struqnih studija [1] i predavaǌa inspirisanih
ovim zadatkom [5]. Ovaj qlanak ²e ista²i metodiqki potencijal ovog zadatka.

Zadatak 3. Date su vam 2 bilijarske kugle. Eksperimentalno odredite
najvixi sprat zgrade od 36 spratova sa kojeg se mo¼e baciti bilijarska kugla
tako da se nakon pada ne razbije. Potrebno je na²i strategiju odre±ivaǌa kri-
tiqnog sprata u najmaǌem broju pokuxaja.

Podrazumevaju se slede²e prirodne pretpostavke:

• Ako se kugla nakon bacaǌa sa nekog sprata ne razbije, onda je mo¼ete ponovo
koristiti, bez bojazni da je iole maǌeg kvaliteta.

• Ako se kugla razbije prilikom bacaǌa sa k-tog sprata, razbi²e se i pri-
likom bacaǌa sa svakog vixeg sprata.

• Ako se kugla ne razbije prilikom bacaǌa sa k-tog sprata, ne²e se razbiti
ni prilikom bacaǌa sa bilo kog ni¼eg sprata.

Slika 4. Xema bacaǌa 2 kugle sa 36-spratnice
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Ovaj zadatak je u zbirkama zanimǉivih zadataka uglavnom prikazan kao
neobiqna glavolomka nameǌena za ,,jednokratnu zabavu“. Po±imo zato od gotovog
rexeǌa koje se daje u ovakvim zbirkama.

Rexeǌe. Kritiqni sprat se mo¼e odrediti u najvixe 8 koraka. Najpre
treba bacati prvu kuglu redom sa spratova 8, 15, 21, 26, 30, 33, 35, dok se ne
razbije. Kada se prva kugla razbije na nekom od ovih spratova, drugu kuglu treba
bacati redom sa spratova koji su ispod sprata na kome se prva kugla razbila,
i iznad su svih spratova sa kojih se prva kugla nije razbila (ako je takvih
spratova bilo). Na slici 4 prikazana je xema opisanog postupka koji ²e se
sigurno zavrxiti posle najvixe 8 pokuxaja, bez obzira koji sprat je kritiqan.

Navedeno rexeǌe zapravo sadr¼i samo krajǌi rezultat i texko se mo¼e
rekonstruisati naqin razmixǉaǌa koji je doveo do rexeǌa. Dodatno, prethodno
rexeǌe ne olakxava mnogo rexavaǌe narednog zadatka.

Zadatak 4. Na²i najmaǌi broj pokuxaja da se otkrije kritiqni sprat
zgrade od 100 spratova pomo²u dve kugle.

Najlakxi naqin da nekog obuqimo da rexava qitavu klasu srodnih proble-
ma jeste da ponudimo ,,ogoǉenu“ proceduru. U sluqaju naxeg zadatka, mo¼e se
pokazati da va¼i slede²a

Teorema 1. Najmaǌi broj pokuxaja p da se otkrije kritiqni sprat zgrade
od s spratova pomo²u dve kugle jednak je najve²em prirodnom rexeǌu nejednaqine

p(p− 1)
2

> s.

Opremǉeni ovom teoremom brzo dolazimo do rexeǌa zadatka 4: najmaǌi
prirodan broj koji je rexeǌe nejednaqine

p(p− 1)
2

> 100

jeste broj 14. Xtavixe, jednostavno rexavamo sve srodne zadatke.

Zadatak 5. Na²i najmaǌi broj pokuxaja da se otkrije kritiqni sprat
zgrade od 837 spratova pomo²u 2 kugle.

Mali broj uqenika se u ovakvim situacijama zapita odakle nam formula
iz Teoreme 1. Uqenici su naviknuti da jednostavno prihvataju teoreme, bez
bilo kakvog dokaza i objaxǌeǌa, kao recepte za rexavaǌe odgovaraju²e klase
zadataka.

Uqeǌe matematike ovakvom vrstom obuke ima veoma malu kognitivnu vred-
nost. Takva obuka mo¼e biti podstrek samo izuzetno motivisanima i nadarenima.
Upoznavaǌe sa gotovim odgovorom na konkretno pitaǌe ima skoro istu kognitivnu
vrednost kao upoznavaǌe sa gotovom teoremom, formulom ili procedurom, koja
pokriva donekle xiru klasu srodnih.
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Slika 5. Ebinghausova kriva zaboravǉaǌa

Ispostavǉa se da ovakav pristup obuqavaǌa, tj. uqeǌa prati tzv. Ebing-
hausova kriva zaboravǉaǌa (slika 5) koja je sliqnog oblika kao prilikom uqeǌa
besmislenih qiǌenica.

Dodatno, prethodne metode ,,gotovog rexeǌa“ i ,,gotove formule“ ne²e nam
biti mnogo od pomo²i da reximo slede²i zadatak.

Zadatak 6. Na²i najmaǌi broj pokuxaja da se otkrije kritiqni sprat
zgrade od 100 spratova pomo²u 3 kugle.

Na ovom mestu, korisno je podsetiti na citat iz predgovora quvene kǌige
[10]: Ako nastavnik s uqenicima samo mehaniqki ‘texe’ uve�bane pos-
tupke, smaǌuje ǌihovo interesovaǌe i koqi ǌihov intelektualni razvoj.
No ako on u svojim uqenicima budi radoznalost daju�i im zadatke koji
su primereni ǌihovom znaǌu i ako im poma�e stimulativnim pitaǌi-
ma, razvija�e u ǌima sklonost za samostalnim mixǉeǌem i pokazivati
im puteve do ǌega.

2.1. Dobra, boǉa, najboǉa strategija

Neki sadr¼aj poqiǌemo trajno da pamtimo tek kada poqnemo da uvi±amo
smisao, logiqku povezanost i xiri kontekst u kojem su odre±eni koncepti nastali
i daǉe se razvijali. Drugim reqima, sve postaje jasnije kada analitiqki po-
qnemo da razmixǉamo o tematici, kada analitiqki pristupamo problemima. U
nastavku ²emo prikazati samo neke osnovne aspekte analitiqkog pristupa naxim
zadacima.

Ako bilo kom od prethodnih zadataka pristupimo analitiqki, ne samo da
²emo obuhvatiti znatno xiru klasu srodnih problema, ve² ²emo ista²i i va¼ne
opxte principe rexavaǌa problema i primene matematike.

Pojedine faze analitiqkog rexavaǌa naxeg zadatka mogli bismo slikovito
nazvati na slede²i naqin:

1. Boǉe je imati bilo kakvu strategiju, nego nikakvu.

2. Postoji li boǉa strategija?

3. Postoji li najboǉa strategija?
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Snagu analitiqkog pristupa ²emo pokazati polaze²i od varijante zadatka
koja je jednostavnija od prethodnih.

Zadatak 7. Na²i najmaǌi broj pokuxaja da se otkrije kritiqni sprat
zgrade od 14 spratova pomo²u 2 kugle.

Poqetno suoqavaǌe sa bilo kakvim problemom trebalo bi da bude: Boǉe
je imati bilo kakvu strategiju, nego nikakvu. Veoma je va¼no stalno
stimulisati i ohrabrivati uqenike da daju bilo kakve predloge za rexavaǌe
problema. Svi predlozi i inicijative uqenika su metodiqki vredni, bez obzira
da li su pogrexni ili dobri.

Za zadatak 7 dobro stimulativno pitaǌe jeste da se prvo razmotri jednos-
tavniji sluqaj – odre±ivaǌe kritiqnog sprata samo jednom kuglom. Kada bismo
imali na raspolagaǌu samo jednu kuglu, jedini naqin da odredimo tra¼eni sprat
jeste da redom isprobavamo sprat po sprat, poqevxi od najni¼eg. Naravno, u ovom
sluqaju, najve²i mogu²i broj pokuxaja je 14. (Mo¼da se kugla ne²e razbiti ni
kada se baci sa 14. sprata.)

Na prethodno pitaǌe treba nedovezati diskusiju kako mo¼emo smaǌiti broj
pokuxaja, dodavaǌem druge kugle. Na primer, prvu kuglu bismo mogli da bacamo
sa svakog qetvrtog sprata (4, 8, 12) dok se ne razbije. Ako se prva kugla razbije
bacaǌem sa 4. sprata, onda drugom kuglom proveravamo spratove 1, 2, 3. Ako se
razbije sa 8. sprata, drugom kuglom proveravamo samo spratove, 5, 6 i 7. Ako se
razbije sa 12. sprata, drugom kuglom proveravamo 9, 10 i 11. Dakle, strategijom
bacaǌa prve kugle sa svakog qetvrtog sprata, u najgorem sluqaju nam je potrebno
6 pokuxaja. Isti broj pokuxaja je dovoǉan i za drugaqije strategije: bacaǌe
prve kugle sa svakog petog sprata ili bacaǌe prve kugle sa svakog tre²eg sprata
(videti tabelu 1). Ali, ako bismo prvu kuglu bacali sa svakog drugog sprata, u
najgorem sluqaju je potrebno 7 pokuxaja; a ako bismo bacali sa 6 i 12 sprata, u
najgorem sluqaju potrebno je 8 pokuxaja.

Prvu kuglu bacamo sa svakog: Najve²i broj pokuxaja:

4. sprata (4-8-12) 3 + 3 = 6

5. sprata (5-10) 2 + 4 = 6

3. sprata (3-6-9-12) 4 + 2 = 6

2. sprata (2-4-6-8-10-12-14) 7 + 1− 8

6. sprata (6-12) 2 + 5 = 7
. . . . . .

Tabela 1. Nekoliko jednostavnih strategija odre±ivaǌa kritiqnog sprata

14-spratnice pomo²u 2 kugle

Postoji li boǉa strategija? Postoji. Kritiqni sprat 14-spratnice
pomo²u 2 kugle mo¼emo odrediti u 5 pokuxaja ako postupimo na slede²i naqin:
prvu kuglu redom bacamo sa spratova 5, 9, 12, 14, dok se razbije; kada se prva
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kugla razbije, drugom kuglom proveravamo redom spratove koji se nalaze izme±u
posledǌa dva sprata sa kojih je bacana prva kugla.

Bacaǌe prve kugle sa: Ako se prva kugla razbije, bacamo drugu kuglu:

5. sprata 1. → 2. → 3. → 4.

9. sprata 6. → 7. → 8.

12. sprata 10. → 11.

14. sprata 13.

Tabela 2. Strategija odre±ivaǌa kritiqnog sprata 14-spratnice

pomo²u 2 kugle u najvixe 5 pokuxaja

Da li je strategija prikazana u tabeli 2 i najboǉa? Zamislimo
da smo prvu kuglu prvi put bacili sa p-tog sprata, pri qemu je 1 6 p 6 14. Ako
se tada kugla razbije, onda pomo²u druge kugle u najvixe p − 1 pokuxaja ²emo
utvrditi tra¼eni sprat, a ukupan broj pokuxaja bi²e p. Ali ako se prva kugla
ne razbije prilikom bacaǌa sa p-tog sprata, kako bismo mogli da saquvamo p
kao najve²i mogu²i broj pokuxaja? Zamislimo da se prva kugla nije razbila
prilikom prvog bacaǌa, ali jeste prilikom drugog. U tom sluqaju, ukupan broj
pokuxaja ²e ostati p, ako za drugu kuglu ostane p−2 pokuxaja. To ²emo posti²i
ako prvu kuglu u drugom pokuxaju bacimo sa sprata p+(p−1) = 2p−1. (Izme±u
spratova p i 2p−1 postoje p−2 sprata.) Ako se prva kugla ne razbije na spratu
2p−1, naredni sprat sa koga treba baciti prvu kuglu ore±ujemo na sliqan naqin.
Ako se prva kugla razbije u tre²em bacaǌu, onda za drugu kuglu treba da ostane
p−3 pokuxaja. To znaqi da prvu kuglu u tre²em pokuxaju treba baciti sa sprata
(2p− 1) + (p− 2) = 3p− 3. Glavna ideja ove strategije jeste da svaki put kada
bacimo prvu kuglu i ona se ne razbije, za drugu kuglu predvi±amo maǌe bacaǌa.
Uoqavamo da ²emo kritiqni sprat prona²i u najvixe p pokuxaja, ukoliko visina
zgrade nije ve²a od zbira prvih p brojeva:

p + (p− 1) + · · ·+ 2 + 1.

Kada zbir prvih p brojeva prelazi broj 14? Nije texko utvrditi da je taj zbir
ve²i od 14, ako je p > 5. Dakle, kritiqni sprat 14-spratnice pomo²u 2 kugle se
mo¼e utvrditi u najvixe 5 pokuxaja.

Mnogo va¼nije od rexeǌa zadatka 7 jeste zapa¼aǌe da je u prethodnoj ana-
lizi broj 14 potpuno neva¼an. Qitava analiza ostaje da va¼i za bilo koji broj
spratova i samim tim predstavǉa suxtinu dokaza Teoreme 1.

Uopxteno govore²i, u osnovi naxeg analitiqkog pristupa je savet iz [10]:
Ako ne mo�ex odmah da rexix postavǉeni zadatak, pokuxaj najpre da
smislix neki jednostavniji: opxtiji zadatak, specijalniji zadatak, ana-
logni zadatak. Zaista, ako je p prvi sprat sa koga bacamo prvu kuglu, onda se
zadatak svodi na jedan od slede²a dva jednostavnija podzadatka: (1) ako se kugla
razbije, ostaje jedna kugla da se odredi kritiqan sprat zgrade sa p−1 spratova;



28 N. Ikodinovi²

(2) ako se kugla ne razbije, ostaju dve kugle da se odredi kritiqan sprat zgrade
sa s− p spratova.

3. Analitiqki pogled na nax neobiqan zadatak

Zapa¼aǌe kojim je zavrxen prethodni odeǉak rexava i zadatke sa ve²im
brojem kugli.

Zadatak 8. Na²i najmaǌi broj pokuxaja da se otkrije kritiqni sprat
zgrade od s spratova pomo²u k kugli.

Ako je p prvi sprat sa koga bacamo prvu kuglu, onda se zadatak svodi na
jedan od slede²a dva jednostavnija podzadatka:

• ako se prva kugla razbije, ostaje k − 1 kugla da se odredi kritiqan sprat
zgrade sa p− 1 spratova;

• ako se kugla ne razbije, ostaje k kugli da se odredi kritiqan sprat zgrade
sa s− p spratova.

Slika 6. Posle prvog bacaǌa zadatak se svodi na dva podzadatka

Potra¼imo funkciju Res za izraqunavaǌe rexeǌa zadatka 8:

Res(k, s) = najmaǌi broj bacaǌa da se odredi kritiqan sprat

zgrade od s spratova pomo²u k kugli.

Ve² smo razmotrili sluqaj kada imamo samo jednu kuglu; dodajmo i trivijalne
sluqajeve kada zgrada ima samo jedan sprat ili nema spratova:

(1) Res(1, s) = s, Res(k, 0) = 0, Res(k, 1) = 1.

Slede²a jednakost taqno opisuje naxu strategiju svo±eǌa na dva podzadatka:

(2) Res(k, s) = 1 + min
16p6s

max{Res(k − 1, p− 1),Res(k, s− p)}.
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Posle prvog bacaǌa, za svaki izbor sprata za prvo bacaǌe kugle (1 6 p 6 s),
biramo ve²e rexeǌe odgovaraju²ih podzadataka, da bismo na kraju me±u ǌima
izabrali najmaǌe, qime odre±ujemo i prvi sprat sa koga treba bacati.

Jednakosti (1) i (2) definixu postupak izraqunavaǌa rexeǌa zadatka 8,
za zadate argumente s i k. Na primer, da bismo izraqunali Res(2, 5), treba
izraqunati rexeǌe ve²eg broja podzadataka:

Res(1, 0) = 0, Res(1, 1) = 1, Res(1, 2) = 2, Res(1, 3) = 3, Res(1, 4) = 4,

Res(2, 0) = 0, Res(2, 1) = 1, Res(2, 2) = 2, Res(2, 3) = 2, Res(2, 4) = 3.

Najzad dobijamo:

Res(2, 5) = 1 + min
16p65

max{Res(1, p− 1), Res(2, 5− p)} = 1 + 2 = 3.

Jednakosti (1) i (2) zapravo predstavǉaju induktivnu (rekurzivnu) definiciju
funkcije Res. Na slici 7 je prikazan jednostavan Python program koji raquna
vrednosti ove funkcije.

Slika 7. Program koji raquna vrednosti funkcije (k, s) 7→ Res(k, s)

Program brzo daje rexeǌe za 2 kugle i 14 spratova, Res(2, 14) = 5, ili
pak 3 kugle i 14 spratova, Res(3, 14) = 4. Ipak, na rexeǌe zadatka 3 (kojim smo
zapoqeli priqu), sa 2 kugle i 36 spratova, mora²emo dugo da qekamo.

Mo¼emo li sastaviti program koji ²e br¼e rexavati zadatak 3? Do velike
promene u brzini izraqunavaǌa dovodi mala promena perspektive pri razma-
traǌu problema, koja je ve² nagovextena na kraju prethodnog odeǉka. Umesto da
brojimo pokuxaje u zavisnosti od broja spratova i kugli, brojimo spratove u za-
visnosti od broja pokuxaja i broja kugli. Umesto zadatka 8, pa¼ǌu usmeravamo
na slede²i zadatak.

Zadatak 9. Na²i najve²i broj spratova zgrade qiji se kritiqni sprat
mo¼e odrediti u najvixe p pokuxaja pomo²u k kugli.
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Uvex²emo novu funkciju – spratnost:
[

p
k

]
= najve²i broj spratova qiji se kritiqni sprat mo¼e

otkriti u najvixe p pokuxaja pomo²u k kugli.

Funkciju spratnosti precizno definixemo oslaǌaju²i se na prepoznatǉivu xe-
mu prikazanu na slici 8.

Slika 8. Posle prvog bacaǌa, zadatak 9 se svodi na dva jednostavnija podzadatka

Posle prvog bacaǌa, zadatak se svodi na dva podzadatka, pri qemu je ovo-
ga puta jednostavnija veza izme±u rexeǌa zadatka i tih podzadataka. Poqetni
uslovi su odre±eni trivijalnim sluqajevima: bez kugli ili bez pokuxaja mo¼emo
ispitivati samo zgradu bez spratova.

[
p
0

]
= 0,

[
0
k

]
= 0.

Nakon prvog bacaǌa, zgradu delimo na dve podzgrade; visina poqetne zgrade
jednaka je zbiru visina obe podzgrade uve²anom za 1.

[
p
k

]
=

[
p− 1

k

]
+

[
p− 1
k − 1

]
+ 1.

Jednostavno je formirati tabelu vrednosti ovako definisane funkcije (tabe-
la 3). Postupak je sliqan formiraǌu Paskalovog trougla. Najpre u poǉa prve
vrste i prve kolone upisujemo nule. U ostala poǉa upisujemo sledbenika zbira
brojeva iz poǉa gore-levo i poǉa neposredno iznad.

Iz ove tablice qitamo rexeǌe naxeg prvog zadatka, koje nam prethodni
program nije mogao brzo vratiti: Res(2, 36) = 8.

Novi Python program koji koristi novu strategiju za rexavaǌe zadataka

prikazan je na slici 9. Program zapravo raquna tabelu vrednosti
[

p
k

]
, dok

se u koloni odre±enoj brojem datih kugli ne prestigne zadata visina zgrade.
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Ovaj program ²e veoma brzo vratiti rexeǌe zadatka sa 2 kugle i 36 spratova:
Res(2, 36) = 8. Brzo dobijamo i rexeǌa Res(2, 100) = 14, Res(3, 1000) = 19 itd.

(p, k) 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 1

2 0 2 3 3 3

3 0 3 6 7 7

4 0 4 10 14 15

5 0 5 15 25 30

6 0 6 21 41 56

7 0 7 28 63 98

8 0 8 36 92 162

9 0 9 45 129 255

10 0 10 55 175 385

Tabela 3. Tabela vrednosti
[

p
k

]

Slika 9. Novi program koji raquna vrednost funkcije (k, s) 7→ Res(k, s)

I kako to qesto biva, ispostavǉa se da funkcija spratnosti nije neka neo-
biqna funkcija vezana samo za jedan neobiqan zadatak. Funkcija spratnosti je
zapravo parcijalna suma binomnih koeficijenata.

Teorema 2.
[

p
k

]
=

k∑

i=1

(
p

i

)
.
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Dokaz Teoreme 2 poqiva na zapa¼aǌu da za zadate parametre p i k, svakom
spratu mo¼emo pridru¼iti jedan binarni niz du¼ine p u kome se pojavǉuje naj-
vixe k jedinica. Spratu dodeǉujemo niz tako xto zamislimo da je upravo taj
sprat kritiqan, a ciframa 0 i 1 bele¼imo da li se baqena kugla razbila (1)
ili nije (0); ako se eksperiment zavrxi za maǌe od p koraka, na formirani niz
dopisujemo potreban broj nula. Na slici 10 je prikazan sluqaj kada je s = 15,
k = 2, i samim tim p = 5. Na primer, ako je 11. sprat kritiqan, to ²emo
utvrditi posle tri bacaǌa prve kugle, pri qemu se ona razbija u tre²em bacaǌu
(poqetak odgovaraju²eg niza je 001), nakon qega slede dva bacaǌa druge kugle,
koja se razbija u drugom bacaǌu, pa je odgovaraju²i niz 00101. Ako je pak 6.
sprat kritiqan, to ²emo utvrditi posle dva bacaǌa prve kugle, koja se razbija
u drugom bacaǌu (poqetak niza je 01), nakon qega sledi samo jedno bacaǌe druge
kugle, koja se tada i razbija (pa je proxireni niz 011), i dopisujemo jox dve
nule da bi du¼ina niza bila pet: 01100.

Slika 10. Binarni opisi kritiqnih spratova

Ukupan broj binarnih nizova du¼ine p u kojima se pojavǉuje najvixe k
jedinica je upravo parcijalna suma binomnih koeficijenata.

Teorema 2 i skica ǌenog dokaza dovode u vezu nax zadatak sa binomnim
koeficijentima, binarnim stablima i sl. i otvaraju brojne istra¼ivaqke prob-
leme. Poznato je, na primer, da ne postoji ,,lepa i jednostavna“ formula za
parcijalne sume binomnih koeficijenata, pa se name²u pitaǌa dobrih procena
ovih suma, odn. asimptotskih formula.
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4. Ima li u nastavi mesta za ‘neobiqne’ zadatke?

Kao xto je navedeno na poqetku, izbor neobiqnog zadatka odre±en je nasto-
jaǌem da xto vernije doqaramo suoqavaǌe sa neqim novim. Me±utim, ova naxa
priqa se mo¼e preneti na mnoge xkolske teme. Navodimo samo dva primera, jedan
iz osnovnoxkolske, jedan iz sredǌoxkolske matematike. Prvi primer pokazuje
da qisto proceduralno znaǌe nije dovoǉno za funkcionalnu primenu nauqenog.
Drugi primer istiqe da je proceduralna vextina mogu²a bez suxtinskog razume-
vaǌa baziqnih kocepata na koje se to znaǌe odnosi.

Uqenici sedmog razreda primeǌuju gotovu formulu za izraqunavaǌe broja
dijagonala mnogougla:

Dn =
n(n− 3)

2
.

Na ovu formulu nadovezuju se tipiqni xkolski zadaci poput: Koliko dijagonala
ima 100-ugao? Ovaj zadatak, zajedno sa formulom koja ga rexava, ne pokazuje
uqenicima snagu i znaqaj matematiqkog naqina razmixǉaǌa. Od same formule je,
naravno, mnogo va¼nije znati kako se do ǌe dolazi. Samo u tom sluqaju razvijamo
sposobnost da rexavamo mnogo xiru klasu srodnih zadataka. Brojaǌe dijagonala
mnogougla ima smisla samo ako se prepozna snaga metode brojaǌa koja dovodi do
formule. Ta snaga se mo¼e prepoznati samo uz, na primer, zadatke 10–12. Naxa
nastavna strategija bi morala biti ‘ukidaǌe zvezdica’ uz ove ‘napredne’ zadatke.

Zadatak 10.∗ Na xahovskom turniru je uqestvovalo pet xahista, Pera,
Mika, Laza, Sima i Aca. Koliko partija je ukupno odigrano ako se igralo po
sistemu svako sa svakim?

Zadatak 11.∗ Taqka O je poqetna taqka xest polupravih koje sve le¼e u
jednoj poluravni. Koliko konveksnih uglova odre±uju ove poluprave?

Zadatak 12.∗ Koliko dijagonala ima ikosaedar?

U sredǌim xkolama, uqenici obavǉaju proceduralne zahteve odre±ivaǌa
izvoda ili integrala:


 3

√
x

√
x
√

x7



′

ili
∫

3

√
x

√
x
√

x7 dx,

bez ikakvog suxtinskog razumevaǌa odgovaraju²ih pojmova i koncepata. Poznate
tablice izvoda, odn. integrala i jednostavne algebarske transformacije su do-
voǉne da se prethodni zadaci rexe. Uqenik mo¼e da uve¼ba i znatno slo¼enije
primere, a da ima velike texko²e da rexi slede²i ‘napredni’ zadatak.

Zadatak 13.∗ Funkcija f je neprekidna na [0, 4] i diferencijabilna na
(0, 4). Na slici 11 dat je grafik y = f ′(x). Zaokru¼iti slovo ispred taqnog
odgovora.
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(A) f(0) < f(2) < f(4)
(B) f(0) < f(2) = f(4)
(C) f(0) < f(4) < f(2)
(D) f(4) = f(2) < f(0)
(E) f(4) < f(0) < f(2)

Slika 11. Grafik y = f ′(x)

Da bi se pokrenule i anga¼ovale kognitivne sposobnosti neophodno je da
zadaci poput onih koje smo oznaqili zvezdicama postanu sastavni deo redovne
nastave. Dok god se takvi zadaci ostavǉaju samo za ‘napredne’, redovna nastava
²e se za sve ve²i broj uqenika svoditi na uqeǌe besmislenog materijala.

Predloge da se redovna nastava obogati novom vrstom zadataka obiqno prate
primedbe da se u raspolo¼ivom vremenu jedva posti¼e realizacija preobimnih
nastavnih programa. Pri tome, nastavni program se tradicionalno posmatra kao
kolekcija svih procedura potrebnih za rexavaǌe tipiqnih klasa matematiqkih
zadataka. Takvo stanovixte je i razlog xto u redovnoj nastavi dominiraju obuke
rexavaǌa velikog broja xablonizovanih zadataka koje ²e dobro uve¼bani uqenik
rutinski rexavati oslaǌaju²i se samo na pam²eǌe, i bez ikakvih dodatnih kog-
nitivnih napora.

Zgodno je mesto da citiramo duhovito i pomalo ironiqno zapa¼aǌe iz [7]:
studenti u proseku zapamte samo 40% onoga xto ste im ispriqali, pa zato
u kurs treba natrpati 250% onoga xto treba da se nauqi. Zaista, u novije
vreme, programi nastave postaju sve ambiciozniji, a zahtevi koji se postavǉaju
pred uqenike sve ni¼i. Stvari bi trebalo postaviti sasvim drugaqije. Svaku
nastavnu temu treba graditi na dobro zasnovanom jezgru koje se mora savladati
sa visoko postavǉenim zahtevima i koje ²e se daǉe proxirivati i razvijati
prevashodno uz kognitivne napore uqenika.

Slika 12. Odnos sadr¼aja koji se obradi na qasovima i znaǌa koje uqenik zaista usvoji

Slika 12 ilustruje dva pristupa organizaciji nastave. Na dijagramu levo,
xirina prstena bi se mogla interpretirati kao mera koliqine uzaludnog napo-
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ra nastavnika. U dijagramu desno, xirina prstena predstavǉa koliqinu kog-
nitivnog napora uqenika da postigne postavǉene ciǉeve. Ovaj drugi dijagram
sa¼ima veliki broj teorija uqeǌa i poduqavaǌa, poqev od konstruktivistiqkih
teorija s poqetka 20. veka, pa do novijih modela poput reverzibilnog otkri-
vaǌa, indirektnog uqeǌa i sl. Uqenik samo svojim uqeǌem konstruixe znaǌe,
nastavnik samo poma¼e i podstiqe tu konstrukciju.
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