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POJAM POVRXINE I ZAPREMINE

1. Uvod

Povrxina i zapremina spadaju me±u najstarije matematiqke pojmove. In-
tuitivno ove pojmove mo¼emo shvatiti kao numeriqku karakteristiku geometrij-
skih figura, povrxi i tela. Na primer, grubo govore²i, povrxinu figure u
ravni mo¼emo shvatiti kao broj jediniqnih kvadrata od kojih se ta figura sas-
toji. Pri tome, jediniqni kvadrat jeste kvadrat qije stranice imaju du¼inu 1.
Sliqno, zapreminu tela mo¼emo shvatiti kao broj jediniqnih kocaka od kojih se
to telo sastoji. Pri tome, jediniqna kocka jeste kocka qije ivice imaju du¼inu 1.

Formalna i u potpunosti korektna definicija povrxine i zapremine nije
jednostavna. Povrxina figura u ravni (figure mo¼emo videti kao odre±ene
podskupove skupa R2) mo¼e se definisati kao dvodimenzionalna Lebegova ili
´ordanova mera. Sledstveno, zapremina tela u prostoru (tela mo¼emo videti
kao odre±ene podskupove skupa R3) mo¼e se definisati kao trodimenzionalna
Lebegova ili ´ordanova mera. Koriste²i definiciju povrxine figure u ravni
mo¼emo definisati i povrxinu povrxi u prostoru.

2. Povrxina figura u ravni

2.1. Povrxina pravougaonika. Ako su a i b du¼ine stranica i P
povrxina pravougaonika onda je P = ab. Specijalno, povrxina kvadrata qi-
ja stranica ima du¼inu a jeste a2. Prirodno se name²e pitaǌe: Mo¼emo li
ovu formulu izvesti iz nekih drugih jednostavnijih? Ako na primer pogledamo
definiciju Lebegove mere na R2 (videti npr. [1]) vidimo da se po definiciji
uzima da je Lebegova mera pravougaonika [a1, a2]× [b1, b2], tj. pravougaonika qija
temena imaju koordinate (a1, a2), (b1, a2), (b1, b2) i (a1, b2), gde su a1, a2, b1, b2 ∈ R
takvi da je a1 < a2 i b1 < b2, jednaka (a2 − a1) · (b2 − b1). Stoga mo¼emo uzeti
i da je povrxina pravougaonika qije stranice imaju du¼ine a i b jednaka ab po
definiciji.

Izlagaǌe na ovu temu autori su odr¼ali na Dr¼avnom seminaru o nastavi matematike i
raqunarstva, februara 2024. godine u Beogradu.
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2.2. Povrxina paralelograma. Videli smo da ako su poznate du¼ine
stranica pravougaonika onda jednostavno mo¼emo odrediti i povrxinu tog pra-
vougaonika. To ne va¼i za proizvoǉni paralelogram. Preciznije, ako su poznate
du¼ine stranica (proizvoǉnog) paralelograma to nije dovoǉno da odredimo i
povrxinu tog paralelograma. U tom ciǉu razmotrimo slede²i zadatak.

Zadatak 1. Odrediti povrxinu
a) kvadrata stranice 1;
b) romba qija stranica ima du¼inu 1 i qiji je jedan unutraxǌi ugao jednak

60◦.
Rexeǌe.

a) Povrxina kvadrata stranice 1 jeste 1.
b) Povrxinu P romba qija je stranica du¼ine 1 i qiji je jedan unutraxǌi ugao

jednak 60◦ mo¼emo odrediti koriste²i aditivnost povrxine (v. sliku 1).

Va¼i P =
√

3
2
4.

Slika 1. Povrxina romba

Zadatak 1 pokazuje da postoje paralelogrami ABCD i A1B1C1D1 takvi da
je AB = A1B1 = a i BC = B1C1 = b a povrxine im nisu jednake. Osim toga,
na osnovu dela b) tog zadatka mo¼emo zakǉuqiti i kako se u opxtem sluqaju
raquna povrxina paralelograma ako su poznate du¼ine stranice i odgovaraju²e
visine. Ako su a du¼ina stranice, ha du¼ina odgovaraju²e visine i P povrxina
paralelograma onda je P = aha.

Razmotrimo i slede²i zadatak, koji nam se na prvi pogled mo¼e uqiniti
kao dobra ilustracija formule za povrxinu paralelograma ako su date du¼ina
stranice i du¼ina odgovaraju²e visine tog paralelograma.

Zadatak 2. Odrediti du¼inu stranice romba, ako je du¼ina visine tog
romba h = 6 a povrxina P = 24.

Rexeǌe. Neka je du¼ina stranice romba jednaka a. Kako je P = ah sledi

da je a =
P

h
odnosno a = 4. Na prvi pogled zadatak je veoma jednostavan. Da

bismo ga rexili dovoǉno je da podelimo dva prirodna broja (naravno, ako znamo
formulu za povrxinu romba). Me±utim, ako malo analiziramo rexeǌe mo¼emo
zakǉuqiti da je du¼ina stranice romba kra²a od du¼ine visine romba. A to
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je nemogu²e. Dakle rexeǌe koje smo dobili nije dobro. Taqno rexeǌe bila bi
konstatacija da takav romb ne postoji. 4

Primetimo jox da smo prilikom izvo±eǌa formule za povrxinu paralelo-
grama koristili aditivnost povrxine figura. Ovo svojstvo povrxine figura
koristi²emo i za izvo±eǌe drugih formula.

2.3. Povrxina trougla. Od dva podudarna trougla mo¼emo formi-
rati paralelogram. Otuda ako su a du¼ina stranice trougla, ha du¼ina odgo-

varaju²e visine i P povrxina trougla onda je P =
aha

2
. Povrxinu trougla

mo¼emo izraqunati i ako su poznate du¼ine svih stranica trougla1. Ako su

a, b i c du¼ine stranice trougla, P povrxina trougla i s =
a + b + c

2
onda je

P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c).2

Uopxte, jasno je da ako neki elementi trougla (stranice ili uglovi) jedin-
stveno odre±uju taj trougao onda na osnovu numeriqkih karakteristika tih ele-
menata (du¼ina stranica i mera uglova) mo¼emo izraqunati i povrxinu tog
trougla.

Tako na primer, za svaki od stavova podudarnosti trouglova imamo odgova-
raju²u formulu za povrxinu trougla. Ve² smo naveli formulu koja odgovara
stavu SSS (stranica-stranica-stranica). Ako su date du¼ine dve stranice a
i b i mera ugla γ koji odre±uju te dve stranice onda je na osnovu stava SUS
(stranica-ugao-stranica) taj trougao jedinstveno odre±en i ǌegova povrxina

jeste P =
1
2
ab sin γ. Ako su date du¼ina stranice a i mere uglova β i γ naleglih

na tu stranicu onda je na osnovu stava USU (ugao-stranica-ugao) taj trougao

jedinstveno odre±en i ǌegova povrxina jeste P =
1
2
a2 sin β sin γ

sin (β + γ)
. Konaqno, ako

su date du¼ine dve stranice a i b (a > b) i mera ugla α naspram stranice a onda je
na osnovu stava SSU (stranica-stranica-ugao) taj trougao jedinstveno odre±en

i ǌgova povrxina jeste P =
1
2
b sin α

(√
a2 − b2 sin2 α + b cosα

)
. Izvo±eǌe ove

qetiri formule za povrxinu trougla ostavǉamo qitaocima.
Nasuprot tome, postoji beskonaqno mnogo nepodudarnih trouglova qija je

jedna stranica du¼ine a i odgovaraju²a visina du¼ine ha i svi oni imaju jednaku
povrxinu.

2.4. Povrxina mnogougla. Povrxina figure koja se mo¼e rastaviti
na konaqan broj trouglova jednaka je zbiru povrxina tih trouglova (na osnovu
svojstva aditivnosti povrxine). Kako se svaki n-tougao mo¼e rastaviti na n−2
trouglova, sledi da povrxinu mnogougla mo¼emo odrediti tako xto odredimo
povrxine trouglova na koje se taj mnogougao rastavǉa.

1Videli smo da za qetvorougao to nije mogu²e; za razliku od qetvorougla, trougao je jedin-
stveno odre±en du¼inom svojih stranica.

2Formula je poznata kao Heronov obrazac; ne obra±uje se u redovnoj nastavi u osnovnim xko-
lama u Republici Srbiji.
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Posebno, ako je data du¼ina stranice an ili du¼ina polupreqnika upisanog
kruga rn ili du¼ina polupreqnika opisanog kruga Rn pravilnog n-tougla onda
mo¼emo odrediti povrxinu Pn tog n-tougla. Va¼i

(1) Pn = n
a2

n

4
ctg

π

n
= nr2

n tg
π

n
= n

R2
n

2
sin

2π

n
.

Zaista, karakteristiqni trougao ovog n-tougla jeste jednakokraki trougao qija
je osnovica du¼ine an, kraci du¼ine Rn, visina koja odgovara osnovici du¼ine

rn i ugao pri vrhu
2π

n
(slika 2).

Slika 2. Povrxina pravilnog n-tougla

Povrxina tog trougla, s jedne strane, jednaka je
1
2
R2

n sin
2π

n
, a s druge strane

1
2
anrn. Otuda, uzimaju²i u obzir da je

an

2rn
= tg

π

n
dobijamo odgovaraju²e for-

mule.
Specijalno, povrxina pravilnog petougla qija je stranica du¼ine a jeste

P =
5a2

4
ctg

π

5
.

2.5. Povrxina kruga. Neka je dat krug k polupreqnika r. Posmatrajmo
pravilne n-touglove upisane u krug k i pravilne n-touglove opisane oko kruga k.
Obele¼imo sa Pu(n, r) povrxinu pravilnog n-tougla upisanog u krug k, a sa
Po(n, r) povrxinu pravilnog n-tougla opisanog oko kruga k. Na osnovu (1) va¼i

Pu(n, r) = n
r2

2
sin

2π

n
i Po(n, r) = nr2 tg

π

n
. Jasno je da za povrxinu kruga k,

koju mo¼emo obele¼iti sa P (r), moraju va¼iti nejednakosti

(2) Pu(n, r) 6 P (r) 6 Po(n, r).
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Mo¼e se pokazati da je niz Pu(n, r) monotono rastu²i, a niz Po(n, r) monotono
opadaju²i. Osim toga va¼i

lim
n→∞

Pu(n, r) = lim
n→∞

n
r2

2
sin

2π

n
= r2π

i
lim

n→∞
Po(n, r) = lim

n→∞
nr2 tg

π

n
= r2π.

Stoga, uzimaju²i u obzir (2), dobijamo P (r) = r2π.

2.6. Povrxina krivolinijskog trapeza. Neka je f : [a, b] → [0, +∞)
neprekidna funkcija i neka je

Φ = { (x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x) }.
Kako se definixe, odnosno qemu je jednaka povrxina figure Φ?3 Na primer, qemu
je jednaka povrxina figure Φ, ako je f : [0, 1] → [0, +∞) funkcija definisana sa
f(x) = x2?

Starogrqki matematiqar Arhimed je povrxinu skupa Φ izraqunao sprovo-
de²i postupak qiju osavremeǌenu verziju prikazujemo u nastavku izlagaǌa.

Neka je n ∈ N. Podelimo interval [0, 1] taqkama xk =
k

n
, 0 6 k 6 n i

posmatrajmo pravougaonike Pk = [xk−1, xk]× [0, f(xk)], 1 6 k 6 n (slika 3). Ako
je Sn suma povrxina svih pravougaonika Pk onda je

Sn =
n∑

k=1

f(xk)(xk − xk−1).

Kako je f(xk) =
(k

n

)2
i xk − xk−1 =

1
n

sledi

Sn =
n∑

k=1

(k

n

)2 1
n

=
1
n3

n∑

k=1

k2

=
1
n3
· n(n + 1)(2n + 1)

6

=
1
6

(
1 +

1
n

)(
2 +

1
n

)
.

Slika 3. Pravougaonici Pk

Kako je lim
n→∞

1
n

= 0, na osnovu pravila za limes zbira i proizvoda, zakǉu-

qujemo da je lim
n→+∞

Sn =
1
3
.

S druge strane, ako znamo integrale i ǋutn-Lajbnicovu formulu, jednos-
tavno dobijamo da je povrxina figure Φ jednaka

∫ 1

0

x2 dx =
x3

3

∣∣∣∣
1

x=0

=
1
3
.

3Figura Φ naziva se i krivolinijski trapez.
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Kako mo¼emo izvesti ǋutn-Lajbnicovu formulu? Odnosno, kako mo¼emo
pokazati da je povrxina figure Φ jednaka F (b)−F (a), pri qemu je F primitivna
funkcija funkcije f?

Za t ∈ [a, b] definixemo

A(t) = { (x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 t, 0 6 y 6 f(x) }.
Obele¼imo sa P (t) povrxinu figure A(t).

Primetimo da je P : [a, b] → [0, +∞). Specijalno, P (a) = 0 a P (b) je
povrxina skupa Φ (jer je A(b) = Φ).

Daǉe, neka je t ∈ [a, b) fiksirano i h > 0 takvo da t + h ∈ [a, b]. Osim toga,
neka je

M = max
t6x6t+h

f(x) i m = min
t6x6t+h

f(x).

Tada (zbog neprekidnosti funkcije f) postoje 0 6 θ1, θ2 6 1 takvi da je

M = f(t + θ1h) i m = f(t + θ2h).

Jasno je da va¼i

f(t + θ2h)h = mh 6 P (t + h)− P (t) 6 Mh = f(t + θ1h)h.

Otuda je

f(t + θ2h) 6 P (t + h)− P (t)
h

6 f(t + θ1h),

a samim tim i

lim
h→0+

f(t + θ2h) 6 lim
h→0+

P (t + h)− P (t)
h

6 lim
h→0+

f(t + θ1h),

tj.
f(t) 6 P ′(t) 6 f(t).

Analogno, razmatraju²i fiksirano t ∈ (a, b] i h > 0 takvo da t − h ∈ [a, b]
mo¼e se dobiti

f(t) 6 P ′(t) 6 f(t).

Dakle, za svako t ∈ [a, b] va¼i

P ′(t) = f(t).

Drugim reqima funkcija P je primitivna funkcija (neodre±eni integral) funk-
cije f . Xtavixe, P nije bilo koja primitivna funkcija funkcije f , ve² ona
primitivna funkcija qija je vrednost u taqki a jednaka 0 (videli smo da je
P (a) = 0).

Dakle, P (t) = F (t)−F (a), gde je F proizvoǉna primitivna funkcija funkci-
je f .

Konaqno, kako je s jedne strane P (b) povrxina figure Φ, a s druge strane
P (b) = F (b)− F (a) dobijamo da je povrxina figure Φ jednaka F (b)− F (a).
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3. Zapremina tela u prostoru

3.1. Zapremina prizme. Ako su a, b i c du¼ine ivica i V zapremina
kvadra onda je V = abc. Sliqno, kao i kod odgovaraju²e formule za povrxinu
pravougaonika i ovu formulu za zapreminu kvadra mo¼emo uzeti za definiciju
zapremine kvadra. Sledstveno, mo¼emo uzeti da je zapremina kocke qija ivica
ima du¼inu a po definiciji jednaka a3. Daǉe, analogno kao xto smo izveli
formule za povrxine mnogouglova mo¼emo pokazati da je zapremina prizme qija
osnova ima povrxinu B a visina du¼inu H jednaka BH.

3.2. Zapremina piramide. Prika¼imo kako je mogu²e izraqunati za-
preminu piramide qija osnova ima povrxinu B, a visina du¼inu H.

Pretpostavimo da je piramida Φ smextena u koordinatni sistem Oxyz tako
da osnova piramide pripada ravni z = H a vrh je koordinatni poqetak.

Neka je 0 6 t 6 H. Sa F (t) obele¼imo presek piramide Φ sa ravni z = t,
a sa B(t) povrxinu figure F (t). Figura F (t), pri qemu je 0 < t 6 H sliqna

je figuri F (H) (osnova piramide) sa koeficijentom sliqnosti
t

H
. Stoga je

B(t) =
t2

H2
B. Daǉe, mo¼emo postupiti na dva naqina.

Prvi naqin jeste sprovo±eǌe Arhimedovog postupka. U tom ciǉu neka je

n ∈ N. Podelimo interval [0,H] taqkama zk = H
k

n
, 0 6 k 6 n. Za fiksirano

k ∈ {1, . . . , n} uoqimo prizmu Πk = D(zk) × [zk−1, zk], gde je D(zk) ortogonalna
projekcija figure F (zk) na ravan Oxy (slika 4).

Slika 4. Izraqunavaǌe zapremine piramide

Zapremina prizme Πk jednaka je B(zk)(zk−zk−1). Stoga, ako sa Vn obele¼imo
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sumu zapremina prizmi Πk, k ∈ {1, . . . , n} dobijamo

Vn =
n∑

k=1

B(zk)(zk − zk−1) =
n∑

k=1

z2
k

H2
·B · H

n
=

n∑

k=1

k2

n2
·B · H

n

=
BH

n3

n∑

k=1

k2 = BH
n(n + 1)(2n + 1)

6n3
.

Kako je lim
n→∞

Vn =
1
3
BH dobijamo da je zapremina piramide V =

1
3
BH.

Drugi naqin jeste primena integrala. Na taj naqin dobijamo da je zapremina
piramide

V =
∫ H

0

B(t) dt = H−2B

∫ H

0

t2dt =
1
3
BH.

4. Zapremina i povrxina rotacionih tela
.

Neka je f : [a, b] → [0, +∞) neprekidna funkcija i neka je

F = { (x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x) }.

Rotacijom figure F oko x−ose dobija se rotaciono telo Φ.

Slika 5. Izraqunavaǌe zapremine rotacionog tela

Uoqimo podelu P : a = x0 < x1 < . . . < xn = b intervala [a, b] i ,,pojas“ Πi

(i ∈ {1, . . . , n}) tela Φ izme±u ravni x = xi−1 i x = xi (v. sliku 5). Neka je

mi = min
x∈[xi−1,xi]

f(x) i Mi = max
x∈[xi−1,xi]

f(x).

Za zapreminu V (Πi) ,,pojasa“ Πi va¼i

πm2
i (xi − xi−1) 6 V (Πi) 6 πM2

i (xi − xi−1).
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Otuda za zapreminu V (Φ) tela Φ va¼i

π

n∑

i=1

m2
i (xi − xi−1) 6 V (Φ) 6 π

n∑

i=1

M2
i (xi − xi−1).

Me±utim, kako su π
n∑

i=1

m2
i (xi − xi−1) i π

n∑
i=1

M2
i (xi − xi−1) doǌa odnosno gorǌa

Darbuova suma funkcije πf2 pri podeli P a funkcija πf2 integrabilna sledi
da je zapremina V (Φ) tela Φ jednaka

(3) V (Φ) = π

∫ b

a

f2(x) dx.

Dodatno, ako je funkcija f diferencijabilna na (a, b) pokazuje se (videti
npr. [2]) da za povrxinu omotaqa tela Φ koju obele¼avamo sa S(Φ) va¼i

(4) S(Φ) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

4.1. Vaǉak. Ako je R > 0, H > 0 i funkcija f : [0, H] → [0, +∞)
definisana sa f(x) = R, onda je odgovaraju²a figura F pravougaonik stranica
H i R, a telo Φ vaǉak qiji je polupreqnik osnove R, a visina H. Stoga, na
osnovu (3), dobijamo da je zapremina vaǉka Φ jednaka

π

∫ H

0

R2 dx = πR2H,

dok na osnovu (4) dobijamo da je povrxina omotaqa vaǉka Φ jednaka

2π

∫ H

0

R
√

1 + 02 dx = 2πRH.

4.2. Kupa. Ako je R > 0, H > 0 i funkcija f : [0,H] → [0, +∞) definisana

sa f(x) =
R

H
x, onda je odgovaraju²a figura F pravougli trougao qije su katete

H i R, a telo Φ kupa qiji je polupreqnik osnove R, a visina H. Stoga, na osnovu
(3), dobijamo da je zapremina kupe Φ jednaka

π

∫ H

0

( R

H
x
)2

dx =
1
3
πR2H,

dok na osnovu (4) dobijamo da je povrxina omotaqa kupe Φ jednaka

2π

∫ H

0

R

H
x

√
1 +

( R

H

)2

dx = πR
√

H2 + R2.

Primetimo da je povrxina omotaqa kupe jednaka povrxini kru¼nog iseqka
qiji polupreqnik ima du¼inu

√
H2 + R2, a odgovaraju²i kru¼ni luk du¼inu

2πR.
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4.3. Lopta. Ako je R > 0 i funkcija f : [−R, R] → [0, +∞) definisana
sa f(x) =

√
R2 − x2 onda je odgovaraja²a figura F polukrug polupreqnika R,

a telo Φ lopta polupreqnika R. Stoga, na osnovu (3), dobijamo da je zapremina
lopte polupreqnika R jednaka

π

∫ R

−R

(√
R2 − x2

)2

dx =
4
3
R3π,

dok na osnovu (4) dobijamo da je povrxina sfere polupreqnika R jednaka

2π

∫ R

−R

√
R2 − x2

√
1 +

(
− x√

R2 − x2

)2

dx = 4R2π.

4.4. Sferna kalota. Neka su date sfera S i ravan α takve da je S∩α = k,
gde je k kru¼nica. Sferna kalota jeste povrx koju qine kru¼nica k i sve taqke
sfere S koje su sa iste strane ravni α. Visina sferne kalote jeste du¼ qije
su krajǌe taqke centar kru¼nice k i preseqna taqka sferne kalote i normale na
ravan α u taqki koja je centar kru¼nice k. Polupreqnik sferne kalote jeste
polupreqnik sfere S.

Ako je R > 0, 0 < h < 2R i funkcija f : [R − h, R] → [0, +∞) definisana
sa f(x) =

√
R2 − x2 onda se rotacijom grafika funkcije f oko x-ose dobija

sferna kalota polupreqnika R i visine h. Stoga je povrxina sferne kalote
polupreqnika R i visine h jednaka

2π

∫ R

R−h

√
R2 − x2

√
1 +

(
− x√

R2 − x2

)2

dx = 2πRh.

Primetimo da u graniqnom sluqaju, kada je h = 2R, sferna kalota postaje sfera.

4.5. Sferni pojas. Neka su date sfera S i dve paralelne ravni α1 i α2

takve da je S ∩ α1 = k1 i S ∩ α2 = k2, gde su k1 i k2 kru¼nice. Sferni pojas
jeste povrx koju qine kru¼nice k1 i k2 i sve taqke sfere S koje su izme±u ravni
α1 i α2. Visina sfernog pojasa jeste du¼ qije su krajǌe taqke centri kru¼nica
k1 i k2. Polupreqnik sfernog pojasa jeste polupreqnik sfere S.

Ako je R > 0, −R < a < b < R i funkcija f : [a, b] → [0, +∞) definisana sa
f(x) =

√
R2 − x2 onda se rotacijom grafika funkcije f oko x-ose dobija sferni

pojas polupreqnika R i visine h = b − a. Stoga je povrxina sfernog pojasa
polupreqnika R i visine h = b− a jednaka

2π

∫ b

a

√
R2 − x2

√
1 +

(
− x√

R2 − x2

)2

dx = 2πR(b− a) = 2πRh.

Primetimo da u graniqnom sluqaju, kada je ili b = R ili a = −R, sferni pojas
postaje sferna kalota.

Osim toga, interesantno je da povrxina sfernog pojasa zavisi samo od
polupreqnika i visine sfernog pojasa (rastojaǌa ravni α1 i α2), a ne i od
,,polo¼aja“ pojasa (,,polo¼aja“ ravni α1 i α2).
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4.6. Odseqak lopte. Neka su date lopta L i ravan α takve da je L∩α = K,
gde je K krug. Odseqak lopte jeste telo koje qine krug K i sve taqke lopte L
koje su sa iste strane ravni α. Visina odseqka lopte jeste visina odgovaraju²e
sferne kalote koja uz krug K qini granicu tog odseqka. Polupreqnik odseqka
lopte jeste polupreqnik lopte L.

Ako je R > 0, 0 < h < 2R i funkcija f : [R− h, R] → [0, +∞) definisana sa
f(x) =

√
R2 − x2 onda se rotacijom figure

F = { (x, y) ∈ R2 : R− h 6 x 6 R, 0 6 y 6 f(x) }.
oko x-ose dobija odseqak lopte polupreqnika R i visine h. Stoga je zapremina
odseqka lopte polupreqnika R i visine h jednaka

π

∫ R

R−h

(√
R2 − x2

)2

dx =
1
3
πh2(3R− h).

Primetimo da u graniqnom sluqaju, kada je h = 2R, odseqak lopte postaje lopta.

4.7. Pojas lopte. Neka su date lopta L i dve paralelne ravni α1 i α2

takve da je L ∩ α1 = K1 i L ∩ α2 = K2 , gde su K1 i K2 krugovi. Pojas lopte
jeste povrx koju qine krugovi K1 i K2 i sve taqke lopte L koje su izme±u ravni
α1 i α2. Visina pojasa lopte jeste visina odgovaraju²eg sfernog pojasa koji
uz krugove K1 i K2 qini granicu tog pojasa lopte. Polupreqnik pojasa lopte
jeste polupreqnik lopte L.

Ako je R > 0, −R < a < b < R i funkcija f : [a, b] → [0, +∞) definisana sa
f(x) =

√
R2 − x2 onda se rotacijom figure

F = { (x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x) }.
oko x-ose dobija pojas lopte polupreqnika R i visine h = b− a. Polupreqnici
krugova K1 i K2 jednaki su redom r1 =

√
R2 − a2 i r2 =

√
R2 − b2. Zapremina

pojasa lopte dobijenog rotacijom figure F jednaka je

π

∫ b

a

(√
R2 − x2

)2

dx = π(b− a)
(
R2 − 1

3
(a2 + ab + b2)

)

= πh
(
R2 − 1

3
(a2 + ab + b2)

)
.

Primetimo da u graniqnom sluqaju, kada je ili b = R ili a = −R, pojas lopte
postaje odseqak lopte.

Osim toga, interesantno je da zapremina pojasa lopte zavisi ne samo od
polupreqnika i visine pojasa lopte ve²e i od ,,polo¼aja“ pojasa (,,polo¼aja“
ravni α1 i α2).

Mo¼e se pokazati da je zapremina pojasa lopte u potpunosti odre±ena visi-
nom pojasa i polupreqnicima krugova K1 i K2. Preciznije, ako je visina odseqka
lopte h, polupreqnici krugova K1 i K2 redom r1 i r2 onda je zapremina pojasa
lopte jednaka

πh

6
(
3r2

1 + 3r2
2 + h2

)
.
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Zaista, kako je a2 = R2 − r2
1 i b2 = R2 − r2

2 i kako je ab =
1
2

(
a2 + b2 − (b− a)2

)

dobijamo

πh
(
R2 − 1

3
(a2 + ab + b2)

)
=

πh

6
(
3r2

1 + 3r2
2 + h2

)
.

4.8. Torus. Neka je 0 < r < R i k kru¼nica qija je jednaqina u Oxy ravni:
x2 + (y−R)2 = r2. Torus je povrx koja nastaje rotacijom kru¼nice k oko x-ose.
Primetimo da se prilikom te rotacije centar kru¼nice k (qiji je polupreqnik
r) kre²e po kru¼nici qiji je polupreqnik R. Kru¼nica k naziva se generatrisa
torusa, a kru¼nica po kojoj se kre²e centar kru¼nice k naziva se direktrisa
torusa.

Neka je

F1 =
{

(x, y) ∈ R2 : −r 6 x 6 r, 0 6 y 6 R +
√

r2 − x2
}

i neka je Φ1 telo koje nastaje rotacijom figure F1 oko x-ose. Daǉe, neka je

F2 =
{

(x, y) ∈ R2 : −r 6 x 6 r, 0 6 y 6 R−
√

r2 − x2
}

i neka je Φ2 telo koje nastaje rotacijom figure F2 oko x-ose.
Zapremina tela qija je granica torus (a koje tako±e nazivamo torus) qija je

generatrisa kru¼nica polupreqnika r, a direktrisa kru¼nica polupreqnika R
jeste

V (Φ1)− V (Φ2) = π

∫ r

−r

(
R +

√
r2 − x2

)2

dx

− π

∫ r

−r

(
R−

√
r2 − x2

)2

dx = (r2π) · (2Rπ).

Primetimo da je zapremina torusa jednaka zapremini pravog kru¼nog vaǉka qija
je osnova krug qiji je polupreqnik jednak polupreqniku generatrise, a visina
jednaka du¼ini direktrise torusa.

Povrxina torusa jeste

S(Φ1) + S(Φ2) = 2π

∫ r

−r

(
R +

√
r2 − x2

) √
1 +

(
− x√

r2 − x2

)2

dx

+ 2π

∫ r

−r

(
R−

√
r2 − x2

)√
1 +

(
x√

r2 − x2

)2

dx

= (2πR) · (2πr).

Primetimo da je povrxina torusa jednaka povrxini omotaqa pravog kru¼nog
vaǉka qija je osnova krug qiji je polupreqnik jednak polupreqniku generatrise,
a visina jednaka du¼ini direktrise torusa.

4.9. Toriqelijeva truba. Toriqelijeva truba jeste telo koje nastaje
rotacijom figure

F =
{

(x, y) ∈ R2 : 1 6 x < +∞, 0 6 y 6 1
x

}
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oko x-ose. Toriqelijeva truba jeste telo koje ima konaqnu zapreminu i qija
granica ima beskonaqnu povrxinu. Zaista, ako sa V obele¼imo zapreminu a sa
S povrxinu granice Toriqelijeve trube onda je

V = π

∫ +∞

1

1
x2

dx = π

i

S = π + 2π

∫ +∞

1

1
x

√
1 +

1
x4

dx > π + 2π

∫ +∞

1

dx

x
= +∞.

Neki matematiqari smatraju da je Toriqelijeva truba paradoksno telo. Naime,
kako je povrxina ǌene granice beskonaqna sledi da je potrebna beskonaqna ko-
liqina boje da bi se ta granica obojila. S druge strane u takvu trubu, kada se
u potpunosti napuni, staje konaqna koliqina boje koja ²e svakako obojiti ǌenu
unutraxǌost.

5. Zapremina tela u R3

U sekciji 3 prikazali smo kako mo¼emo izraqunati zapremine prizme i pi-
ramide ako su poznate povrxine ǌihovih osnova i du¼ine ǌihovih visina, a
u sekciji 4 prikazali smo kako pomo²u integralnog raquna mo¼emo raqunati
zapremine rotacionih tela.

U Matematiqkoj analizi definixemo ´ordan-merǉive skupove u R3, kao i
´ordanovu meru takvih skupova. Ukratko, za ograniqen skup E ⊂ R3 ka¼emo
da je ´ordan-merǉiv ako za svako ε > 0 postoji najvixe prebrojiva familija
kvadara takva da je skup ∂E (granica skupa E) podskup unije qlanova te familije
i suma zapremina svih qlanova te familije je maǌa od ε. ´ordanova mera skupa
E po definiciji je jednaka ∫∫∫

E

dx dy dz.

Zapreminu tela T u R3 mo¼emo definisati, na primer, kao ´ordanovu meru
skupa T . Imaju²i u vidu takvu definiciju zapremine mo¼emo uraditi slede²e
zadatke.

Zadatak 3. Neka je R > 0. Izraqunati zapreminu V (B) lopte
B = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 6 R2 }.

Rexeǌe. Imamo da je

V (B) =
∫∫∫

B

dx dy dz.

Nakon uvo±eǌa smene x = ρ cos ϕ cos θ, y = ρ cos ϕ sin θ, z = ρ sin ϕ, pri qemu
0 6 ρ 6 R, −π/2 6 ϕ 6 π/2, 0 6 θ 6 2π, primenom Fubinijeve teoreme (za
detaǉe videti, na primer, [3]) dobijamo∫∫∫

B

dx dy dz =
∫∫∫

[0,R]×[−π/2,π/2]×[0,2π]

ρ2 cosϕdρdϕdθ

=
∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫ π/2

−π/2

ρ2 cos ϕdϕ

)
dθ

)
dρ =

4
3
πR3. 4
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Zadatak 4. Izraqunati zapreminu V (Π) piramide

Π = { (x, y, z) ∈ R3 : x + y + z 6 1, x > 0, y > 0, z > 0 }.
Rexeǌe. Imamo da je

V (Π) =
∫∫∫

Π

dx dy dz.

Primenom Fubinijeve teoreme dobijamo da je
∫∫∫

Π

dx dy dz =
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

1dz

)
dy

)
dx =

1
6
. 4

Zadatak 5. Izraqunati zapreminu V (C) tela

C = { (x, y, z) ∈ R3 : z > 0, z 6 y2, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 }.
Rexeǌe. Va¼i

V (C) =
∫∫∫

C

dx dy dz =
∫∫

[0,1]×[0,1]

y2 dx dy =
1
3
. 4

6. Povrxina povrxi u R3

U sekciji 4 prikazali smo kako mo¼emo izraqunati povrxinu rotacione
povrxi. Sada ²emo prikazati kako mo¼emo raqunati povrxinu i nekih drugih
klasa povrxi.

U Matematiqkoj analizi (videti, na primer, [3]) dvodimenzionalnu glatku
elementarnu povrx u R3 definixemo na slede²i naqin. Skup S ⊂ R3 je dvodi-
menzionalna glatka elementarna povrx ako postoji preslikavaǌe

f = (f1, f2, f3) : (a, b)× (c, d) → S

koje ima slede²a svojstva4

1◦ f i f−1 su neprekidne bijekcije;
2◦ f je neprekidno diferencijabilno;
3◦ za svako (u, v) ∈ (a, b) × (c, d) va¼i

∂f

∂u
(u, v)× ∂f

∂v
(u, v) 6= (0, 0, 0) (tj. vek-

torski proizvod vektora
(∂f1

∂u
,
∂f2

∂u
,
∂f3

∂u

)
(u, v) i

(∂f1

∂v
,
∂f2

∂v
,
∂f3

∂v

)
(u, v) ra-

zliqit je od nula vektora).
Preslikavaǌe f nazivamo parametrizacijom povrxi S.

Primer 1. (Polusfera polupreqnika R) Neka je R > 0 i neka je S =
{ (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z > 0 }. Skup S je dvodimenzionalna glatka
elementarna povrx. Zaista, neka je f : (0, π)× (0, π) → S definisano sa

f1(u, v) = R cos u, f2(u, v) = R sin u cos v, f3(u, v) = R sin u sin v.

4Umesto proizvoda intervala (a, b) × (c, d) za domen preslikavaǌa f mo¼emo uzeti bilo koji
skup homeomorfan sa (a, b)× (c, d).
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Neposredno se proverava da preslikavaǌe f ima svojstva 1◦–3◦, tj. preslikavaǌe
f jeste jedna parametrizacija povrxi S.

Osim toga, preslikavaǌe f nije jedina parametrizacija povrxi S. Neka je
D = { (u, v) ∈ R2 : u2 + v2 < R2 }. Preslikavaǌe g : D → S definisano sa

g1(u, v) = u g2(u, v) = v g3(u, v) =
√

R2 − u2 − v2

ima svojstva 1◦–3◦ i jeste parametrizacija povrxi S, tako±e.

Kako mo¼emo odrediti povrxinu P (S) dvodimenzionalne glatke elementarne
povrxi S?

Kako bismo ukratko prikazali kako se definixe ta povrxina, pretpostavi-
mo dodatno da je preslikavaǌe f definisano i neprekidno diferencijabilno na
[a, b] × [c, d]. Uoqimo podele a = u0 < u1 < . . . < un = b i c = v0 < v1 < . . . <
vm = d intervala [a, b] odnosno [c, d] i aproksimirajmo preslikavaǌe f deo po deo
linearnim preslikavaǌem. Ideja je da, grubo govore²i, ,,male delove“ povrxi
aproksimiramo paralelogramima. Aproksimaciju sprovodimo na slede²i naqin:
na svakom od pravougaonika [ui−1, ui) × [vi−1, vi), 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m defini-
xemo preslikavaǌe lij (i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , m}) takvo da je

lij(u, v) = f(ui−1, vj−1) +
∂f

∂u
(ui−1, vj−1)(u− ui−1) +

∂f

∂v
(ui−1, vj−1)(v − vj−1).

Preslikavaǌem lij pravougaonik [ui−1, ui) × [vj−1, vj) preslikava se na parale-
logram Rij qije stranice imaju du¼ine

|fu(ui−1, vj−1)|(ui − ui−1) i |fv(ui−1, vj−1)|(vj − vj−1).

Povrxina paralelograma Rij jeste intenzitet vektorskog proizvoda vektora
∂f

∂u
(ui−1, vj−1)(ui − ui−1) i

∂f

∂v
(ui−1, vj−1)(vj − vj−1) odnosno va¼i

P (Rij) =
∣∣∣∣
∂f

∂u
(ui−1, vj−1)(ui − ui−1)× ∂f

∂v
(ui−1, vj−1)(vj − vj−1)

∣∣∣∣ .

tj.

P (Rij) =
∣∣∣∣
∂f

∂u
(ui−1, vj−1)× ∂f

∂v
(ui−1, vj−1)

∣∣∣∣ (ui − ui−1)(vj − vj−1).

Otuda povrxinu P (S) povrxi S mo¼emo definisati kao graniqnu vrednost sume
n∑

i=1

m∑

j=1

|fu(ui−1, vj−1)× fv(ui−1, vj−1)|(ui − ui−1)(vj − vj−1),

kad parametri podela intervala [a, b] i [c, d] te¼e nuli.5 Ispostavǉa se da pri
navedenim uslovima ta graniqna vrednost postoji i jednaka je∫∫

[a,b]×[c,d]

|fu(u, v)× fv(u, v)| du dv.

5Parametar podele P : a = t0 < . . . < tn = b intervala [a, b] jeste λ(P ) = max
i∈{1,...n}

(ti−ti−1).



16 M. Mateǉevi², M. Svetlik

Dakle,

P (S) =
∫∫

[a,b]×[c,d]

|fu(u, v)× fv(u, v)| du dv.

Mo¼e se pokazati (mi to ovde ne²emo qiniti) da povrxina dvodimenzionalne
glatke elementarne povrxi ne zavisi od parametrizacije te povrxi.

Primer 2. (Povrxina polusfere polupreqnika R). Na osnovu primera 1
imamo da je skup S = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z > 0 } dvodimen-
zionalna glatka elementarna povrx qija je jedna parametrizacija preslikavaǌe
f = (f1, f2, f3) : (0, π)× (0, π) → S definisano sa

f1(u, v) = R cos u, f2(u, v) = R sin u cos v, f3(u, v) = R sin u sin v.

Neposredno mo¼emo izraqunati da je
∣∣∣∣
∂f

∂u
(u, v)× ∂f

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ = R2 sin u.

Stoga je

P (S) =
∫∫

[0,π]×[0,π]

∣∣∣∣
∂f

∂u
(u, v)× ∂f

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ du dv =
∫∫

[0,π]×[0,π]

R2 sin u du dv

= R2

∫ π

0

(∫ π

0

sin u du

)
dv = 2πR2.

Povrxinu P (S) mo¼emo izraqunati koriste²i i parametrizaciju g : D → S
povrxi S datu u primeru 1. Tada je

∣∣∣∣
∂g

∂u
(u, v)× ∂g

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ =
R√

R2 − u2 − v2

i6

P (S) =
∫∫

D

∣∣∣∣
∂g

∂u
(u, v)× ∂g

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ du dv =
∫∫

D

R√
R2 − u2 − v2

du dv = 2πR2.

Primetimo da u sluqaju kad za parametrizaciju povrxi S uzmemo preslikavaǌe g

ono jeste neprekidno diferencijabilno na D, ali nije na D. Xtavixe,
∂g

∂u
(u, v)

i
∂g

∂v
(u, v) nisu definisani za (u, v) ∈ D \D, ali

∫∫

D

∣∣∣∣
∂g

∂u
(u, v)× ∂g

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ du dv

ipak postoji (u nesvojstvenom smislu7). 4
6D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 6 R2}
7U ovom radu ne²emo se detaǉnije baviti ovim fenomenom.
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Neka je 〈·, ·〉 : R3 × R3 → R preslikavaǌe definisano sa

〈(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)〉 = x1x2 + y1y2 + z1z2,

tj. standardni skalarni proizvod u R3. Daǉe, ako je

E(u, v) =
〈

∂f

∂u
(u, v),

∂f

∂u
(u, v)

〉
, F (u, v) =

〈
∂f

∂u
(u, v),

∂f

∂v
(u, v)

〉
,

G(u, v) =
〈

∂f

∂v
(u, v),

∂f

∂v
(u, v)

〉
,

jednostavno se mo¼e pokazati da je
∣∣∣∣
∂f

∂u
(u, v)× ∂f

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ =
√

EG− F 2. Stoga je

P (S) =
∫∫

[a,b]×[c,d]

√
(EG− F 2)(u, v) du dv.

Inaqe, funkcije E, F i G nazivaju se Gausovi koeficijenti povrxi S.
Polaze²i od definicije povrxine dvodimenzionalne glatke elementarne po-

vrxi mo¼emo definisati i povrxinu dvodimenzionalne glatke povrxi. Na pri-
mer, ako je povrx σ konaqna disjunktna unija glatkih elementarnih povrxi
S1, . . . , Sn, glatkih krivih γ1, . . . , γm i taqaka p1, . . . , pl onda je povrxina povr-
xi S jednaka zbiru povrxina elementarnih povrxi S1, . . . , Sn. Primeri takvih
povrxi su sfera i torus.

Zadatak 6. Izraqunati povrxinu sfere qiji je polupreqnik R.
Rexeǌe. Neka je σ = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2 }. Tada je σ disjunk-

tna unija glatke elementarne povrxi S qija je parametrizacija preslikavaǌe
f : (0, π) × (0, 2π) → R3 dato sa f(u, v) = (R sinu cos v,R sin u sin v, R cos u),
glatke krive L qija je paramatrizacija preslikavaǌe γ : (0, π) → R3 dato sa
γ(t) = (R sin t, 0, R cos t), kao i taqaka (0, 0, R) i (0, 0,−R). Stoga je povrxina
P (σ) povrxi σ jednaka povrxini P (S) povrxi S. Dakle, kako je E(u, v) = R2,
F (u, v) = 0 i G(u, v) = R2 sin2 u dobijamo

P (σ) =
∫∫

[0,π]×[0,2π]

√
(EG− F 2)(u, v) du dv =

∫∫

[0,π]×[0,2π]

R2 sin u du dv = 4πR2. 4

Zadatak 7. Izraqunati povrxinu torusa qija je direktrisa kru¼nica
polupreqnika R, a generatrisa kru¼nica polupreqnika r (0 < r < R).

Rexeǌe. Neka je τ torus qija je direktrisa { (x, y, 0) ∈ R3 : x2 + y2 =
R2 } a generatrisa { (0, y, z) ∈ R3 : (y − R)2 + z2 = r2 }. Tada je τ disjunktna
unija glatke elementarne povrxi T qija je parametrizacija preslikavaǌe f :
(0, 2π)×(0, 2π) → R3 dato sa f(u, v) = ((R+r cos u) cos v, (R+r cosu) sin v, r sin u),
glatke krive L1 qija je parametrizacija γ1 : (0, 2π) → R3 data sa γ1(t) = ((R +
r) cos t, (R + r) sin t, 0), glatke krive L2 qija je parametrizacija γ2 : (0, 2π) → R3

data sa γ2(t) = (0, R + r cos t, r sin t), kao i taqke (0, R + r, 0). Stoga je povrxina
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P (τ) povrxi τ jednaka povrxini P (T ) povrxi T . Dakle, kako je E(u, v) = r2,
F (u, v) = 0 i G(u, v) = (R + r cosu)2 dobijamo

P (τ) =
∫∫

[0,2π]×[0,2π]

√
(EG− F 2)(u, v) du dv

=
∫∫

[0,2π]×[0,2π]

r(R + r cos u) du dv = (2rπ) · (2Rπ). 4

Zadatak 8. Izraqunati povrxinu povrxi S = {(x, y, xy) ∈ R3 : x2 + y2 6 1}.
Rexeǌe. Neka je D = { (u, v) ∈ R2 : u2 + v2 6 1 }. Parametrizacija povrxi

S jeste preslikavaǌe f : D → R3 definisano sa f(u, v) = (u, v, uv). Kako je
E(u, v) = 1 + v2, F (u, v) = uv i G(u, v) = 1 + u2 imamo da je

P (S) =
∫∫

D

√
(EG− F 2)(u, v) du dv =

∫∫

D

√
1 + u2 + v2 du dv.

Nakon uvo±eǌa smene u = ρ cos θ, v = ρ sin θ, pri qemu ρ ∈ [0, 1] i θ ∈ [0, 2π]
dobijamo

∫∫

D

√
1 + u2 + v2 du dv =

∫∫

[0,1]×[0,2π]

ρ
√

1 + ρ2 dρ dθ = 2π

∫ 1

0

ρ
√

1 + ρ2 dρ

=
2π

3
(2
√

2− 1).

Dakle, povrxina povrxi S jeste
2π

3
(2
√

2− 1). 4
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