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IIOJAM ITOBPHIVHE 1N 3AITPEMUVHE

1. YBon

Hosepwuna n 3anpemuna cnanajy mehy Hajcrapuje MareMaruuke mojmose. WH-
TYUTUBHO OBE [IOjMOBE MOKEMO CXBATUTU KA0 HYMEPUUKY KAPAKTEPUCTUKY T€OMETPHj-
CKuX (urypa, moBpmu u tena. Ha mpumep, rpy6o rosopehu, moBpmuny ¢urype y
PABHU MOKEMO CXBATUTU Kao OPOj jeIMHMYHUX KBaJpaTa O KOjUX Ce Ta (purypa cac-
roju. Ilpm ToMme, jenuHWYHM KBampaT jecTe KBALpAT UMje CTPAHUIE UMA]y OY:RUAHY 1.
CuanyHo, 3ampeMuHy Tesa MOKEMO CXBATUTH Ka0 OPOj jeAMHWYHUX KOIAKa OJ KOjUX ce
TO TesI0 cactoju. [Ipm ToMe, jeIMHMYHA KOUKA jeCTe KOIKA YKje MBUIE UMajy Iy:KUHY 1.

dopmasHA ¥ y MOTIYHOCTH KOPEKTHA Ne(VHUNUja MOBPIIMHE U 3alpPEMUHE HIUje
jemnocrasra. Ilospmwmua ¢urypa y pasau (durype MosxkeMmo Buzetu kao onpebene
MOJICKYIIOBE CKyTIa RQ) MO:Ke ce NedUHUCATH Kao ABOAMMeH3moHauHa Jleberosa wmin
Koprnanosa mepa. CiencTBeHo, 3aIpeMuHa Teja y IPOCTOPY (Tena MOKEMO BUAETH
kao oapebhene mojckymose ckyma R3) Mome ce AedUHECATH KaO TPOMMMEH3UOHAIHA
Jle6erosa nnu sRopnanosa Mepa. Kopucrehu nepunnuujy moBpmmsue durype y paBHz
MO/KEMO Je(UHACATH U HOBPIIKHY HOBPIIN y IPOCTOPY.

2. IloBpmuHa ¢urypa y paBHH

2.1. IloBpmwmHa mpaBoyraoHuka. Ako cy a u b myxume crpanuna u P
NOBPIIVHA NpaBoyraoHuka ouma je P = ab. Cmenmjanno, mOBpIIMHA KBAApATa Y-
ja cTpamuna mMa nyxumy a jecte a?. Ilpupomso ce mamelie murame: MoeMo Jm
OBy (hOpPMYJIy M3BECTU U3 HEKUX APYIUX jeTHOCTABHUjUX? AKO Ha HpUMEp MOTJIeIaMo
nedurmmujy Jleberose Mepe ma R? (pumeru mmp. [1]) Bmmamo ma ce mo medumMIEAjE
y3uMma za je Jleberosa Mepa mpaBOyraoHUKa [aj, as] X [b1, ba], Tj. mpaBoyraoHuka umja
TeMeHa uMajy koopausare (a1, asz), (b1,as), (b1,b2) u (a1,bs), roe ¢y a1, as, b1,bs € R
TaKBU Ha je a1 < ag u by < by, jemmara (ag — ap) - (bo — by). Crora mMoskemo yseru
7 [1a je MOBPUIMHA TPABOYTAOHUKA UMje CTPAHWUIE MMajy Oy:KuHE a U b jenHaka ab mo
e UHUNN]U.

W3narame Ha OBy TeMy ayTopu Cy oApkaiu Ha Jlp:KaBHOM CeMHUHADY O HACTABM MATEMATHKE U
pauyHapcTBa, ¢pebpyapa 2024. romuae y Beorpany.
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2.2. IloBpmmumHa nmapaJiesiorpaMa. Bumenn cMoO #a ako Cy IO3HATE OY:KUHE
CTpaHUIA PABOYTAOHUKA OHIA jeJHOCTABHO MOKEMO OIPEAUTU W MOBPUIMHY TOT Ipa-
BOyraoHuka. 10 He BasKM 3a MPOW3BOJBHU mapaJjesorpaM. lIpemusnuje, ako cy mo3HaTe
Ly’KUHE CTpPaHUNA (IPOU3BOJLHOL) IApajesorpaMa TO HHUje HOBOJLHO A OIPENUMO U
MOBPHIMHY TOT MapaJjejorpaMa. Y TOM HULY Pa3MOTpuMo ciaemehu 3amaTak.

3AIATAK 1. Oapeantu moBpmunHy

a) ¥Bampara crpamune 1;

6) pom0a umja CTpaHMIA UMa OyKUHY | U 4Mju je jemaH yHYTpAIImU yrao jenHak
60°.
Pewemwe.

a) IoBpmmsa kBagpara crpanune 1 jecre 1.

6) Iospmmny P poMba uuja je cTpaHWna Ay:KuHE 1 U YMju je jeJaH yHy DALY yTao
jemnar 60° moxemo oapemutu kopucrehin amurusnOoCT mOBpmMEE (B. cauky 1).

Baxu P = ? A.

60° 507\ [~ 50°) /7]

Ciuga 1. Tloppmuna pombGa

Sanarak 1 mokazyje ma moctoje mapasenorpamu ABCD u A1 B1Cy D1 taksu na
je AB = A1B; = au BC = B;C; = b a nospmure uMm Hucy jennake. Ocum Tora,
HA OCHOBY Jelia 0) TOr 3alaTKa MOKEMO 3aK/LYUMTH M KAKO Ce y OIIITeM CJyYajy
pauyHa TOBPIIVHA HapajesorpaMa ako Cy MO3HATE My:KUHE CTPAHWIE U oarosapajyhe
Bucune. AKO cy a my:RuHa cTpanure, h, Ty:)kuHa oarosapajyhe Bucune u P nospmuHa
napaJsesorpama ouzna je P = ah,.

Pasmorpumo u cinemehum 3amartak, kKoju HAM Ce Ha NMPBU TOTJIEN MOKE YUMHUTU
ka0 nobpa miaycTpanuja (popMmyiie 3a MOBPUIMHY HapajegorpaMa ako Cy IaTe Ty:KUHA
CTpaHuULe U Iy:KuHa oxroBapajylie BucuHe TOT mapaJsesorpaMa.

3AATAK 2. Oapeantu ny:KuHY CTpaHume pomba, akO je OysKUHA BUCUHE TOT
pomba h = 6 a nopmuaa P = 24.

Pewemwe. Heka je myskuna crpanuie pomba jennaka a. Kakxo je P = ah cnemu

na je a = N omnocuo a = 4. Ha mpBu morsen 3amaTtak je Beoma jemHocraBad. Ila

BrcMO ra pemmiy OBOJBHO je Aa MOLeNUMO ABA IPUPOAHA Opoja (HApaBHO, AKO 3HAMO
(Gopmyay 3a moppmmHy poMba). MebhyTum, ako Malo AaHATU3UPAMO DEIIEHme MOKEMO
3aRBYUUTH O je Oy:KrHA cTpaHunme pomba kpaha ox mysxkwuue Bucuue pomba. A To
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je memoryhe. Ilakme pememe Koje cMo nobwau Huje nobpo. Tauwo pememe Ouia Ou
KOHCTATaIuja 1a TakaB poMO He moctoju. A\

[Tpumernmo jomr ma cMO IPUIMKOM M3BODema (opMyle 3a HOBPIIMHY Hapasielio-
rpaMa KOPUCTUIN aIATHBHOCT moBpmuHe ¢purypa. OBO CBOjCcTBO moBpmuHE (QUIypa
ropuctrhemo u 3a uzpoheme Apyrux Gopmyia.

2.3. TIloBpmmua Tpoyrisa. Op IBa NOmyJapHA TPOYria MOKEMO (GOpMU-
paru mapasenorpam. OTymoa ako Cy a Iy:KUHA CTPAHUIE TPOyria, hg TysKUHA OXrO-

a
Bapajyhe Bucune m P moBpmuua Tpoyriaa ouma je P = 7‘1 [Tospmmuny Tpoyria

MOMKEMO W3PAUyHATH M aKO Cy IDO3HATE Ny:KWHE CBUX CTpaHMIa Tpoyria'. Axo cy

a+b+c
a, b u ¢ nysxune crpanune tpoyria, P NOBpmUHA TPOyILIa U § = —g
P=/s(s—a)(s—b)(s—c).2
Youuire, jaCHO je Ia aKO HEKH €JIEeMEHTH TPOYIia (CTPAHULE WX YIJIOBY) jeNuH-
CTBEHO oApeDhyjy Taj Tpoyrao OHIa Ha OCHOBY HyMEPHUKMX KAPaKTEPUCTUKA TUX elle-
MeHaTa (Iy:KMHA CTPAHMIA W Mepa yrioBa) MOKEMO M3DAUyHATH U MOBDPIIAHY TOT

TPOyTIa.

OHZA je

Tako Ha mpuMep, 3a CBAKM OJf CTABOBA IOAYAAPHOCTA TPOYIIOBA MMAMO OIIOBa~
pajyhiy ¢opmyny 3a mospmuny Tpoyria. Bel cmo maBenu dopmyny koja oxroapa
crapy CCC (crpanuua-crpanuua-crpanuna). Ako cy maTe LysKUHE IBe CTDAHULE G
u b u mepa yraa 7y koju oapebyjy Te nBe crpanuie onga je ma ocuoBy crasa CYC
(cTpaHnna-yrao-cTpaHuna) Taj TPOyrao jeAMHCTBEHO onpeheH u HmeroBa IOBPIIMHA

jecte P = iab sinvy. Ako cy naTe Iy:KMHA CTPAHWIE @ U MEPE yTIIOBA (3 U Y HAJICTJIMX
Ha Ty CTDAHUIY OHAA je Ha OocHOBY craBa ¥ CY (yrao-crpaHuua-yrao) taj Tpoyrao
. . 1, sin Bsin~y

jemuucTBeHO onpehen u merosa nospmuna jecte P = —a®*——————. Konauno, ako

Cy nare nysuHe ABe cTpaHuue a u b (a > b) v Mepa yria (v HACIpaM CTPAHUIE ¢ OHIA je
ua ocuoBy crasa CCY (cTpaHuia-cTpaHuna-yrao) taj Tpoyrao jeIMHCTBEeHO oapeben

. 1, . X
U BTOBa MOBpHmMHA jecre P = §b sin « (\/ a? — b2sin a 4 bcos a). Nssoheme ose
yeTupu (OpMyIie 3a TOBPIIUHY TPOYTJA OCTABILAMO UATAOIMMA.

Hacynmpor Tome, mocroju DeCKOHAUHO MHOIO HENOIYIAPHUX TPOYIJIOBA UHdja je
jenHa cTpaHWna Ly:KUHE @ 1 OAroBapajyha BucuHa ayskune h, U CBU OHU UMAjy jeIHAKY
IOBPIUIMHY.

2.4. TIloBpmwmaa MHOroyrJua. lloppmuaa durype Koja ce MO¥e PaCTaBUTH
Ha KOHAYAH OpOj TPOYIJIOBA jelHAKA je 30MpY MOBDIIMHA TUX TPOYLJIOBA (HA OCHOBY
CBOjCTBa aIUTUBHOCTY HOBpmMEE). Kako ce cBaku n-Toyrao Mojxke pacTaBUTH HA 1 — 2
TPOYTJIOBa, CIeAN [a TMOBPIIUHY MHOTOYTJIA MOMKEMO OMPEIUTH TAKO IITO OIPEAUMO
TIOBPIIMHE TPOYTJIOBA HA KOje Ce Taj MHOTOYTao PacTaBiba.

Bunenu cmo na 3a uerBopoyrao To Huje mMoryhe; 3a pasamKy O YETBOPOYTJIA, TPOYTAO je jemumH-
CTBEHO oxpeljeH My:KMHOM CBOjUX CTpAHWIA.

2dopmyia je mosHaTa ka0 XepoHoB obpasam; He obpaljyje ce y PeIOBHOj HACTABM Y OCHOBHHM IIKO-
nama y Peny6munu CpOuju.
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[Tocebro, ako je maTa Iy:KUHA CTPAHUIE (G, WA IY:KAHA IOJIYIPEYHAKA YIMCAHOT
KpyTa 7, WK Ly/KAHA MOJYNPEUYHUKA OMUCAHOT Kpyra R, TPAaBUIHOT N-TOYIJa OHIA
MOKEMO OIpeIUTH MoBpmuHy P, TOr n-toyria. Baxkun

2 RQ 2
(1) Pn:n%ctgﬁznritgz:n%sinl.
n n

3amucra, KApPaKTePUCTUYHN TPOYTa0 OBOI M-TOYIJIA jeCTe jeIHAKOKPAKUA TPOyrao 4uja
je OCHOBUIA Iy:KUHE G, Kpaly Oyxuie R, , BUCHHA KOja OArOBapa OCHOBUIW Iy:KUHE

T
T, ¥ yTa0 IpU BpXy — (cauka 2).
n

Cumra 2. IloBpmuma IpaBUIHOr N-TOYTIA

. . .1 . 27
IloBpmuHA TOr TPOYTIIa, C jeHE CTPAHE, jeIHAKA je §Ri sin —~, a ¢ apyre cTpase

—anTn. Oryma, ysumajyhu y 063up na je gn tg T nmobujamo oxrosapajyhe ¢op-
n

2 2r,
MyJIe.
Crenujasnso, MOBPIIMHA NPABUJIHOL IETOYIJIA UYKja j€ CTPAHUNA IY:KUHE a4 jecTe
5a> T
P=—ctg—.
1 85

2.5. Iloepmmua kpyra. Heka je mar kpyr k momynpeunura 7. [locmarpajmo
OPaBUJIHE N-TOYTIIOBE YIKUCAHE Y KPYT k U IPABUIIHE N-TOYIJIOBE OMUCAHE OKO Kpyra k.
O6enexumo ca P,(n,r) MOBpUIMHY IPaBUIHOr N-TOYIJA YOUCAHOT y KPYr k, a ca

P,(n,r) moBpuuHy IPABUIHOT N-TOYIJIA ONUCAHOT OKO kpyra k. Ha ocuoBy (1) Bawu
2

T 2 m
P,(n,r) = no sin = u P,(n,r) = nr’tg —. Jacmo je ma 3a moBpmmHy EpyTra k,
n n

KOjy MOskeMo obeneskutu ca P(r), MOpajy BaKUTHU HejeHAKOCTU

(2) P,(n,r) < P(r) < P,(n,r).
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Moske ce nmokazaru ma je uu3 P, (n,r) momorono pacryhu, a mu3 P,(n,r) MOHOTOHO

onanajyhu. Ocum Tora Basxku

2
T 2m 9

lim P,(n,r) = lim n—sin — =r’x

n—oo n—oo n

. . T
lim P,(n,r) = lim nr?tg — = 7.
n—oo n— o0 n

Crora, yaumajyhu y o63up (2), nobujamo P(r) = r?m.

2.6. IloBpmuua KpmBOJIHMjCKOr Tpamesa. Heka je f : [a,b] — [0,400)

HEIPEKUIHA (YHKIM]ja U HEKa je
={(r,y) eR*:a<2<b0<y< flx)}

Kako ce mepunmme, oHOCHO UeMy je jemnaka mospmuaa durype ®?3 Ha npumep, gemy
je jemnaka nospmmaa purype @, ako je f : [0,1] — [0, 4+00) pyHrmMja neduHMCAHA Ca
f(x) =227

Craporpukn mMareMatuuap Apxmmven je moBpumHy ckyma ¢ m3pauyHao CmpoBoO-
nehu nocTynak umjy ocaBpeMemeHy BeP3Hjy IPHKa3yjeMO Y HACTaBKy M3JArama.

Hera je n € N. Ilogemumo untepsan [0,1] taukama z = —, 0 < k < n u
n

nocMaTpajMo npasoyraouure Py, = [xp_1,xg] X [0, f(zg)], 1 < k < n (camka 3). Aro
je S, cyma MOBpIIMHA CBUX MpaBOyraoHUKa Py oHIA je

=
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Cuura 3. IIpasoyraonumu Py

R |
Kako je lim — = 0, Ha ocHOBy mpaBmia 3a JuMec 30Upa W MPOU3BOIA, 3aKIbY-

n—oo N 1
yyjemo na je nl{r_&)@ S, = 3

C nmpyre crpane, ako 3Hamo mHTerpase u tbyre-Jlajorunosy dopmyiry, jemHoc-
TaBHO qOOUMjaMo na je moBpmuHa purype P jenmaka

1 31
/m2d:r:m—
0 3

3durypa ® mazmBa Ce M KPUBOJMHUICKE TpATe3.

1
-

x=0
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Kako moxxemo m3Bectu Hbyru-JlajonunoBy ¢opmyny? OOHOCHO, KAkKO MOMKEMO
nokasaru na je mospumna purype P jemnara F(b) — F(a), npu uemy je F' npuvurusma
¢yuruuja pyuruuje f7

3at € [a,b] nedpurnmemo

Aty ={(z,y) eR*:a<2<t,0<y < f(2) }.

O6enesxnmo ca P(t) nospumny ¢urype A(t).

[puvernmo na je P : [a,b] — [0,400). Cnemmjammo, P(a) = 0 a P(b) je
nospumsa ckyna ® (jep je A(b) = ).

Ilame, Heka je t € [a,b) ¢purcupano u h > 0 Takso ma t + h € [a,b]. Ocum Tora,
HEKa je

M = = 1 .
(Jnax f@) wom= min f(z)

Taza (360r menperkumnoctu gpynruuje f) nocroje 0 < 61,02 < 1 Taxsu zxa je
M= f({t+6h) nu m= f(t+02h).
JacHo je ma Baxku
ft+0h)h=mh < P(t+h)— P(t) < Mh= f(t+01h)h.

Orynma je
P(t+h) — P(t)

f(t+62h) < .

a CaMUM THUM U

i . P{t+h)— P .
< — -
hlir&_ f(t+62h) < h£%1+ Y < hli%l+ f(t+01h),
Tj.
f) < P'(t) < f(D).
Awnanorno, pasmarpajyhin ¢urcupano t € (a,b] u h > 0 Takso na t — h € [a, b]
MOKE ce mobuTtu

f(t) < P(t) < f(D).

Ilaxre, 3a cBako t € [a, b] Baskn
P'(t) = f(t).

Ipyrum peunma dpyurmmja P je npumutusHa QyHruuja (Heoxpebenu unrerpad) ¢yHk-
muje f. Hlrapume, P muje Guimo koja npuMmuTuBHa (yHEmuja ¢Qyarnuje f, Beh ona
NPUMUTUBHA (YHKIMja uMja je BPeOHOCT y Tauku a jemHaka 0 (Bumeam cMo 1a je
P(a) =0).

Iakne, P(t) = F(t)—F(a), rae je F mpou3Bo/bHA IPUMUTUBHA QYHKIA]a (OYHKIM-
je f.

Komauno, kako je ¢ jemme crpane P(b) mospmmua ¢urype ®, a ¢ mapyre crpane
P(b) = F(b) — F(a) nobujamo na je nospmuna purype O jemmara F'(b) — F(a).
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3. 3ampeMuHa TEJa y IPOCTOPY

3.1. 3anpemumnua mpusme. Ako cy a, b u ¢ nysxkuHe uBuna u V' 3ampemuHa
kBanapa ouga je V = abe. Cuuuno, kao m kon oarosapajyhe dopmyse 3a moBpmuHY
IPaBOYTAOHWKA U OBY (DOPMYJY 3a 3aIPEMUHY KBAApa MOMKEMO Y3eTH 3a Ne)UHUIM]Y
3ampemuHe kBazapa. CileICTBEHO, MOKEMO Y3€TH [a je 3alpeMHUHA KOIKEe Yija MBUIA
UMa Iy#EuHy @ 1o ge¢wEMIMju jemmaka a. Jlame, aHAJOTHO KAo IMTO CMO M3BEJH
(opMye 3a MOBPIIMHE MHOTOYTJIOBA MOKEMO IIOKA3aTH & je 3alpeMUHA IPU3ME uuja

OCHOBa mMa TOBpmuHY B a Bucuua ny:xuny H jennaxka BH.

3.2. 3ampemwuna nupamunne. lIpuraxumo kako je moryhe mspauymaTu 3a-
OpeMUHYy OUPAMUAE Uhja OCHOBA MMa moBpmuHy B, a Bucmna myxuny H.

[IpernocraBuvo na je nupamuga ¢ cvemrena y koopauHaTHy cucteM OXyz Tako
[Ia OCHOBA MUpaMuJIe Tpunaja pasau z = H a BPX je KOOpIMHATHY MOUYETAK.

Hera je 0 < t < H. Ca F(t) obenesxumo npecek mupamune ¢ ca pasuu z = t,
a ca B(t) mospmuny ¢urype F(t). Purypa F(t), npu uemy je 0 < t < H camuna

je ¢urypu F(H) (ocHoBa mupaMune) ca KOEQUIMjEHTOM CINUHOCTIH I Crora je
2

B(t) B. Iame, MOKEMO HOCTYIUTH Ha IBA HAUMHA.

_t

T H?

IIpBu Hauun jecre cupoBobeme ApxXuMemoBOr MOCTYmKa. ¥ TOM IUILY HEKa je
k

n € N. Hogeaumo unrepsaxn [0, H] taukama 2z, = H—, 0 < k < n. 3a ¢urcupano

n
ke {1,...,n} younmmo npmsmy II = D(z) X [2k_1, 2k], TH€e je D(2)) oproronanma
npojexnuja ¢urype F(zy) na pasan Oxy (caura 4).

w

Cuauka 4. VzpauynaBame 3anpeMune TUPAMULIE

Sanpemuna npusme 11, jennaka je B(zy)(zx—25—1). Crora, ako ca V,, oBenexumo
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cymy 3anpemusa npusmu Iy, k € {1,... ,n} mnobujamo

n 2 n
n—ZBZk 2k — Zk—1) = Z% B'g:27'3';
H n(n

—;W:BH 53

1
Kaxko je lim V,, = §BH nobujaMo na je 3ampeMuHa mmpamune V = gBH.

n—oo
Ilpyru HaumH jecTe mpuMeHa MHTErpaa. Ha Taj Hauma mobujamo ma je 3ampeMuHa
TUIpaMuIe
H 1
V= / 23/ t?dt = —~ BH.
0 3

4. 3anpeMuHA U MOBPHIMHA POTAIMMOHUX TeJia

Hexa je f : [a,b] — [0, +00) HenmpeknaHa QyHKIMja U HEKa je
F={(r,y) eR?:a<2<b0<y< flz)}

Poranujom ¢urype F' oko z—oce nobuja ce poramuoro reino P.

Cumra 5. V3pauyHaBame 3ampeMuHE POTAIMOHOL TEIA

Youumo momeny P:a =xg < x1 < ...< &, = b udrepsana [a,b] u ,mojac* II;
(te{l n}) rena ® nameby pasan © = 2,1 u ¢ = z; (8. caury 5). Hera je

min  f(z) m M;= max f(x).

m; =
rE€[xi—1,%4) r€[ri_1,24)

3a sampemuny V (II;) ,mojaca“ II; Bawu

am?(z; — x;q1) < V(L) < tMP (2 — 25-1).



Ilojam nmoBpmHe U 3apeMuHe 9

Oryna 3a sanpemuny V(®) tena ® axku
w> mi(ai —wio) S V(@) <7y MP(ai — i)
i=1 i=1

n n
MebyTm, kako cy 7 > m2(z; — x;—1) um Y, M?(z; — x;_1) I0ma OJHOCHO TOPHA
i=1 i=1

Iap6yosa cyma ¢ymkmaje 7f2 npu mogema P a ¢ymkmmja 7 f2 urTerpabuina ciemmn
na je sanpemuna V(®) rena P jenmaka

b
(3) V(®) :77/ f2(z) da.

Honarro, ako je ¢pynrnuja f mudpepenuujabunna Ha (a,b) mokasyje ce (Bugeru
HOp. [2]) ma 3a noBpmumHy oMoTaua Teaa P kojy obenesasamo ca S(P) Baxu

b
(4) S(®) = 2n / @)V T (@) de.

4.1. Basak. Axo je R > 0, H > 0 u ¢yurxnuja f : [0, H] — [0,+00)
nedpunucana ca f(x) = R, ouga je oarosapajyha ¢urypa F' npaBoyraoHuk cTpaHuUIa
H u R, a teno ® Bawaxr umju je nomynpeunur ocHoBe R, a Bucuua H. Crora, Ha
ocHoBy (3), mobujamo ma je 3ampemuna Baipka P jemnara

H
™ / R?dx = TR*H,
0
IOK Ha OCHOBY (4) mobujamo ma je noBpmuHa omoTava Bamka P jemnara

H
277/ R\14+02dx =27RH.
0

4.2. Kyna. Axo je R > 0, H > 0 u ¢yurumja f : [0, H] — [0, +00) nedunucana
R
ca f(x) = —x, ouga je omgrosapajyha ¢urypa F' npasoyriu Tpoyrao umje Cy Karere

H u R, a reno ® kyna umju je momynpeunur ocaose R, a Bucuna H. Crora, Ha OCHOBY
(3), mobujamo ma je sampemuna kyune P jemnara

7T/H (gmf dr = %ﬂ'R2H7
0

IOK Ha ocHOBY (4) mobujamo xa je moBpmmHa omoraya kyme P jemnaka

"R R\ SRy
QW/O Ex,/u(ﬁ) de = 7RV H? + RZ.

[TpumeTumo ma je moBpmMHA OMOTaYa KyIe jelHAKA MOBPIIUHUA KPYKHOT MCEUKa
uKMjyu TMOJIyIpeuHuk mMa ayxuay v/ H?2 + R2, a omrosapajyhin KpysHM YK ILy:KHUHY
27 R.
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4.3. Jlomra. Axo je R > 0 u ¢yurumja f : [ R, R] — [0,+00) neduuucana
ca f(zr) = vVR? — 22 onma je omrosapajalia ¢urypa F nomykpyr monaynpeunuka R,
a teno ¢ monrta noaynpeunuka R. Crora, Ha ocuoBy (3), moGujamo ma je 3ampeMuna
sonTe mosynpeunnka R jemmaka

ﬂ'/R (\/R2 —z2)2 dr = %st,

—R

IOK Ha OCHOBY (4) mobujamo na je mospmmHa cdepe nmoaynpeunuka R jemnara

R x 2
2 VR2 — 221+ (—) dr = 4R’T.
7T/_R \/ VR? — g2 i

4.4. Cpepna rasora. Hera cy mare chepa S u paBan o Takse na je SNa = k,
rze je k kpyxuuna. Cepra xaaoma jecte TOBPII KOjy UMHE KPY/KHUIA K U CBE Tauke
cpepe S Koje cy ca mcTe CTpaHe PaBHU . Bucuka cfiepre Karome jecTe Oyx dumje
CYy Kpajlme Tauke IEHTAp KPYKHUIE k U IpecevHa Tadka cepHe KajJoTe ¥ HOpMaJe Ha
paBaH (v y Ta4Kd Koja je meHTap KpysxHune k. Ioaynpewnux cdepre xanome jecte
HOJyIpeuHuk chepe S.

Axro je R > 0,0 < h < 2R u ¢ynrumuja f : [R — h, R] — [0, +00) nedunucauna
ca f(x) = VR?—x? omma ce porammjoM Tpaduka ¢ymkmaje f Oko x-oce mobuja
chepra kajgora nomynpeurrka R u Bucuue h. Ctora je moBpmuHa c{epHe KajioTe
nosynpeunuka R u Bucune h jenHaxa

R
T
2 VR — a2y 1+ (- —
W/R—h x\/ < VR? — a2

[Tpumernmo na y TpaHUYHOM CIy4dajy, kana je h = 2R, cdepHa Kajora mocraje cdepa.

2
) dr = 27 Rh.

4.5. Chepuu nojac. Heka cy nate chepa S u [1Be mapasesHe paBHA i U Qg
TakBe ma je SNa; =k n SNagy = kg, rme ¢y ki u kg xpysmune. Cdepru nojac
jecte moBpII KOjy umHe Kpy:kHUIE k1 U ko 1 cBe Tauke cdepe S koje cy uamehy pasHn
oy U ag. Bucuna ceproz nojaca jecte nyx umje cy Kpajmbe Tauke NEHTPU KPY:KHUIA
k1 u ko. Hoaynpewnuk cdeproz nojaca jecre HOIYyOPEYHUK chepe S,

Arkoje R>0, —R < a<b< Ru ¢pyusuuja f : [a,b] — [0, +00) nedunucana ca
f(x) = VR? — 22 ouma ce porauujom rpadura Gpyaxuuje f oko x-oce nobuja chepHu
nojac moaynpeunuka R u Bucure h = b — a. Crora je moBpmumHa chepHOr mojaca
noaynpeunuka R u Bucune h = b — a jennaxa

b 2
27T/a \/RQ—J:Q\/I—G— (—h) dx =27R(b—a) = 27 Rh.

[Ipumvernmo ma y rpaHudHOM CIyuajy, kaga je wmn b = R niu a = — R, chepru nojac
nocraje cepHa KajoTa.

Ocum Tora, WHTEPECAHTHO je Oa HOBPIIUHA C(EPHOr IMOjaca 3aBUCH CAMO OJ
NOJIyTIPEYHVKA W BUCHHE C(epHOT mojaca (pacrojama DaBHM () U (i), a HE U Of
SHONOKaja “ mojaca (,mooKaja’ paBau (rp U ().
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4.6. Onceuax ynonre. Heka cy nare nmonta L u paBan « takse na je LNa = K|
rue je K kpyr. Odcewax aonme jecte Teno koje umue kpyr K u cBe tauke sonre L
KOje Cy ca UCTe cTpaHe paBHU . Bucuma odcewka aonme jecre BucuHa oarosapajyhe
cdepre KajgoTe Koja y3 kpyr K umHE rpaHuiy Tor oxceuka. lloaynpeunuk odcewra
A0NMeE jecTe TOTYIPEeYHUK jonre L.

Aro je R > 0,0 < h < 2R u ¢pynxumja f : [R — h, R] — [0, +00) nedunucana ca
f(z) = vVR? — 22 onma ce poramujom Qurype

F={(r,y) €eR*: R—h<2<RO<Ly< flx)}.

OKO x-oce mobmja ojcevak jomnte moiynpeunuka R u Bucuue h. Crora je 3ampemuHa
OJICeUKa JIONTE HMOJynpevnuka R u Bucuue h jemHaka

w/R (\/RQ - a:2)2 dz = %wh2(3R —h).

R—h

[Tpumernmo na y rpaHMYHOM CIyUajy, Kama je h = 2R, oncevax JIOnTe IOCTaje JIONTA.

4.7. Ilojac momre. Hera cy marte smomra L u mBe mapaJiesHe PaBHU (vp U (g
takBe ma je LNa; = Ky u LN asy = Ky , toe cy Ky u Ky xpyrosu. Ilojac nonme
jecte moBp kKojy umue kpyrosu K u Ko u cBe tauke jgonte L koje cy m3mebhy paBuu
a1 u ay. Bucuwna nojaca nonme jecte BucuHA oxroapajyhier cdepHor mojaca Koju
y3 kpyroBe Kj u Ko uvHEN rpaHumy TOr mojaca jonte. [loaynpeunur nojaca sonme
jecre moaynpevnuk Jjomre L.

Arkoje R>0, —R < a<b< Ru ¢yusuuja f : [a,b] — [0, +00) nedunucana ca
f(x) = vV R? — 22 ouma ce porauujoM purype

F={(z,y) eR*:a<2<b0<y< f(zx)}.
OKO z-0ce no0uja mojac JjonTe moiynpeunnka R u Bucube h = b — a. Ionynpeunuru

kpyrosa K; u Ko jemnaku cy pemom r1 = VR2 —a? urg = vV R? — b2, Banpemuna
nojaca Jjonre nobujeHor poramujoMm ¢urype F' jenHaka je

7r/ab (\/]mrdx_ﬂ(b_a)(ﬁ;z_ é(@2+ab+b2))

wh (32

(a +ab+ b2)>
3
[Ipumernvo ma y rpaHUYHOM CIydYajy, Kaga je naun b = R nim a = — R, mojac somre
IOCTaje OJCEYAK JIONTE.

OcuM TOra, MHTEPECAHTHO je Ma 3alpeMUHa I0jaca JIONTe 3aBUCU HE CAMO O
HOJyIpeYHMKa U BUCUHE Tojaca jonre Befie m on ,monoskaja‘“ mojaca (,momoskaja‘
PaBHU (v] U 3).

Moske ce mokazaTy ma je 3aIpeMuHa Imojaca JIONTE Y MOTIYHOCTH oapehena Bucu-
HOM Tojaca u moayunpeununuma kpyrosa Ky u Ko. Ilpermsuuje, ako je BucuHa 0nCeUKa
gomre h, monyupeununu kpyrosa K u Ko pemoM rq u ro OHIA je 3apeMUHA MOjaca
JIOTITE jemHAKA

%h (37“% + 373 + h2) .
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1
3amcra, kako je a’ = R? —r? u b> = R? — r3 u xako je ab = 3 (a2 +0%— (b— a)2>
nmobujamo

71'h(R2 - %(a2 +ab+ b2)) = %h (3rf +3r3 + h?).

4.8. Topyc. Hexa je 0 < r < R u k kpysxuuia unja je jeqnaunua y Oxy paBHu:
22+ (y — R)? = r%2. Topyc je noBpI Koja HACTaje POTAIMjOM KPYHKHHIE Kk OKO T-0Ce.
[IpuMmeTuMO [a ce MPUIUKOM Teé POoTanuje UeHTap Kpy:kHuie k (uuju je mosynpednuk
r) kpehe o kpyskaunu uuju je noaynpeunuk R. Kpyxuuna k nasusa ce eenepampuca
mopyca, a KPY:KHUIA 10 KOjoj ce Kpehie meHTap Kpy:KHUIE k HA3UBA ce Jupexmpuca
mopyca.

Hexa je

F1:{(x,y)G]R2:—réxér,OéyéR—i—VrQ—ﬁ}

n Heka je $; Terno kxoje Hacraje poramujom dpurype F) oko z-oce. Ilame, Heka je

F2:{(x,y)€R2:—réxér,Ogng—\/ﬂ—xQ}
u Heka je $o Tesno Koje Hacraje poramujom dpurype Fh oko z-oce.

3anpemuHa Tesa 4uja je rpanuia Topyc (a koje Takobe HazuBaMo Topyc) umja je
reHepaTprca KPY/KHAIA HOIYIPEUHUKA T, & AUPEKTPUCA KPYKHUNA IONynpeyHunka R

jecte
I

(R+ \/rg—xQ)zdx
fﬂ'/r (R— r27x2)2d:z::(r27r)'(2R7r).

-

V(@) - Vigs) =7 |

—r

[TpumeTnmo ma je 3ampeMuHa TOpyca jeaHAKA 3aMPEMUHU IPABOT KPY/KHOT BaJbKa Udja,
j€ OCHOBa KpYT UMjU je TOJYyIPEYHUK jeTHAK IOJYIPEYHUKY NeHEpPATpPUCE, & BUCUHA
jemHaKa IyKUHE TUPEKTPUCE TOPYCA.

[Tospumura TOpyca jecre

S(®1) + S(®y) = 271'/ (R+ M) \/1 + (—x>2dx

s
—r 2 — 12

T 2
+27‘r/ (R— T2I2)\/1+<f2) dz
—r r2—z

= (27R) - (27r).

ITpuMernmo na je MOBpmEUHA TOpycCa jeAHAKA MOBPIIMHM OMOTayda IPABOI KPY/KHOT
BaJbKa UMja je OCHOBA KPYT UMjU je MOJYIPEUHUK jeTHAK NONIYIPEUHUKY I'eHepaTpUCe,
a BUCHHA je[JHAKA OYKUHWU IAPEKTPUCE TOPYCA.

4.9. TopuuenujeBa Tpy6a. TopuuenujeBa Tpyba jecTe Teno Koje HACTaje
poranujoM Qurype

1
F:{(m,y)€R2:1<x<+oo,0<y<}
x
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oko z-oce. TopuuenujeBa TpyOa jecTe TEJIO KOje MMa KOHAUHY 3alPEMUHY U UHja
rpanuna uMma OeCKOHAYHY MOBPIIMHY. 3aUCTa, aKO ca V 00eNeRKUMO 3alpPEMUHY & Ca
S mospumny rparune Topuuenujese Tpybe onga je

+oo 1
V:ﬂ'/ —2dx:7r

1 €T
+oo +o00
1 1 d
1 T x 1 x

Hexu maTematuuapu cmarpajy ga je TopuduenujeBa TpyOa mapamokcuo teso. Hawmwme,
KaKO je MOBPIIMHA HeHe T'PaHule OeCKOHAUHA CJIEeNN Na je moTpebHa OecKOHAUHA KO-
muunaa 6oje ma 6u ce Ta rpanuna obojuna. C mpyre crpade y TakBy TpyOy, Kama ce
y HOTIYHOCTW HAIYHW, CTaje KOHAUHA KoJuumHa 0oje Koja he cBakako 000juTH WmEHY
VHYTPAIIBOCT.

5. 3ampemuna Teaa y R3

Y cexmuju 3 MpUKa3aIU CMO KAKO MOMKEMO M3PAUYYHATHU 3alPEMUHE TPU3ME U TH-
paMmyie ako Cy IIO3HaTe IOBPIIMHE HUXOBUX OCHOBA U NYKMHE HBUXOBUX BHUCHUHA, a
y Cermuju 4 IPUKA3aJd CMO KAKO MOMONY WMHTErpasHOr pPadvyHA MOKEMO DAUyHATH
3allpeMUHE DOTAIMOHUX TeJa.

Y MaremaTuuroj aHamm3u ge¢uHAmEMO sROpAaH-MepJpuBe ckymoBe y R3, kao u
#KopaaHoBy Mepy TakBHUX CKymOBa. YKpaTkO, 3a orpammden ckyn F C R? kamemo
na je sRopman-mepsuB ako 3a cBako € > ( mocroju HajBuie IpebOpPoOjuBa (aMUIAja
KBajapa Taksa 1a je ckyn OF (rpanuna ckyna E) mOICKyT yHU]e UTaHOBA T€ GaMUIILje
7 CyMa 3aIlpeMUHA CBUX WIAHOBA Te paMumiuje je Mama on €. sKopaaHoBa Mepa CKyma

E 1mo mepununumju je jennaka
/// dx dydz.
E

Sanpemuny Tema T y R® momemo nedummmcarn, Ha mpuMep, kao rKopaaHOBY Mepy
ckyna T'. MMajyhu y Buny TaxBy DepuUHWUIM]Y 3alpeMuHe MOKEMO ypaautu cienelie
3aJaTKe.

3AIATAK 3. Heka je R > 0. Uspauynatu 3anpemuny V (B) sonte
B={(x,y,2) eR®:2? +9y* + 22 < R*}.

Pewewe. VImamo na je
V(B) = // dx dydz.
B

Hakon ysobema cmere z = pcospcosf, y = pcospsind, z = psinp, upu demy
0<p<R, —7/2< ¢ <7/2,0< 6 < 27, npumenom PyOunujese Teopeme (3a
IeTasbe BUIETH, Ha npuMep, [3]) mobujamo

/// drdydz = /// p* cos pdpdpdd
B [0,R]x [~ /2,7 /2] [0,27]

1 27 /2 4
= / / / picospdp | df | dp = —mR®. A
0 0 —/2 3
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3ANATAK 4. Uspauynaru 3anpemuny V (IT) mupamune

M= {(v,y,2) ER*: 2 4+y+2<1,2>0,y>0,2>0}.

V1) = ///H dz dy dz.

[Tpumenom ®ybunumjeBe Teopeme modbumjamo ma je

i [ ([ ([ )i o

3AIATAK 5. Uspauynaru 3anpemuny V(C) rena

C={(z,9,2) €R?*:2>20,2<9%,0<2<1,0<y <1}

Pewemwe. VImamo na je

Pewemwe. Baxn
1
V(C’):/// dfcdydz:// Vdedy==. A
c 0,1]x[0,1] 3

6. IloBpmuua noBpmmu y R3

Y cexmmjum 4 mpuWEKa3adM CMO KAaKO MOMEMO M3DAadYyHATH HOBPIIMHY POTAIMOHE
nospmm. Cana hemo mpuka3aTé Kako MOKEMO padyHATH NOBDPIIMHY U HEKUX APYTUX
KJ1aca TOBPIIHL.

Y Marematnukoj anamusu (BUOeTH, Ha TpuMep, [3]) ABOAMMEH3MOHAJHY TIATKY
eneMenTapuy moBpm y R3 nedummmenmo Ha cmenehu maumm. Crym S C R3 je nBomm-
MEH3MOHAJHA TJIaTKA eJIeMEeHTapHA MOBPII aKO HOCTOjU TIPECIUKABAHE

f= 112, f3) : (a,b) x (¢,d) = S

Koje mma cieneha cpojerpat

1° fu f~! cy nempexunue 6ujexuuije;
2° f je HemperuaHO AU(EpPEHIH]abuIHO;

3° 3a cBako (u,v) € (a,b) X (¢,d) Baknu %(u, v) X %(u, v) # (0,0,0) (rj. Bex-
TOPCKU TMPOU3BOJ BEKTOPA, (%, %, %) (u,v) (%, %, %) (u,v) pa-

3JIMYAT je O HyJa BEKTODA).

[IpeciaukaBame f HazuBaMO napamempusayujom nospu S.

IpuMeP 1. (Ilonycdepa moaynpeunvka R) Heka je R > 0 u meka je S =
{(z,y,2) ER3: 2% + 9% +22 = R% 2> 0}. Cryn S je IBOAMMEH3MOHANHA IITATKA
esieMeHTapHa moBpm. 3aucta, Heka je f: (0,7) x (0,7) — S nedunmcano ca

fi(u,v) = Rcosu, fo(u,v) = Rsinucosv, f3(u,v) = Rsinusinv.

4¥mecto mpomsoga urTepBana (a,b) X (c,d) 3a mOMeH mpeciukaBama f MOKEMO Y3eTH OUIO KOjI
ckym xomeomopdan ca (a,b) x (¢, d).
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Henocpenuo ce nposepasa na npeciukasamwe f uma cBojcrsa 1°-3°, 1j. mpeciaukasame
f jecre jemna mapamerpusanuja moBpimu S.

Ocum Tora, mpecaukaBame f Huje jenuua mapamerpusanuja mospmu S. Heka je
D = {(u,v) € R? : u? + v? < R?}. Tlpecimrasame g : D — S pedwrucano ca

g(u,v) =u ga(u,v) =v gs(u,v) = R? —u2 —v?
uma cBojcrBa 1°—3° u jecte mapamerpusaiyja mospmu S, Takobhe.

Kaxro moskemo onpemnru nospumny P(S) IBOAMMEH3NOHATHE TIATKe eJIeMEHTaPHE
nospum S7

Kako 6ucMo yKpaTKO MpUEa3anu Kako ce Ne(GUHUIIE Ta TMOBPIIMHA, TPETIOCTABY-
MO IOJATHO [a je ImpeciukaBame [ nedUHUCAHO M HEIPEKUIHO MudepeHInjabnuiHo Ha
[a,b] x [¢,d]. Younmo mogene a = ug < Uy < ... < U, =buc=1vy <vy <...<
Um, = d unTepBada [a, b] ogHocHO [¢, d] 1 anporcuMUpajMO IpeciukaBame f 1eo o 1eo
JUHEAPHUM TpeciaukaBameM. Maeja je ma, rpybo rosopehwu, ,maie menose“ moBpIu
aIpOKCUMUpPAMO HapaJesorpaMuMa. ANpOKCUMAaIy]y CIPOBOIMMO Ha cjaefehn HauuH:
Ha& CBAKOM OJ MPABOYTAOHUKA [t;—1,U;) X [v;-1,v;), 1 < i< n, 1 < j < m nedpunn-
mewmo npecaukaBame [;; (1 € {1,...,n}, j € {1,...,m}) rakso na je

Lij(u,v) = fluj—1,vj-1) + 5= (Uiz1,vj-1) (0 — wi—1) + == (wi—1,vj-1) (v — vj_1).

ou v
[pecaurapameM [;; IPABOYTaOHUK [U;_1,U;) X [Uj_1,V;) OPECINKABA CE HA Mapale-
norpam IR;; umje cTpaHume uMajy Iy:KUHE

|fu(ui—17vj—1)|(ui_ui—1> u ‘fv(ui—lvvj—lﬂ(vj_Uj—l)'

[ToBpmuna napanenorpaMa I2;; jecTe MHTEH3UTET BEKTOPCKOT IIPOU3BOMA BEKTOPA,

of f
%(ui_l,vj_ﬁ(ui — Uz’—l) u %(ui_l,vj_l)(vj — Uj_l) OOHOCHO BaKHN
of
P(R;j) = %(Ui—lavj—l)(ui —uj—1) X %(ui—lavj—l)(vj —vj-1)|.
Tj.
of of
P(Ryj) = ‘au(ui—hvj—l) X 87(“1‘—17%—1) (wi —ui—1)(v; — vj-1).

Oryna nospumny P(S) nmoBpmu S MoskeMo neuHMCATH KAO TPDAHUYHY BPEIHOCT CyMe
n m
SN fulwica,vi-1) X foluiy, vj-0)] (s — wim1) (v — vj-1),
i=1 j=1

KaJl apaMeTpu mojera uaTepsana [a,b] u [c,d] Tesxe mymu.® UcnoctaBma ce ma mpu
HABEAECHUM YCJIOBUMA Ta T'PAHUYHA BPEAHOCT MOCTOjU U jeIHAKA je

| fu(0) X fo(u, 0)] dudo.
la,b] X [c,d]

S5Tlapamerap mogene P : a = tg < ... < t, = bunrepsaia [a, b] jecre A(P) = max (t;—t;_1).
i€{1,...n}
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Haxie,
P(S) = // | fulu,v) X f(u,v)| dudv.
[a,b]x[c,d]
Moske ce mokasatu (Mm TO OBAe HelieMO UMHMTE) Na MOBPUIMHA NBOIMMEH3MOHAJHE
rIaTke eJeMeHTapHe IOBPIIM He 3aBUCH O[] IapaMeTpU3alije Te HOBPIIN.

IMpuMEP 2. (ospmusaa noxycdepe noaynpeunuka R). Ha ocmoy mpumepa 1
miamo ma je ckynm S = {(x,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 = R% 2 > 0} msommven-
3MOHAJIHA TJIaTKA eJeMEeHTapHA MOBPII YKja je jelHa MapaMeTPU3alija MPeCIUKABAHhE

f="(f1,fe, f3) : (0,7m) x (0,7) — S mepunucano ca
fi(u,v) = Rcosu, fo(u,v) = Rsinucosv, f3(u,v) = Rsinusinv.

Henmocpenno Mo:keMO M3padyHATH 14 je

g(u,v) X %(u,v) = R%sinu.
U v
Crora je
_ of of _ 2
P(S) = // lau(u,v) X av(u,v) dudv = / R*sinududv
[0,7r]><[0,7r] [0,7r]><[0,7r]

:RQ/ </ Sinudu>d0—27rR2.
0 0

Hospumuy P(S) momemo m3pauynatn kopucrehin u mapamerpuszamujy g : D — S
nospmu S mary y npumepy 1. Tana je

dg dg B R
%(u,v) X %(u,v) = T
16
_ 9g dg N R -
P(S)_//5 %(u,v)x%(u,v) dUd'U—//ﬁmdudv—Qﬂ'R.

[Ipumvernmo ma y caydajy Kaj 3a TapaMeTPU3aNnnjy TOBPIHU S y3MEMO MPECIUKABAE ¢
OHO jecTe HempekmmHO madepennujabumno Ha D, amu muje ma D. IllTapume, a—g(u, v)
U

u —g(u, v) mucy medunmcany 3a (u,v) € D\ D, amm

| i

WTAaK MOCTOjU (y HECBOjCTBEHOM cMECTY ). A

99 99
%(u, v) X %(u,v) du dv

6D = {(u,v) € R?: u? + 02 < R?}
7Y oBom pamy meliemo ce merammnje GaBUTE OBUM (EHOMEHOM.
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Hegka je (-,-) : R3 x R3 — R npecimkaBame nedunncano ca

(1,91, 21), (T2, Y2, 22)) = T122 + Y1y2 + 2122,

Tj. cTaEmApIHEM cKajapHd mpousson vy R3. Ilame, ako je

E(u,v) = <g£(u,v), gi(u,v)> , Fu,v) = <g£(u,v), gi(u,v)> ,
G(u,v) = <g£(u,v), gi(u,v)> )

f(u,v) X %(u,v) =+ EG — F?. Crora je

je,HHOCTaBHO Cce MOKe IIOKa3aTu Oga je

u
P(S) = // V(EG — F?)(u,v) dudv.
la,b] X [c,d]

Unaue, pynrnuje F, F' u G masuBajy ce ['aycoBu koeduimjerTr mospum S.

[Monazehu ox meduHUIMje TOBPIIUHE ABOAMMEH3UOHAJHE TIIATKE €JIEMEHTAPHE MO~
BpIIA MOXKEMO NeDMHUCATH U MOBPIIMHY NBOJMMEH3WOHAJHE Tiarke noppmu. Ha mpu-
Mep, aKO je HOBPII O KOHAUHA [UCjYHKTHA YHUja [JIATKAX EeJIeMEHTAPHUX MOBPIIA
S1,...,Sp, TIATKAX KPUBUX Y1, - - . ,Vm U TAUAKA P1,... ,P; OHIA je TOBPUIKHA TIOBP-
mu S jemHara 30Upy MOBPIIMHA €JIEMEHTAPHUX HOBpImM Si, ... ,S,. [Ipumepu takBux
noBpmY Cy chepa 1 TOPyC.

3AJATAK 6. VM3pauyraTu moBpmuHy cdepe unju je monynpedsuk R.

Peweme. Heka je 0 = { (v,y,2) € R®: 22 +y? + 22 = R?}. Tama je o mcjynk-
THA YHUja [JIATKE eJeMeHTapHe MoBpmu S uuja je mapaMeTpu3alyja IPeCciUKaBamhe
f o (0,7) x (0,21r) — R3 mato ca f(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu),
riatke kpuBe L umja je mapamarpmsammja mpecimkasame v : (0,7) — R3 mato ca
~v(t) = (Rsint,0, Rcost), kao u tavaka (0,0, R) u (0,0, —R). Crora je noBpmuna
P(0) noppmu o jemmaka moppmmam P(S) mospmu S. Ilakme, kaxo je E(u,v) = R2,
F(u,v) = 0 u G(u,v) = R?sin® u no6ujamo

P(o) = // V(EG — F2)(u,v) dudv = / R?sinududv = 47R?. A

[0,7] x[0,27] [0,7] x[0,27]

3AIATAK 7. W3pauyyHaTu MOBPIZHY TOPYCa YMja je MUPEKTPUCA KPYKHUIA
nosynpeunrka R, a reHeparpuca KpyskHuia nonynpeunnka r (0 < r < R).

Peweme. Hera je 7 Topyc umja je maperrpuca { (z,y,0) € R3 : 22 4+ ¢? =
R?} a remeparpuca { (0,y,2) € R? : (y — R)? + 22 = r?}. Tana je 7 mucjyHkTHA
YHHja TJIATKe eJieMeHTapHe moBpmm 1 uuja je mapaMmeTpu3anuja IpecinkaBame f :
(0,2m)x(0,27) — R? nato ca f(u,v) = ((R+r cosu) cos v, (R+r cosu) sinv, rsin u),
raaTke kpuse L umja je mapamerpmsammja 7y : (0,27) — R? mara ca v (t) = (R +
r)cost, (R+7)sint,0), riaTke kpuse Lo umja je mapamerpusamuja vo : (0, 27) — R3
narta ca Y2(t) = (0, R+ rcost,rsint), kao u rauke (0, R+ r,0). Crora je noBpmusa
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P(7) nospmu 7 jemuara nospmuan P(T) nospmu T'. Iakne, kako je E(u,v) = r?

F(u,v) =0 u G(u,v) = (R + rcosu)? nobujamo

P(r) = // JIEG = F?)(u,v) dudv
[0,27] % [0,27]

// r(R+rcosu)dudv = (2rm) - (2Rm). A

[0,27] % [0,27]

3AATAK 8. VspauyraTtu noppmuay noppmmu S = {(z,y,xy) € R® : 22 + % < 1}.

Pewemwe. Hexa je D = { (u,v) € R? : u? +v? < 1}. Ilapamerpusamuja mospmm
S jecre mpecimkasame f : D — R? neumucano ca f(u,v) = (u,v,uv). Kaxo je
E(u,v) = 14+v%, F(u,v) = uv u G(u,v) = 1+ u? mmamo ma je

S)://D\/mdudv:/D\/mdudv.

Hakon ysobema cmene u = pcosf, v = psinf, npu uemy p € [0,1] u 6 € [0, 27]
nmobujamo

//\/1+u2+v2dudv— // oV 1+ p? dpd9—27r/ pV 1+ p2dp
0

[0,1] % [0,27]

2
= Tv2-1).
3
. 2m
Ilaxme, moBpmusa noBpmm S jecte ?(2\@ -1). A
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