HACTABA MATEMATUWUKE ¥ OCHOBHOJ 11 CPEIOIHOJ ITITKOJIN

Ip Bojucnas IlerpoBuh

IIOTEHIINJA TAUKE ¥ OJTHOCY HA KPY KHUILY!

YBon
Jemna on KapakTeprCTUUHMX O0COOWMHA KpYKHUIE aTa je y ciaenehem TBphemy.

TEOPEMA 1. Axo je M npouszsomna mauka y pasHu xpyxcruue k u axo je
s npoussonna npasa kpoz M xoja cewe k y mauxkama P u Q, mada npouszeod
MP - MQ ne sasucu 00 usbopa npase s, mj. M P - M@ = const.

Joxas. Heka je k xpyxuuna ¢ nearpom O u monynpeunurom 7. To hemo o3naua-
Baru ca k(O;r). Ilokazahemo ma je MP - MQ = MA- MB, rue cy A u B Tauke
npeceka mpase MO u kpy:xuure k. C o63upom Ha monoskaj Tauke M, pasnuroBahemo
TPU CIy4aja.

(a) MO > r, 1j. M je y cnomammoctu k (ci. 1).

Kako cy PBA u AQP nepudepujcku yriaosu kpyskuune k Han mykom PA, oxn
cy nonynapau, L PBA = L AQP = ¢. Kako je y3 10 APMB = LAMQ = 0, cnemu
cimunoct Tpoyraosa MPB u MAQ, AMPB ~ AMAQ. Onartne je MP : MA =
MB : M@, omnocio MP - MQ = MA - MB.

Cu. 2

(b) MO = r, omrocuo M € k (cu. 2).

1Ynanax je 3acHOBaH Ha IpelaBamy, OAp:XAHOM Ha JIpmaBHOM cemmHapy llpymTBa MaTemaTmdapa
Cpb6uje, 2024. roause.



[ToTennuja Tavyke y 0OHOCY Ha KPY/KHUILY 89

Tana ce ca M moknana jemHa on tadara P
u @, peuumo P, u jemna on tauaka A u B, penu-
Mo A.  Mebyrum, y cBuM cayuajeBuMa je
MP-MQ@Q=MA-MB=0.

(¢) MO < r, tj. M je y yayrpaumoctu k
(cm. 3).

Tana Basku LMPA = AMQ@B = ¢ (uepu-
¢epujckn Han aykom AQ) u LPMA =
£QMB = 0 (ymakpcuu), ma je AMPA ~
AMBQ. To nosnauu MP: MB=MA: MQ,
omakie je MP-MQ = MA - MB.

Cn. 3

ITorennuja Tauke

Homenyuja mauke M y oonocy wa kpyxcnuyy k, osuaka je py(M), nepununme
ce Ha cuenehin HaUMH.

Heka je M rmaura y paBHE Kpy:KHUIE k 1 HEKa je S IPOM3BOJbHA TpaBa Kpo3 M
Koja ceue k. Aro s ceue k y raukama P u @), Tana je

MP-MQ, ako M € extk Uk,
(1) pr(M) = .
—MP-MQ, ako M € int k.

(Ca ext k u int k o3nauene cy, pefoM, CIODAILA U YHYTPalI®ba 06aacT kpyskaune k.)

Ila je oBa me¢umunumja mobGpa, Tj. ma Bpemmoct pi(M) me 3aBucu ox uzbopa
ceunre s, rapautyje Teopema 1.

HATTOMEHA. Benuuuna pg(M) MOEe ce 3rOQHO M3PA3UTU NPEKO CKAIAPHOT
Opou3BoJa BeKTOopa. llofceTuMo ce ma ce CKAJaHu TPOU3BOM, U - ¥, BEKTOpa U U
¥, meduHUIE KAO

U-v=

| - V] - cos £L{u, U},

— —) — — . I8 ArA
rae cy |u| n |U| narensuretn (nmyskuse) Bexkropa 4 u ¥. Tana je pp(M) = MP - MQ
0e3 0b63upa Ha mososkaj Tauke M y omHOCY HA Kpy:KHUIY k.

—_— .
3aucra, ykonmuko M € ext k, sekropu M P u M@ cy ucto opujenrucanu (cia. 1),
. —_— L — —
na je L{MP,MQ} =0. Oryma je MP-MQ = MP-MQ -cos0O=MP - MQ, mro
ce yraana y neduuuumjy (1).
. 5 A . .
Axo M € int k, sekropu M P u M( cy cynporao opujenTucanu (cia. 3), ma je
—_— —_— e ey
L{MP,MQ} = 180° u cos {{MP,MQ} = —1. To nosnaun ma je MP - MQ =
MP-MQ-(-1)=—-MP - MQ, mro Takobhe oarosapa medunnumju (1).
, N - .
Konauno, ako M € k, jeman ox Bekropa M P u M), petmmo M P, jemnak je 0,
L — — o — .
ma je MP-MQ@Q=0-MQ=0=MP-MQ. U ro je y carmacuocru ¢ (1).
Crnenehin u3pas 3a moTeHImjy Tauyke y OIHOCY HA KDPYKHUILy TOTOJAH je 3a pa-
3IIMYNTA UCTUTUBAA
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TEOPEMA 2. 3a nomenuyujy mauke M y odnocy na xpyacnuyy k(O;1) eaxncu
da je

(2) pe(M) = d* —r?,

20e je d = MO (yenwmpaano pacmojame mauxe M ).

Joxas. Hera je MO Nk = {A, B}. Pa3smorpuliemo cBa Tpu ciyuaja u3 teo-
peme 1.

(a) M € extk (cu. 1). Tana je d > r u mmamo 1a je
pe(M)=MA-MB = (d—7)(d+7r)=d>—r°
(b) M €k (ca. 2). Tampa jed=ru
pe(M)=MA-MB=0-2r=0=(d—7)(d+7r)=d*>—1r%
(¢) M €intk (ca. 3). Tana je d < r u mmamo 1a je
pp(M)=~-MA-MB=—(r—d)(d+r)=d*—7r°. =m
HAIOMEHA. Axko je k(O;r) yrsphena kpy:xuuna
u M upomenmuBa tauka, tana je pp(M) > 0 ako u
camo je d > r, 1j. ako M € extk (cm. 4). Caunumo,

pr(M) = 0 ako u camo je d = r, tj. M € k, mox je
pr(M) < 0 ako u camo je d < r, vj. M € int k.

Cn. 4

Horennuja pg (M) raure M y omrocy ma kpyskauy k(O; ) je KBagpaTHa (yHRIU-
ja pactojama d = MO. C obsupom na d € [0,+0c0), cremn pr(M) € [—r?, +00).
[Ipurom je min pg (M) = pi(O) = —r2. C apyre crpane, max py(M) me mocroju jep
pr(M) — 400 xan d — +00.

EBo HeKOMMKO mpuMepa Be3aHUX 3a MOTEHIW]Y TAuKe.

IIpuMEP 1. Haru cy kpyskuuna k(O;r) u peanan 6poj o. Oznpenutu cBe Tauke
X y pasuu kpy:kHUIE TakBe Ha je pi(X) = a.

(a) (b) (c)
Cn. 5
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Pewemwe. Hexra je S ckyn tpaskenux tadaka X, 1j. S = {X | pp(X) = a}. ¥
3aBUCHOCTHU O (¥, PA3MOTPUNEMO BUIIE CJIydYajeBa.

1° a € (00, —7?). Kako je minp,(X) = —r? (Bmmm mpeTxommy HamoMemy),
TakBux Tadaka X HeMma, Tj. S = O.

2° a = —r?, Tana u3 (2) cremn na je d =0, na je S = {O}.

3° a € (—r?,+00). Tama, moroso m3 (2), cremn d> = a +r? > 0, ma cy
TpaskeHe Tauke X Ha pacrojamy d = v/« + 72 ox nenrpa kpysxkmune k. To 3maunm na
je S = k1(0;d), 1j. S je xpyxuuna xounenrpuuna ca k. Ha ciurama 5(a), (b), (c)
npukasane cy kpy#&nune ki 3a a € (—r2,0), a =0, a € (0,+00), pexom. A

ITPUMEP 2. Ako je D mpousBoibHa Tauka OCHOBUIE AB jeIHaAKOKPAKOT TPOyTJa
ABC, noxazaru na je DA- DB = AC? — DC?.

Pewewe. TlpencraBuhemo mBe BapujanTe pemema. JemHy ¢ TPUMEHOM MOTEHIA]e
Tauke U APYry, eireMeHTapHy, momohy Iluraropuue Teopeme.

1. eapujanma. Yoummo rpysxuuny k(C; CA = CB)
(ci. 6). Cxomuo (1) je

k p(D) = —DA - DB,
a 13 Teopeme 2 je
pr(D) = DC? — AC?.

U3 mocnenme mse jemmakoctu ciemn DA - DB = AC? —
A D B DC?2.

Ciu. 6
2. sapujanma. Hexra je S cpemumre ocuoBuue AB (ci. 7).
C Tanma je SC L AB. Mosxkemo y3eru na D npunazna nyxu AS. 3a
D = A, tpaskena jeqHaKOCT TpuBMjaJHO Bayku jep je DA - DB =
AC? —DC? =0. Axo je D= S, raza je
DA-DB = AS? = AC® — SC? = AC* — DC?.
A DS B Heka je A— D — S. Tana je

Cn. 7

DA-DB = (AS — DS)(BS + DS) = (AS — MS)(AS + DS) = AS? — DS?
= (AC? — SC?) — (DC?* — SC?) = AC* — DC?. A
Opromnernrap Tpoyria moceayje OCOOMHY KOja yHEKOJUKO moaceha Ha ocobumy

TexRumTa. Pa3niuka je y ToMe IITO ce KOX TEKUIITa PAIU O ONHOCY VKM, & KOJ
OPTOIEHTPA O HUXOBOM IIPOU3BOLY.

IIPUMEP 3. Ako cy AA’, BB’ u CC’ Bucune, a H opronentap tpoyria ABC),
nokazatu ga je HA- HA' = HB-HB' = HC - HC'.

Pewemwe. Y Be3au ¢ BpCTOM TPOYTIIa, Pa3MOTPUNIEMO TPU CIydYaja.
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(a) AABC je omrpoyrmu (ci. 8).
1. eapujanma — momohy norennuje tauke. Oszmaummo ca ki u ko Kpy:kKHuIE ¢
npeusnimma AB u AC, penom, u ca p1(X) u pa(X)
norenrje Tauke X y omHOCcy Ha ki u Ky, pemoM. C
Kako je {BA’A = {BB’A = 90°, tauske A’ u B’
npunanajy kpy:xaumm ki. Cmwuno, A',C’ € ky. Ha
ocuosy (1), mMamo na je

p(H)=HA-HA = HB-HB/,
po(H)=HB-HB = HC - HC'.

W3 oBe mse jemmakoctu ciemu pr(H) = po(H) =
HA-HA'=HB-HB' =HC - -HC".

B

Cn. 8

2. esapujanma — enementapro. Jlako ce sumu ma je AHAB ~ AHBA’', mTo
nosnaun HA : HB = HB' : HA', ongsocuO

HA-HA =HB-HB'.
Cmuno, uzs AHAC' ~ AHCA’ cnemn
HA-HA' =HC-HC'.
W3 oBux jemmaroctu, ounrnemno je HA- HA'= HB-HB' = HC - HC'.

(b) AABC je npaBoyram, £A = 90° (ca. 9). Tama ce reme A noraana ¢ mog-
noxjuma Bucuna B’ m C’ u ¢ opromentpom H. Otyma je

HA-HA'=HB-HB'=HC-HC'=0-0=HB-0=HC-0=0.

B'=C'=H=4 B
Cn. 9 Cxn. 10

(¢) AABC je tymoyram, £A > 90° (ca. 10). Pememe je camuno kao mox (a). A

Axo Tauka M npunazma crnosmammocTu Kpyskaune k, rana 3a pg(M) mvamo jom
jemam 3romam uspas.

TEOPEMA 3. Axo mauwxa M npunada cnomawmocmu kpyxcruye k u axo je
MT manzenmna 0yxc uz M na k, mada je

(3) pr(M) = MT?.
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Joxas. Hera je k xpysuuna ¢ nearpom O u nomynpeunukoM r. Taza je, mpema
nosuatoj Teopemu, MT 1 OT (ca. 11), ma je MO? — OT? = MO? — r? = MT?.

C mpyre cTpame, Ha ocuoBy Teopeme 2 je py(M) = MO? — r2.

IPETXOMHY jeIHAKOCT, To xaje pg(M) = MT? m

C obB3upom Ha

T
Can. 11 Ca. 12

Y cnemehem mpumepy ympaBo ce KOPUCTHU TBPLeme OBe TeopeMe.

ITpuMEP 4. [lBe kpy:xkuuie, k1 u ko cery ce y taukama A u B. Axo je PQ,
rne P € k1 u QQ € ko, ®UXOBa 3ajeHAYKA TAHTEHTA, NOKA3aTU Oa TpaBa AB campsku
cpenumTe nyxu PQ.

Pewewe. Hera npasa AB ceue gy PQ y tauku S (ca. 12). Ozzaummo ca p;
(i = 1,2) morennumjy y onuocy Ha kpysxkuuny k;. Tana je, cxommo (1) u (3)

p1(S) =SA-SB = SP?%
Cununo je

p2(S) = SA-SB = SQ?.
W3 oBux jemmakoctu oumrsenso je SP? = SQ?, omrocro SP = SQ, ma je S cpemmre
nyxun PQ. A

ITpuMEP 5. Ilar je TetuBnu uerBopoyrao ABCD uuje ce mujaronase cexy y
rauku S. IIpaBa koja mposasu kpo3 S u napaJenna je ¢ nupasom C'D ceue npasy AB
y taukn M. IlokazaTy ga je TaHTeHTHA Oy u3 Tauke M Ha KPY:RHALY K, OMMCAHY
oko uerBopoyrna ABCD, jennaka myxu MS.

Pewewe. VI3 MS || CD cnemn LBSM = £BDC (carnacuu yraosu) (ca. 13).
C npyre crpane, uerBopoyrao ABCD je terusuu, na cy £ BDC u L BAC nepuge-
pujcku yraosu Hax aykoMm BC omucane kpyskaune k. Crora je L BDC = L BAC. U3
HOCTe e Be jeIHAKOCTY CJIeIn

(4) 4BSM = LBAC.

Oszuauumo ca ki kpysxuuy omucay oko rpoyria ABS. Ha ocroBy mosmate Teopeme o
yruy namely Tanrente u reruse, u3 (4) cnenu na je npasa M S Tanrenta KpyskHune k.
Tana je, cxonuo (1) u (3),

(5) MS?* = MA-MB = p, (M),
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Cum. 13

rae je p1(M) norenmumja rauke M y ogHOCY HA KPYRHUIY k.
Hera je MT, rme T € k, tanrenra kpyskuune k. Kao rope, ma ocuoBy (1) u (3)
uMaMo za je
(6) MT? = MA-MB = p(M).
U3z (5) u (6) cemu MS? = MT? u MS = MT, mro je Tpebamo na ce mokaxe. A

Jemnarocr (a) u3 caeneher npumepa mpummcyje ce Ojumepy. Ihema mupertHa
nocneauna je HejemHaxoct (b) 3a HOIyIpPEUHNKe ONUCAHE U YIUCAHE KPYKHUIE TPOYTIIA.

ITpuMEP 6. Hera cy K(O;R) u k(S;r) penom onucasa U youcaHa KPY:KHUIA
tpoyraa ABC. Ilokazatu na je:

(a) OS = /R(R —2r); (b) R > 2r.

Pewemwe. (a) YKOMMKO Ce NEHTPU ONMCAHE U YIUCAHE KPY:KHULE TPOYTJIA MOK-
namajy, O = S, HEje TemKo MOKa3aTH Ha je Tpoyrao jemmarocrpammyam.’ Tazma je
0S =0, a kako je R = 2r, u3 gopmye rarohe ciequ OS = /R(R — R) = 0.

Crora, yamumo ma je O # S(ca. 14).

ITocmarpajmo morenmujy menTpa S ymucane KpyskHUIE k Y OJHOCY HA OMUCAHY
kpyxauny K. Ilo Teopemu 2 je

(7) pr(S) = 0S* — R
C mpyre crpane, u3 (1) umamo na je
(8) pi(S)=-SC-SD.

Heka moamynpasa C'S ceue kpyskuuiyy K, mo Apyru myT, y Tauku [ 1 HEKa MOJIYIpaBa
DO ceue kpysxuuny K, no npyru nyrt, y taukn E. Haj3an, Heka kpy:xuuna k nozupyje

2Basu u ommruje TBpheme: , Ao ce GUIO KOje Be O UeTHPH 3HAUAjHE TAuKe TPOYIIA, OPTONEHTAD,
TERUIITE, NEHTap ONMCAHE U LEHTAp yIUCAHEe KPY/KHULE, NOKJIAINA]Y, Taja Ce HOKJIANajy CBe YeTUPU Tadke
7 TPOYTao je jeAHAKOCTPAHUAH.



[ToTennuja Tavyke y 0OHOCY Ha KPY/KHUILY 95

D
Cun. 14

crpanny AC' y tauku F. Tana je KDBE = LCFS = 90° (upsu je nepudepuj-
cku yrao Hang npeunukoM DFE kpyskmune K, 1m0k je apyru yrao mamely TaHrente u
oxrosapajyher momynpeunuka kpy:xuaune k). IIpema tome, tpoyraosu DBE u SFC
cy npasoyriu. Ocum tora, yrimosu BED u BCD cy nepudepujckn Han aykom DB
kpy:kHuIe K, ma cy crora jemHaKu,

ABED = £BCD.
[Moaxynpasa C'D je cumerpana yraa BC'A, e je
£LDCA = A{BCD.

W3 nocnenmwe nge jemmaxoctu ciemu £ BED = LDCA = £SCF. C o63upoM ma cy
rpoyraosu DBE u SFC unpasoyrau, To nopiaun ga cy cianuaun, ADBE ~ ASFC.
Cnemqu DB : SF = DE : SC, omuocio DB - SC = DE - SF = 2Rr. Kako je, upema
nosuaroj reopemu, DB = SD, nobujamo na je SD - SC' = 2Rr. 3amewyjyhu 10 y
(8), mobujamo

(9) pi(S) = —2Rr.

Komauno, u3 (7) u (9) je OS? — R? = —2Rr, onaxne je OS = \/R(R — 2r).
(b) C 063upom ma je OS > 0, u3 (a) cnequ R(R — 2r) > 0. A xako je R > 0,
TO moBJaun R > 2r. m

IMorenuujanua (pamukasiHa) oca

Axo cy k1(O1;7r1) u k2(O2;72) IBe KpysKHUIE KOje JIeke Y UCTO] DABHU, Tala 33
cBaky Tauky X Te paBHUM mOCTOju moreHrmja pi(X) y ONHOCY HA NPBY KPYKHUILY U
norernuja po(X) y omHocy Ha Apyry kpysxuumy. [Ipupomso ce mamehy murama:
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e [la mu nocroje tauke X rtakse ma je pi(X) = p2(X)?
e AKO TakBe Tauke IOCTOj€, KAKO M3IJeNa CKYI KOjeM IpUMaiajy CBe TAKBE Tauke?!

Y mamem Tekcty mahemo omrosope Ha 00a mumrama. Heka je P TpameH:d CKym
ravaka, 1j. P = {X | p1(X) = p2(X)}. Ipso hiemo pasmorpuru ciydaj KOHIEH-
TPUYHUX Kpy:KHMUIA. 3a mux Baku cienehe tepheme.

TEOPEMA 4. Hexa cy k1(O;11) u ka(O;72) Konuenmpuune Kpyarchuye ca
sajeonuvkum yewmpom O. Tada je:

(a) P=@ sar #re; (b) P= wumasa pasan (kpymcruya ki u ks) 3a m = 1.

Jlokas. (a) Heka je X mpomssomma Tauka papau. Taza je py(X) = XO? — 12,
10K je pa(X) = XO? — r2. Kaxko je 71 # 72, ounrmemno je py(X) # p2(X), Te je
P=go.

(b) Hera je X noHOBO mpOM3BOJbHA TAuka DABHU U HEKa je 71 = To. Tama je
p1(X) =po(X) = XO? — 72, na je P = unraba papan. m

Tako ocraje cayuaj kpyxauna ki(O1;71) n ka(O2;73), Taksux na je O # Os.
Y saBucHocTH 01 Me[ycoOHOr moso:kaja KPYsKHAIA, PA3MOTPUNEMO TPU MOACIYYaja.

JIEMA 1. Axo ce xpyawcnuue ki1 u ko
cexy y mawkama K uw L, mada 3a ceaxy mau-
xy X npase KL eamcu p1(X) = pa(X), my. x}

KLcC P. .

Hoxas.  Ilpumerumo na je pi(K) =
p2(K) = pi(L) = p2(L) = 0, ma K,L € P.
Hexra je X mpoussomna tauka mpase KL (ca. X
15). Ako je X Bam mysxu KL, tana je, na oc-
nowy (1), p1(X) = pa(X) = XK - XL, a axo je k
Ha nysxu KL, rana je p1(X) = po(X) = - X K- k, K
XL. Y cBakou cayuajy je p1(X) = p2(X). m

Cun. 15

JIEMA 2. Hexa ce kpyacruue ki u ko
dooupyjy y mauku T u mexa je t urosa 3a-

X jeonuura maweewma y T. Tada 3a ceaxy
mauky X npase t eamcu p1(X) = po(X),

mj. t C P.
Jokas. Ounraenro je p1(T) = po(T) =
0. Heka X € t, X # T (ca. 16). Tana je,
h k, npema teopemu 3, p1(X) = pa(X) = XT?, 1e
! t C P. Iloka3 je uCTH YKOJIUKO CE€ KPYIKHUIE

t k1 n ko momupyjy m3HyTpa. m
Cua. 16

Tepbheme canuno ormMa u3 gema 1 u 2 BaKu 1 33 IBe HEKOHIEHTPUYHE KDY KHULE
KOje HeMajy 3ajelHuurmnx tadaka. MeDyTum, mOKa3 y TOM CiIydajy je 3HATHO CIIOKe-
HUj .
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JIEMA 3. Hexa cy k1(O1;71) u ka(Og;1r2) Hexonyenmpuune xpyacruye jeone
paeruy Koje nemajy sajednuukur mavwaka. Tada nocmoju mauxa M maxea da je
p1(M) = pa(M). Lmasuwe, 3a ceaxy mawky X npase s, xoja cadpacu mauxy M
u nopmaana je na npasy 0102, saxcu p1(X) = pa(X).

Jloxas. Ilpso hemo mokazarm ma takBa tauka M mocroju. Heka cy momemyte
KPy/KHUIE TaKBe Ja Ce CBaka Hamasu y cmodbammoctu apyre (ci. 17). (Yromuko je
jemHa oIl Kpy:RHUILIA y YHYTPAIIBOCTA APYTE, TOKA3 jé TOTOBO UCTH. )

Cu. 18

Younmo tauky K y yHyTpammmocTu Kpy:kuume ki u tauky L y yHyTpammocTu
KpyskHULE ko. Yoummo, moToM, Kpy:kHULY k Koja campxu K u L u umju nenrap O
nexu Ban nmpase 0105, Tana k ceue ki y taukama, permmo A u B, u ky y Taukama,
pemumo C' u D. Kako je AB 1 OO; u CD 1 OOs u xako cy tauke O, O1 u Os
HerosmHeapHe, npase AB u C'D Hucy mapaJesHe, Te ce CeKy y Hekoj Tadxu M.

OszmaummMo ca p, p; U p HOTEHNW]e TAYaKa y ONHOCY Ha Kpy:xkuune k, ki u ko,
penom. Ha ocrosy (1), Tana je

p1(M) =p(M)=MA-MB, ps(M)=pM)=MC-MD,
omaxne py(M) = pa(M).
Heka je s mpaBa kpo3 M koja je Hopmaana Ha npaBy Q105 u cede je y Tauku

S (cn. 18). Tlorammmo ma je p1(S) = p2(S). Kopucrehn reopemy 2 u Iluraropuny
Teopemy, nobujamMo

p1(S) = SO% —r% = (MO% —MSQ) —7‘% = (MO% —r%) — MS?

=p1(M) — MS?,
p2(S) = SO3 —r2 = (MO3 — MS?) —r2 = (MO3 —r3) — MS?
= po(M) — MS?.

Kako je p1 (M) = po(M), cnemn
(10) p1(S) = p2(S).
Hexka je X mpowmssomma Tauka mpase s. Tama je
p1(X) =XO07 —r] = (SO} + XS?) —r} = (507 —r}) + X§?
=p1(S) + X 82,
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pa(X) = XO% —7‘% = (SO% —|—XSZ) —7‘% = (SO% —7‘%) + X 5?
:pg(S) +X52.

C o6supom Ha (10), u3 mocaemwe nse jemnaroctu caemn pi(X) = pa(X). Oryma je
sCP.m

W3 oBe Tpu neme ciemu ga 3a CBaKe IBe HEKOHIEHTPUYHE Kpy:RHUIE k1 7 ko
OCTOjU TPaBa YHWje CBe Tauke MMA]jy jelHAKe MOTEHIUje Y OMHOCY Ha 00e KpY:KHUIE.
[ToctaBma ce nurame: ,,/la au cy TO cBe Tauke y paBHU KPYKHUIA KOje UMAjy jeIHAKE
HoTeHnuje y oxHocy Ha ob6e kpy:xkumne? “ TpeHyTHO Huje jacHO, anu ucrHocraBuhe ce
a je OArOBOP TOTBPIAH.

Axo cy k1(O1;71) 1 ka(Og; re) nBe HekOHUEHTpUYHE KpyskHUUE, npaBy | = 0104
3BalieMO AUHUJOM YEHNAPA.

JIEMA 4. Hexa cy k1(O1;71) u ka(Og;12) Hexonyenmpuune kpyacruye. Tada
na aunuju yewmapa | = 0102 nocmoju jeona u camo jedna mavka S makxea 0a je
p1(S) = p2(5).

Jloxas. Y3mumo ma je r1 = To.
Heka je S Taura mpase | takBa na je
p1(S) = p2(S). Tanaje pi(S) = SOF—
r? u pa(S) = SO3 — r2. Kako je rq >
ra, T0 je SO? > SO2, omrocuo SO; > n
S0Oy. To smaum ma S mpumana moJy-
upaBoj SgOs, re je Sy cpeluInTe Ky:Ku
0104 (cn. 19). N

Ca. 19

U3 p1(S) = p2(S) cremu SO? —r? = SO3 — 13 u SO? = SO3 +7r? —r3. Ha
Hopmasm y Tauku Og Ha mpaBy | younmo tauky N, takBy ga je OoN =n = /r? —r3.
Tama je SN? = SO3 +n? = SO3 +r? —r3 = SO?, na je SN = SO;. Oryna tauka
S mpunana cumerpainu my:xu O N.

Haxue, axo je p1(S) = p2(S), rme S € [, S je npeceuna Tayka cuUMeTpaJe Ly:KU
O1 N umnpase [. Kako cy rauke O1 u N u npasa [ yrBpbhene, tauka S je jequecTsena. m

Can cMo y mpuiumu ga GOpMyIUIIeMo rIaBHO TBpheme.

TEOPEMA 5. Cee mauke koje umajy jednaxe nomenyuje y o0nocy Ha 0ae
HEKOHYEHMPUUHE KPYAICHUYE NPUNaiajy je0noj npasoj Koja je HOPMaAHa WG AU-
HUJY uenmapa mux kpyacruya. Ceaxa mavka me npage uma jedHakxe nomenyuje
y 00HOCY MG 0be KpYycHuye.

Jokas. Heka je | = 0104 nuauja nenTapa HeKOHUEHTpUUHUX Kpyskanua ki(O1) n
k2(O2). Ha ocuoBy nema 1, 2 u 3, yBek nocroju Tauka M taksa na je p1 (M) = pa(M).
W3 ncrux nema cienu ma cBaka tavka HopMase s u3 M Ha | uma jenHake HOTEHIUjE Y
omuocy Ha ki u kso.

Hera je sN1 = {S} u mera je X rauka Bam mpase s. Tepammo ma je Tana

p1(X) # p2(X).
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[Ipernocrasumo za je p1(X) = p2(X) u younmo vopmany s’ u3 X ma [. Hera
je s Nl = {5} Kako X ¢ s u raro je s’ || s, ciemn na je S” # S. C npyre
crpane, u3 aema 1, 2, 3, caemu p1(S) = p2(S). Tako ma muauju uentapa [ mocroje
nBe paznuuure Tauke, S u S’ Koje mMajy jemHake moTeHnuje y onHocy Ha ki u ko. To
je roTpammEmMja ¢ meMoM 4 Koja oBapa mpernocTasky p1(S) = p2(S). m

[TpaBa s u3 oBe Teopeme, Tj. CKYyI CBUX Tayaka y PABHU HEKOHIEHTPUYHUX KPYiK-
Hrna k1 # ke Koje mMajy jeqHake MOTEHIMje V OJHOCY HA Te KDPYKHUIE, 30BE CE No-
MEHYUJAANA UITA PAOUKAAHG 0CQ TUX KPYKHUIA.

W3 morasa mema 1, 2, 3 Buam ce Kako Ce KOHCTPYWUINE MOTEHIWjAJHA OCA 34 IBE
aTe KPY:KHUIE.

Y HapemHUX HEKOJMKO IpuMepa Omhe IpuKa3aHO KAKO Ce IOTEHIUjaHE OCE MOTY
3MOJHO KOPUCTUTHU ¥ JOKA3WMa PA3JIMYUTUX ILIAHUMETPUjCKUX TBpPhema.

IIPuMEP 7. Iate cy kpysxkHune k u kj TakBe na CBaka OJ HBUX JEKHA Y CIO-
pwammoctu apyre. Aro cy AA; u BBy wuxose cnosamme u CC7 u DDy muxose
yuyTpamme taurenre, riae A, B,C,D € k u Ay, B1,C1, D1 € ki, nokazaru ma cy
cpemumta nyxu AA;, BBy, CCy, DDy ronuneapHa.

Pewemwe. OsmaunmmMo ca p u p; NOTEHIM]e Tavaka y OXHOCY Ha KPYKHULE K U

k1, pemom. Heka cy Ay, By, Co, Dy pemom cpemumra aysxu AAy, BBy, CCy, DD,
(ca. 20).

Cu. 20

Cxomro Teopemu 3, Tana je p(Ag) = AgA? = AgA? = p1(Ap), omrocro p(Ag) =
p1(Ao). Cmmuno je p(Boy) = p1(Bo), p(Co) = p1(Co) u p(Do) = p1(Dy). Ilpema
Tome, Tauke Ag, By, Cy, Do mpunagajy TOTEHIM]ATHO] OCA § KPYKHUIA, T€ Cy CTOra
KosmHEeapHe. A

IIpuMEP 8. Hera cy AA’, BB’ u CC’ Bucume pa3HOCTPAHOT OMTPOYTJIOT
tpoyraa ABC (mukoje nse crpanune Hucy jemake). JlokasaTu ma Cy TPU Tauke
y kojuMa ce cery npase B'C' u BC, C'A' u CAu A’B' u AB — xonumeapue.

Pewemwe. Hera je BBC'NBC = {X}, C’AANCA={Y} u AB' NAB ={Z}
(cm. 21). Karo je ABA’A = {BB’A = 90°, rauke A, B, A’ u B’ npunanajy kpyRaumm
k1 uuju je npeunur crpanuna AB. Heka cy k u k' kpysHUIE OnmMcane OKO TPOYTJIOBA
ABC un A'B'C’, penom. (Hucy mpexncrasmene ua ca. 20.) Osmauumo ca p, p’ u p;



100 B. Ilerposuh

peloM MOTEHIMje Tadaka y OMHOCY Ha Kpys:kmune k, k' n k1. Tana 3a taury Z umamo:

p(Z)=ZA-ZB, p(Z2)=ZA"-ZB', p(Z)=ZA-ZB=ZA"-ZB'.
W3 oBux jemuaxoctu caemu p(Z) = p'(Z). To 3uaum ma tauka Z OpUnaia MOTEHIU-
jananoj ocu kpyxHMna k u k'

Ha cauuan maunm nokasyje ce na je p(X) = p/(X) u p(Y) = p/(YV), ma taure X
un Y tarobe mpumanajy moTennujadroj ocu kpysauna k u k'. Ortyma cy tauke X, Y
u Z ronuneapue. A

X

Cu. 21

Crnemehu mpuMep OTHOCH Ce Ha CIeNUjalaH ciIydaj mo3sare Dpujarmonrose? Teo-

peMe u3 MpPOjeKTUBHE T€OMETPHjeE.

E D

(a) (b) ()

Cun. 22

Axo je ABCDEF upasuias mecToyrao, merose ,senuke “ mujarounane, AD, BE
u CF cery ce y jeIHoj Taury, NEHTPY ymucaHe KpysxkHuie (cia. 22(a)).

3C. J. Brianchon (1783-1864), ¢ppanimyckn MaremMaTiyap
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MebyTuMm, cinyHO Basku 3a CBAKU TAHTE€HTHM IIECTOYTA0, C THUM IITO TA4Ka Ipe-
CeKa TUX IUjaroHaja He Mopa na Oyne merrap ymucane kpy:xuuie (ca. 22(b)). (To
je yupaBo canp:kaj HajaBibeHOr mpuMepa.) Konauno, Basku u ommruje tBpheme, Bpu-
jaHIIOHOBa TeopeMa, KOje Kake 1a Ce BeJIMKe AMjarOHAJIe CBAKOT MIECTOYIA, OMICAHOT
OKO KpUBe APYTOT pena, Ceky y jemuoj raukn. Ha ca. 22(c) npukasas je ciayuaj emurce.

Hasemuno majmpe jemso momohuo TBpheme.

ITpuMEP 9. Heka cy k1(01), k2(O2) u k3(Os) Tpu Kpy:kHUIE YUju CY LEHTPU
HekoJIMHeapHe Tauke. JloKazaTu ma ce MOTeHHUjaJHe oce KpyskHULa ki u ko, ko u k3
u k1 u k3 cery y jemHoj Tauku.

Peweme. O3HaumMo ca p;; NOTEHIUjAIHy OCy Kpy:KHuIa k; u kj;, rae je {i,j} C
{1,2,3}. Heka je p1a Np23 = {O} (ca. 23).

ks
p23
pl%
~
~
~
~
(0]
k D ke
Cn. 23

Tanma je p1(0) = pa(0) u p2(0O) = p3(0). Oparne je p1(0) = p3(O), na
O € p13. Tako ce noTennujasHe oce pPio, P U P13 Cexy y tauku O. A

Tauka O M3 OBOT HPUMEpA 30BE CE NOMEHUUJAANU Yenmap KpyxEuna ki, ko
n k3.

ITpuMEP 10. Hera je ABCDEF rtaurentau mecroyrao. llokazatu ma ce au-
jaronane AD, BE u C'F cery y jenHoj Tauku.

Pewewe. Heka je k kpyxuuma ynucana y mecroyrao ABCDEF koja moaupyje
crpaunute AB, BC,CD,DE, EF,FA penou y taukama K, L, M, N, P,Q (ca. 24).

Heka je s mosutuBam peanan O6poj Behu on my:kuHE CBake CTPAHUIE MECTOYIIIA
ABCDEF. Younvo ma nonxynpasum BA uw DE pemom tauke K' uw N’ Tarse nma je
KK’ = NN’ = s. Jlako ce Bumu Ja Tala IOCTOjU KPY:KHMIA k1 KOja HOMUpYje IpaBe
KK'u NN’y taukama K’ u N’, penom. Cimuro, na nonynpasum BC u F'E younmo
penoMm tauke L' u P’ Takse ma je LL' = PP’ = s u kpysxuuny ko Koja momupyje LL'
u PP’ y raukama L' u P’, penom. Haj3zan, ma moaynpasum DC n F'A younmo penom
rauke M’ u Q' Tarse ma je MM' = QQ' = s u gpyruuny k3 roja mommpyje MM’
u QQ' y raukama M’ u @', pemom. Osmaummo ca p;, ¢ = 1,2, 3, mOTeHNUje Tadaka y
OHOCY Ha KDPYKHALY k.

C o63upom na je BK = BL u EN = EP, rana je

p1(B) = BK'? = (BK + KK')? = (BK + s)?

= (BL+ LL')*> = BL'* = py(B),
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Cun. 24

pi(E) = EN'? = (NN’ — EN)?* = (s — EN)?
= (PP' — EP)? = EP'? = py(E).
W3 rora cnemu na je BE morennumjanna oca 3a Kpyskuune ki u ko.

Ha canuan waumn nokasyje ce na cy CF u AD norenuujanne oce 3a ko u ks,
omaocHO 3a k1 u k3. Ha ocuoBy mpumepa 9, npase AD, BE u C'F, a uctoBpeMeno
u oxroBapajyhie mysu, ceky ce y Tauru S — MOTEHIM]aTHOM IEHTPY KPY:KHMANA K1, Ko
)48 k}3. A

ITpuMEP 11. ¥ romsekcuoMm uerBopoyray ABCD upase AB u CD ceky ce y
rauku E, a npase AD u BC y tauku F. [lokaszatu na cy cpemumra xysxu AC, BD
u FF xonuneapHe Tauke.

Pewewe. Heka cy X, Y u Z penom cpemumra nyxu AC, BD u EF (cu. 25).

Osuaummo ca ki, ko u ks wpyxuune ¢ npeununmuma AC, BD u EF, pemowm.
Huxosu nentpu cy yuopaso tauke X, Y u Z. Ilorazahemo ma kpysxuuue ki, ko u ks
UMajy 3ajeHUYKY TOTEHIUjaJHy OCY S, Tj. Ia je S MOTEHIUjaHa 0Ca 334 CBAaKe IBE OI
BUX.

Heka cy AA’, BB’ u DD’ Bucune tTpoyriaa ABD u neka je H Hmeros opTonenTap
(cm. 26). Kako je LCA'A = 90°, cniemn na A’ € ky. Cauuno, D' € ko u B’ € k3.
Axo ca p;, i = 1,2, 3, 03HAUNMO TIOTEHIMje TAYaKa Y OJHOCY HA KPY:RHUIY k;, ©MaMO
na je

p1(Hy) = H1A-HhA', po(Hy)=HD-H\D', ps3(H,)=HB -H B
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Cu. 25

A xaxko je, ma ocmoBy mpumepa 3, H1A - H1A' = HiD - H,D' = HiB - H1B’, u3
NPETXOHE TPU jeHAKOCTH CJIEIN

(11) p1(H1) = p2(Hy) = p3(Hy).
Cuanuno ce nmoka3syje na je
(12) p1(Hs) = pa(Hz) = p3(Hz),

rae je Ho oprouentap tpoyraa ABE.

Cu. 26

W3 (11) u (12) caemn na je npasa s = Hy Hy moTeHnujamHa oca 3a CBaKe ABE Of
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Cun. 27

Kpys&HUma ki, ko u k3. C o6G3upom Ha Teopemy 5, To moBiaauun s L XY us | XZ.
Kaxko je HopMasia u3 Tauke Ha IpaBy jeauHCTBeHa, Tauke X, Y u Z cy KojuHeapue. A\

HATTOMEHA. Ha cawuan maumn Moske ce nokasatu ma je pi(Hs) = pa(Hs) =
p3(Hs) n p1(Hy) = p2(Hy) = p3(Hy), vae cy Hs u Hy oprouentpu tpoyriaosa BEC
u DCF, penom. To swauu na u tauke Hs u Hy nexe Ha 3aj€JHUUKOj TIOTEHIIN]AJIHO]
ocu s. Tako cy, ocum tauaka X, Y m Z, roauneapue u tauke Hi, Ho, H3 u Hy.
[purom je nmpasa XY Z wopmanna ua npasy HyHyHsHy (cn. 27).
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