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POTENCIJA TAQKE U ODNOSU NA KRU�NICU1

Uvod

Jedna od karakteristiqnih osobina kru¼nice data je u slede²em tvr±eǌu.

Teorema 1. Ako je M proizvoǉna taqka u ravni kru�nice k i ako je
s proizvoǉna prava kroz M koja seqe k u taqkama P i Q, tada proizvod
MP ·MQ ne zavisi od izbora prave s, tj. MP ·MQ = const.

Dokaz. Neka je k kru¼nica s centrom O i polupreqnikom r. To ²emo oznaqa-
vati sa k(O; r). Pokaza²emo da je MP · MQ = MA · MB, gde su A i B taqke
preseka prave MO i kru¼nice k. S obzirom na polo¼aj taqke M , razlikova²emo
tri sluqaja.

(a) MO > r, tj. M je u spoǉaxǌosti k (sl. 1).

Kako su PBA i AQP periferijski uglovi kru¼nice k nad lukom PA, oni
su podudarni, ]PBA = ]AQP = ϕ. Kako je uz to ]PMB ≡ ]AMQ = θ, sledi
sliqnost trouglova MPB i MAQ, 4MPB ∼ 4MAQ. Odatle je MP : MA =
MB : MQ, odnosno MP ·MQ = MA ·MB.

Sl. 1 Sl. 2

(b) MO = r, odnosno M ∈ k (sl. 2).

1Qlanak je zasnovan na predavaǌu, odr¼anom na Dr¼avnom seminaru Druxtva matematiqara
Srbije, 2024. godine.
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Tada se sa M poklapa jedna od taqaka P
i Q, recimo P , i jedna od taqaka A i B, reci-
mo A. Me±utim, u svim sluqajevima je
MP ·MQ = MA ·MB = 0.

(c) MO < r, tj. M je u unutraxǌosti k
(sl. 3).

Tada va¼i ]MPA = ]MQB = ϕ (peri-
ferijski nad lukom AQ) i ]PMA =
]QMB = θ (unakrsni), pa je 4MPA ∼
4MBQ. To povlaqi MP : MB = MA : MQ,
odakle je MP ·MQ = MA ·MB.

Sl. 3

Potencija taqke

Potencija taqke M u odnosu na kru�nicu k, oznaka je pk(M), definixe
se na slede²i naqin.

Neka je M taqka u ravni kru¼nice k i neka je s proizvoǉna prava kroz M
koja seqe k. Ako s seqe k u taqkama P i Q, tada je

(1) pk(M) =
{

MP ·MQ, ako M ∈ ext k ∪ k,

−MP ·MQ, ako M ∈ int k.

(Sa ext k i int k oznaqene su, redom, spoǉaxǌa i unutraxǌa oblast kru¼nice k.)

Da je ova definicija dobra, tj. da vrednost pk(M) ne zavisi od izbora
seqice s, garantuje teorema 1.

Napomena. Veliqina pk(M) mo¼e se zgodno izraziti preko skalarnog
proizvoda vektora. Podsetimo se da se skalani proizvod, ~u · ~v, vektora ~u i
~v, definixe kao

~u · ~v = |~u| · |~v| · cos]{~u,~v},
gde su |~u| i |~v| intenziteti (du¼ine) vektora ~u i ~v. Tada je pk(M) =

−−→
MP · −−→MQ

bez obzira na polo¼aj taqke M u odnosu na kru¼nicu k.

Zaista, ukoliko M ∈ ext k, vektori
−−→
MP i

−−→
MQ su isto orijentisani (sl. 1),

pa je ]{−−→MP,
−−→
MQ} = 0. Otuda je

−−→
MP · −−→MQ = MP ·MQ · cos 0 = MP ·MQ, xto

se uklapa u definiciju (1).

Ako M ∈ int k, vektori
−−→
MP i

−−→
MQ su suprotno orijentisani (sl. 3), pa je

]{−−→MP,
−−→
MQ} = 180◦ i cos]{−−→MP,

−−→
MQ} = −1. To povlaqi da je

−−→
MP · −−→MQ =

MP ·MQ · (−1) = −MP ·MQ, xto tako±e odgovara definiciji (1).

Konaqno, ako M ∈ k, jedan od vektora
−−→
MP i

−−→
MQ, recimo

−−→
MP , jednak je ~0,

pa je
−−→
MP · −−→MQ = ~0 · −−→MQ = 0 = MP ·MQ. I to je u saglasnosti s (1).

Slede²i izraz za potenciju taqke u odnosu na kru¼nicu pogodan je za ra-
zliqita ispitivaǌa
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Teorema 2. Za potenciju taqke M u odnosu na kru�nicu k(O; r) va�i
da je

(2) pk(M) = d2 − r2,

gde je d = MO (centralno rastojaǌe taqke M).

Dokaz. Neka je MO ∩ k = {A,B}. Razmotri²emo sva tri sluqaja iz teo-
reme 1.

(a) M ∈ ext k (sl. 1). Tada je d > r i imamo da je

pk(M) = MA ·MB = (d− r)(d + r) = d2 − r2.

(b) M ∈ k (sl. 2). Tada je d = r i

pk(M) = MA ·MB = 0 · 2r = 0 = (d− r)(d + r) = d2 − r2.

(c) M ∈ int k (sl. 3). Tada je d < r i imamo da je

pk(M) = −MA ·MB = −(r − d)(d + r) = d2 − r2.

Napomena. Ako je k(O; r) utvr±ena kru¼nica
i M promenǉiva taqka, tada je pk(M) > 0 ako i
samo je d > r, tj. ako M ∈ ext k (sl. 4). Sliqno,
pk(M) = 0 ako i samo je d = r, tj. M ∈ k, dok je
pk(M) < 0 ako i samo je d < r, tj. M ∈ int k.

Sl. 4

Potencija pk(M) taqke M u odnosu na kru¼nicu k(O; r) je kvadratna funkci-
ja rastojaǌa d = MO. S obzirom da d ∈ [0, +∞), sledi pk(M) ∈ [−r2,+∞).
Pritom je min pk(M) = pk(O) = −r2. S druge strane, max pk(M) ne postoji jer
pk(M) → +∞ kad d → +∞.

Evo nekoliko primera vezanih za potenciju taqke.

Primer 1. Dati su kru¼nica k(O; r) i realan broj α. Odrediti sve taqke
X u ravni kru¼nice takve da je pk(X) = α.

(a) (b) (c)

Sl. 5
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Rexeǌe. Neka je S skup tra¼enih taqaka X, tj. S = {X | pk(X) = α}. U
zavisnosti od α, razmotri²emo vixe sluqajeva.

1◦ α ∈ (−∞,−r2). Kako je min pk(X) = −r2 (vidi prethodnu napomenu),
takvih taqaka X nema, tj. S = ∅.

2◦ α = −r2. Tada iz (2) sledi da je d = 0, pa je S = {O}.
3◦ α ∈ (−r2, +∞). Tada, ponovo iz (2), sledi d2 = α + r2 > 0, pa su

tra¼ene taqke X na rastojaǌu d =
√

α + r2 od centra kru¼nice k. To znaqi da
je S = k1(O; d), tj. S je kru¼nica koncentriqna sa k. Na slikama 5(a), (b), (c)
prikazane su kru¼nice k1 za α ∈ (−r2, 0), α = 0, α ∈ (0, +∞), redom. 4

Primer 2. Ako je D proizvoǉna taqka osnovice AB jednakokrakog trougla
ABC, dokazati da je DA ·DB = AC2 −DC2.

Rexeǌe. Predstavi²emo dve varijante rexeǌa. Jednu s primenom potencije
taqke i drugu, elementarnu, pomo²u Pitagorine teoreme.

1. varijanta. Uoqimo kru¼nicu k(C; CA = CB)
(sl. 6). Shodno (1) je

pk(D) = −DA ·DB,

a iz teoreme 2 je

pk(D) = DC2 −AC2.

Iz posledǌe dve jednakosti sledi DA · DB = AC2 −
DC2.

Sl. 6
2. varijanta. Neka je S sredixte osnovice AB (sl. 7).

Tada je SC ⊥ AB. Mo¼emo uzeti da D pripada du¼i AS. Za
D ≡ A, tra¼ena jednakost trivijalno va¼i jer je DA ·DB =
AC2 −DC2 = 0. Ako je D ≡ S, tada je

DA ·DB = AS2 = AC2 − SC2 = AC2 −DC2.

Neka je A−D − S. Tada je

Sl. 7

DA ·DB = (AS −DS)(BS + DS) = (AS −MS)(AS + DS) = AS2 −DS2

= (AC2 − SC2)− (DC2 − SC2) = AC2 −DC2. 4

Ortocentar trougla poseduje osobinu koja unekoliko podse²a na osobinu
te¼ixta. Razlika je u tome xto se kod te¼ixta radi o odnosu du¼i, a kod
ortocentra o ǌihovom proizvodu.

Primer 3. Ako su AA′, BB′ i CC ′ visine, a H ortocentar trougla ABC,
dokazati da je HA ·HA′ = HB ·HB′ = HC ·HC ′.

Rexeǌe. U vezi s vrstom trougla, razmotri²emo tri sluqaja.
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(a) 4ABC je oxtrougli (sl. 8).

1. varijanta – pomo²u potencije taqke. Oznaqimo sa k1 i k2 kru¼nice s
preqnicima AB i AC, redom, i sa p1(X) i p2(X)
potencije taqke X u odnosu na k1 i k2, redom.
Kako je ]BA′A = ]BB′A = 90◦, taqke A′ i B′

pripadaju kru¼nici k1. Sliqno, A′, C ′ ∈ k2. Na
osnovu (1), imamo da je

p1(H) = HA ·HA′ = HB ·HB′,

p2(H) = HB ·HB′ = HC ·HC ′.

Iz ove dve jednakosti sledi p1(H) = p2(H) =
HA ·HA′ = HB ·HB′ = HC ·HC ′.

Sl. 8

2. varijanta – elementarno. Lako se vidi da je 4HAB′ ∼ 4HBA′, xto
povlaqi HA : HB = HB′ : HA′, odnosno

HA ·HA′ = HB ·HB′.

Sliqno, iz 4HAC ′ ∼ 4HCA′ sledi

HA ·HA′ = HC ·HC ′.

Iz ovih jednakosti, oqigledno je HA ·HA′ = HB ·HB′ = HC ·HC ′.
(b) 4ABC je pravougli, ]A = 90◦ (sl. 9). Tada se teme A poklapa s pod-

no¼jima visina B′ i C ′ i s ortocentrom H. Otuda je

HA ·HA′ = HB ·HB′ = HC ·HC ′ = 0 · 0 = HB · 0 = HC · 0 = 0.

Sl. 9 Sl. 10

(c) 4ABC je tupougli, ]A > 90◦ (sl. 10). Rexeǌe je sliqno kao pod (a). 4
Ako taqka M pripada spoǉaxǌosti kru¼nice k, tada za pk(M) imamo jox

jedan zgodan izraz.

Teorema 3. Ako taqka M pripada spoǉaxǌosti kru�nice k i ako je
MT tangentna du� iz M na k, tada je

(3) pk(M) = MT 2.
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Dokaz. Neka je k kru¼nica s centrom O i polupreqnikom r. Tada je, prema
poznatoj teoremi, MT ⊥ OT (sl. 11), pa je MO2 −OT 2 = MO2 − r2 = MT 2.

S druge strane, na osnovu teoreme 2 je pk(M) = MO2 − r2. S obzirom na
prethodnu jednakost, to daje pk(M) = MT 2.

Sl. 11 Sl. 12

U slede²em primeru upravo se koristi tvr±eǌe ove teoreme.

Primer 4. Dve kru¼nice, k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Ako je PQ,
gde P ∈ k1 i Q ∈ k2, ǌihova zajedniqka tangenta, dokazati da prava AB sadr¼i
sredixte du¼i PQ.

Rexeǌe. Neka prava AB seqe du¼ PQ u taqki S (sl. 12). Oznaqimo sa pi

(i = 1, 2) potenciju u odnosu na kru¼nicu ki. Tada je, shodno (1) i (3)

p1(S) = SA · SB = SP 2.

Sliqno je
p2(S) = SA · SB = SQ2.

Iz ovih jednakosti oqigledno je SP 2 = SQ2, odnosno SP = SQ, pa je S sredxte
du¼i PQ. 4

Primer 5. Dat je tetivni qetvorougao ABCD qije se dijagonale seku u
taqki S. Prava koja prolazi kroz S i paralelna je s pravom CD seqe pravu AB
u taqki M . Dokazati da je tangentna du¼ iz taqke M na kru¼nicu k, opisanu
oko qetvorougla ABCD, jednaka du¼i MS.

Rexeǌe. Iz MS ‖ CD sledi ]BSM = ]BDC (saglasni uglovi) (sl. 13).
S druge strane, qetvorougao ABCD je tetivni, pa su ]BDC i ]BAC perife-
rijski uglovi nad lukom BC opisane kru¼nice k. Stoga je ]BDC = ]BAC. Iz
posledǌe dve jednakosti sledi

(4) ]BSM = ]BAC.

Oznaqimo sa k1 kru¼nicu opisanu oko trougla ABS. Na osnovu poznate teoreme o
uglu izme±u tangente i tetive, iz (4) sledi da je prava MS tangenta kru¼nice k1.
Tada je, shodno (1) i (3),

(5) MS2 = MA ·MB = p1(M),
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Sl. 13

gde je p1(M) potencija taqke M u odnosu na kru¼nicu k.
Neka je MT , gde T ∈ k, tangenta kru¼nice k. Kao gore, na osnovu (1) i (3)

imamo da je

(6) MT 2 = MA ·MB = pk(M).

Iz (5) i (6) sledi MS2 = MT 2 i MS = MT , xto je trebalo da se doka¼e. 4
Jednakost (a) iz slede²eg primera pripisuje se Ojleru. ǋena direktna

posledica je nejednakost (b) za polupreqnike opisane i upisane kru¼nice trougla.

Primer 6. Neka su K(O;R) i k(S; r) redom opisana i upisana kru¼nica
trougla ABC. Dokazati da je:

(a) OS =
√

R(R− 2r); (b) R > 2r.
Rexeǌe. (a) Ukoliko se centri opisane i upisane kru¼nice trougla pok-

lapaju, O ≡ S, nije texko pokazati da je trougao jednakostraniqan.2 Tada je
OS = 0, a kako je R = 2r, iz formule tako±e sledi OS =

√
R(R−R) = 0.

Stoga, uzmimo da je O 6= S(sl. 14).
Posmatrajmo potenciju centra S upisane kru¼nice k u odnosu na opisanu

kru¼nicu K. Po teoremi 2 je

(7) pK(S) = OS2 −R2.

S druge strane, iz (1) imamo da je

(8) pK(S) = −SC · SD.

Neka poluprava CS seqe kru¼nicu K, po drugi put, u taqki D i neka poluprava
DO seqe kru¼nicu K, po drugi put, u taqki E. Najzad, neka kru¼nica k dodiruje

2Va¼i i opxtije tvr±eǌe: ,,Ako se bilo koje dve od qetiri znaqajne taqke trougla, ortocentar,
te¼ixte, centar opisane i centar upisane kru¼nice, poklapaju, tada se poklapaju sve qetiri taqke
i trougao je jednakostranian.“
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Sl. 14

stranicu AC u taqki F . Tada je ]DBE = ]CFS = 90◦ (prvi je periferij-
ski ugao nad preqnikom DE kru¼nice K, dok je drugi ugao izme±u tangente i
odgovaraju²eg polupreqnika kru¼nice k). Prema tome, trouglovi DBE i SFC
su pravougli. Osim toga, uglovi BED i BCD su periferijski nad lukom DB
kru¼nice K, pa su stoga jednaki,

]BED = ]BCD.

Poluprava CD je simetrala ugla BCA, te je

]DCA = ]BCD.

Iz posledǌe dve jednakosti sledi ]BED = ]DCA ≡ ]SCF . S obzirom da su
trouglovi DBE i SFC pravougli, to povlaqi da su sliqni, 4DBE ∼ 4SFC.
Sledi DB : SF = DE : SC, odnosno DB · SC = DE · SF = 2Rr. Kako je, prema
poznatoj teoremi, DB = SD, dobijamo da je SD · SC = 2Rr. Zameǌuju²i to u
(8), dobijamo

(9) pK(S) = −2Rr.

Konaqno, iz (7) i (9) je OS2 −R2 = −2Rr, odakle je OS =
√

R(R− 2r).
(b) S obzirom da je OS > 0, iz (a) sledi R(R − 2r) > 0. A kako je R > 0,

to povlaqi R > 2r.

Potencijalna (radikalna) osa

Ako su k1(O1; r1) i k2(O2; r2) dve kru¼nice koje le¼e u istoj ravni, tada za
svaku taqku X te ravni postoji potencija p1(X) u odnosu na prvu kru¼nicu i
potencija p2(X) u odnosu na drugu kru¼nicu. Prirodno se name²u pitaǌa:
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• Da li postoje taqke X takve da je p1(X) = p2(X)?
• Ako takve taqke postoje, kako izgleda skup kojem pripadaju sve takve taqke?

U daǉem tekstu da²emo odgovore na oba pitaǌa. Neka je P tra¼eni skup
taqaka, tj. P = {X | p1(X) = p2(X)}. Prvo ²emo razmotriti sluqaj koncen-
triqnih kru¼nica. Za ǌih va¼i slede²e tvr±eǌe.

Teorema 4. Neka su k1(O; r1) i k2(O; r2) koncentriqne kru�nice sa
zajedniqkim centrom O. Tada je:
(a) P = ∅ za r1 6= r2; (b) P = qitava ravan (kru�nica k1 i k2) za r1 = r2.

Dokaz. (a) Neka je X proizvoǉna taqka ravni. Tada je p1(X) = XO2 − r2
1,

dok je p2(X) = XO2 − r2
2. Kako je r1 6= r2, oqigledno je p1(X) 6= p2(X), te je

P = ∅.
(b) Neka je X ponovo proizvoǉna taqka ravni i neka je r1 = r2. Tada je

p1(X) = p2(X) = XO2 − r2, pa je P = qitava ravan.
Tako ostaje sluqaj kru¼nica k1(O1; r1) i k2(O2; r2), takvih da je O1 6= O2.

U zavisnosti od me±usobnog polo¼aja kru¼nica, razmotri²emo tri podsluqaja.
Lema 1. Ako se kru�nice k1 i k2

seku u taqkama K i L, tada za svaku taq-
ku X prave KL va�i p1(X) = p2(X), tj.
KL ⊂ P .

Dokaz. Primetimo da je p1(K) =
p2(K) = p1(L) = p2(L) = 0, pa K,L ∈ P .
Neka je X proizvoǉna taqka prave KL (sl.
15). Ako je X van du¼i KL, tada je, na os-
novu (1), p1(X) = p2(X) = XK ·XL, a ako je
na du¼i KL, tada je p1(X) = p2(X) = −XK ·
XL. U svakom sluqaju je p1(X) = p2(X).

Sl. 15

Lema 2. Neka se kru�nice k1 i k2

dodiruju u taqki T i neka je t ihova za-
jedniqka tangenta u T . Tada za svaku
taqku X prave t va�i p1(X) = p2(X),
tj. t ⊂ P .

Dokaz. Oqigledno je p1(T ) = p2(T ) =
0. Neka X ∈ t, X 6= T (sl. 16). Tada je,
prema teoremi 3, p1(X) = p2(X) = XT 2, te
t ⊂ P . Dokaz je isti ukoliko se kru¼nice
k1 i k2 dodiruju iznutra.

Sl. 16

Tvr±eǌe sliqno onima iz lema 1 i 2 va¼i i za dve nekoncentriqne kru¼nice
koje nemaju zajedniqkih taqaka. Me±utim, dokaz u tom sluqaju je znatno slo¼e-
niji.
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Lema 3. Neka su k1(O1; r1) i k2(O2; r2) nekoncentriqne kru�nice jedne
ravni koje nemaju zajedniqkih taqaka. Tada postoji taqka M takva da je
p1(M) = p2(M). Xtavixe, za svaku taqku X prave s, koja sadr�i taqku M
i normalna je na pravu O1O2, va�i p1(X) = p2(X).

Dokaz. Prvo ²emo pokazati da takva taqka M postoji. Neka su pomenute
kru¼nice takve da se svaka nalazi u spoǉaxǌosti druge (sl. 17). (Ukoliko je
jedna od kru¼nica u unutraxǌosti druge, dokaz je gotovo isti.)

Sl. 17 Sl. 18

Uoqimo taqku K u unutraxǌosti kru¼nice k1 i taqku L u unutraxǌosti
kru¼nice k2. Uoqimo, potom, kru¼nicu k koja sadr¼i K i L i qiji centar O
le¼i van prave O1O2. Tada k seqe k1 u taqkama, recimo A i B, i k2 u taqkama,
recimo C i D. Kako je AB ⊥ OO1 i CD ⊥ OO2 i kako su taqke O, O1 i O2

nekolinearne, prave AB i CD nisu paralelne, te se seku u nekoj taqki M .

Oznaqimo sa p, p1 i p2 potencije taqaka u odnosu na kru¼nice k, k1 i k2,
redom. Na osnovu (1), tada je

p1(M) = p(M) = MA ·MB, p2(M) = p(M) = MC ·MD,

odakle p1(M) = p2(M).
Neka je s prava kroz M koja je normalna na pravu O1O2 i seqe je u taqki

S (sl. 18). Poka¼imo da je p1(S) = p2(S). Koriste²i teoremu 2 i Pitagorinu
teoremu, dobijamo

p1(S) = SO2
1 − r2

1 = (MO2
1 −MS2)− r2

1 = (MO2
1 − r2

1)−MS2

= p1(M)−MS2,

p2(S) = SO2
2 − r2

2 = (MO2
2 −MS2)− r2

2 = (MO2
2 − r2

2)−MS2

= p2(M)−MS2.

Kako je p1(M) = p2(M), sledi

(10) p1(S) = p2(S).

Neka je X proizvoǉna taqka prave s. Tada je

p1(X) = XO2
1 − r2

1 = (SO2
1 + XS2)− r2

1 = (SO2
1 − r2

1) + XS2

= p1(S) + XS2,
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p2(X) = XO2
2 − r2

2 = (SO2
2 + XS2)− r2

2 = (SO2
2 − r2

2) + XS2

= p2(S) + XS2.

S obzirom na (10), iz posledǌe dve jednakosti sledi p1(X) = p2(X). Otuda je
s ⊂ P .

Iz ove tri leme sledi da za svake dve nekoncentriqne kru¼nice k1 i k2

postoji prava qije sve taqke imaju jednake potencije u odnosu na obe kru¼nice.
Postavǉa se pitaǌe: ,,Da li su to sve taqke u ravni kru¼nica koje imaju jednake
potencije u odnosu na obe kru¼nice?“ Trenutno nije jasno, ali ispostavi²e se
da je odgovor potvrdan.

Ako su k1(O1; r1) i k2(O2; r2) dve nekoncentriqne kru¼nice, pravu l = O1O2

zva²emo linijom centara.

Lema 4. Neka su k1(O1; r1) i k2(O2; r2) nekoncentriqne kru�nice. Tada
na liniji centara l = O1O2 postoji jedna i samo jedna taqka S takva da je
p1(S) = p2(S).

Dokaz. Uzmimo da je r1 > r2.
Neka je S taqka prave l takva da je
p1(S) = p2(S). Tada je p1(S) = SO2

1−
r2
1 i p2(S) = SO2

2 − r2
2. Kako je r1 >

r2, to je SO2
1 > SO2

2, odnosno SO1 >
SO2. To znaqi da S pripada polu-
pravoj S0O2, gde je S0 sredixte du¼i
O1O2 (sl. 19).

Sl. 19

Iz p1(S) = p2(S) sledi SO2
1 − r2

1 = SO2
2 − r2

2 i SO2
1 = SO2

2 + r2
1 − r2

2. Na
normali u taqki O2 na pravu l uoqimo taqku N , takvu da je O2N = n =

√
r2
1 − r2

2.
Tada je SN2 = SO2

2 + n2 = SO2
2 + r2

1 − r2
2 = SO2

1, pa je SN = SO1. Otuda taqka
S pripada simetrali du¼i O1N .

Dakle, ako je p1(S) = p2(S), gde S ∈ l, S je preseqna taqka simetrale du¼i
O1N i prave l. Kako su taqke O1 i N i prava l utvr±ene, taqka S je jedinstvena.

Sad smo u prilici da formulixemo glavno tvr±eǌe.

Teorema 5. Sve taqke koje imaju jednake potencije u odnosu na dve
nekoncentriqne kru�nice pripadaju jednoj pravoj koja je normalna na li-
niju centara tih kru�nica. Svaka taqka te prave ima jednake potencije
u odnosu na obe kru�nice.

Dokaz. Neka je l = O1O2 linija centara nekoncentriqnih kru¼nica k1(O1) i
k2(O2). Na osnovu lema 1, 2 i 3, uvek postoji taqka M takva da je p1(M) = p2(M).
Iz istih lema sledi da svaka taqka normale s iz M na l ima jednake potencije u
odnosu na k1 i k2.

Neka je s ∩ l = {S} i neka je X taqka van prave s. Tvrdimo da je tada
p1(X) 6= p2(X).
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Pretpostavimo da je p1(X) = p2(X) i uoqimo normalu s′ iz X na l. Neka
je s′ ∩ l = {S′}. Kako X /∈ s i kako je s′ ‖ s, sledi da je S′ 6= S. S druge
strane, iz lema 1, 2, 3, sledi p1(S) = p2(S). Tako na liniji centara l postoje
dve razliqite taqke, S i S′, koje imaju jednake potencije u odnosu na k1 i k2. To
je kontradikcija s lemom 4 koja obara pretpostavku p1(S) = p2(S).

Prava s iz ove teoreme, tj. skup svih taqaka u ravni nekoncentriqnih kru¼-
nica k1 i k2 koje imaju jednake potencije u odnosu na te kru¼nice, zove se po-
tencijalna ili radikalna osa tih kru¼nica.

Iz dokaza lema 1, 2, 3 vidi se kako se konstruixe potencijalna osa za dve
date kru¼nice.

U narednih nekoliko primera bi²e prikazano kako se potencijalne ose mogu
zgodno koristiti u dokazima razliqitih planimetrijskih tvr±eǌa.

Primer 7. Date su kru¼nice k i k1 takve da svaka od ǌih le¼i u spo-
ǉaxǌosti druge. Ako su AA1 i BB1 ǌihove spoǉaxǌe i CC1 i DD1 ǌihove
unutraxǌe tangente, gde A,B, C,D ∈ k i A1, B1, C1, D1 ∈ k1, dokazati da su
sredixta du¼i AA1, BB1, CC1, DD1 kolinearna.

Rexeǌe. Oznaqimo sa p i p1 potencije taqaka u odnosu na kru¼nice k i
k1, redom. Neka su A0, B0, C0, D0 redom sredixta du¼i AA1, BB1, CC1, DD1

(sl. 20).

Sl. 20

Shodno teoremi 3, tada je p(A0) = A0A
2 = A0A

2
1 = p1(A0), odnosno p(A0) =

p1(A0). Sliqno je p(B0) = p1(B0), p(C0) = p1(C0) i p(D0) = p1(D0). Prema
tome, taqke A0, B0, C0, D0 pripadaju potencijalnoj osi s kru¼nica, te su stoga
kolinearne. 4

Primer 8. Neka su AA′, BB′ i CC ′ visine raznostranog oxtrouglog
trougla ABC (nikoje dve stranice nisu jednake). Dokazati da su tri taqke
u kojima se seku prave B′C ′ i BC, C ′A′ i CA i A′B′ i AB – kolinearne.

Rexeǌe. Neka je B′C ′ ∩ BC = {X}, C ′A′ ∩ CA = {Y } i A′B′ ∩ AB = {Z}
(sl. 21). Kako je ]BA′A = ]BB′A = 90◦, taqke A,B, A′ i B′ pripadaju kru¼nici
k1 qiji je preqnik stranica AB. Neka su k i k′ kru¼nice opisane oko trouglova
ABC i A′B′C ′, redom. (Nisu predstavǉene na sl. 20.) Oznaqimo sa p, p′ i p1
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redom potencije taqaka u odnosu na kru¼nice k, k′ i k1. Tada za taqku Z imamo:
p(Z) = ZA · ZB, p′(Z) = ZA′ · ZB′, p1(Z) = ZA · ZB = ZA′ · ZB′.

Iz ovih jednakosti sledi p(Z) = p′(Z). To znaqi da taqka Z pripada potenci-
jalnoj osi kru¼nica k i k′.

Na sliqan naqin pokazuje se da je p(X) = p′(X) i p(Y ) = p′(Y ), pa taqke X
i Y tako±e pripadaju potencijalnoj osi kru¼nica k i k′. Otuda su taqke X, Y
i Z kolinearne. 4

Sl. 21

Slede²i primer odnosi se na specijalan sluqaj poznate Brijanxonove3 teo-
reme iz projektivne geometrije.

(a) (b) (c)
Sl. 22

Ako je ABCDEF pravilan xestougao, ǌegove ,,velike“ dijagonale, AD, BE
i CF seku se u jednoj taqki, centru upisane kru¼nice (sl. 22(a)).

3C. J. Brianchon (1783-1864), francuski matematiqar
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Me±utim, sliqno va¼i za svaki tangentni xestougao, s tim xto taqka pre-
seka tih dijagonala ne mora da bude centar upisane kru¼nice (sl. 22(b)). (To
je upravo sadr¼aj najavǉenog primera.) Konaqno, va¼i i opxtije tvr±eǌe, Bri-
janxonova teorema, koje ka¼e da se velike dijagonale svakog xestougla, opisanog
oko krive drugog reda, seku u jednoj taqki. Na sl. 22(c) prikazan je sluqaj elipse.

Navedimo najpre jedno pomo²no tvr±eǌe.

Primer 9. Neka su k1(O1), k2(O2) i k3(O3) tri kru¼nice qiji su centri
nekolinearne taqke. Dokazati da se potencijalne ose kru¼nica k1 i k2, k2 i k3

i k1 i k3 seku u jednoj taqki.
Rexeǌe. Oznaqimo sa pij potencijalnu osu kru¼nica ki i kj , gde je {i, j} ⊂

{1, 2, 3}. Neka je p12 ∩ p23 = {O} (sl. 23).

Sl. 23

Tada je p1(O) = p2(O) i p2(O) = p3(O). Odatle je p1(O) = p3(O), pa
O ∈ p13. Tako se potencijalne ose p12, p23 i p13 seku u taqki O. 4

Taqka O iz ovog primera zove se potencijalni centar kru¼nica k1, k2

i k3.

Primer 10. Neka je ABCDEF tangentni xestougao. Dokazati da se di-
jagonale AD, BE i CF seku u jednoj taqki.

Rexeǌe. Neka je k kru¼nica upisana u xestougao ABCDEF koja dodiruje
stranice AB,BC, CD, DE, EF, FA redom u taqkama K, L,M,N, P, Q (sl. 24).

Neka je s pozitivan realan broj ve²i od du¼ine svake stranice xestougla
ABCDEF . Uoqimo na polupravim BA i DE redom taqke K ′ i N ′ takve da je
KK ′ = NN ′ = s. Lako se vidi da tada postoji kru¼nica k1 koja dodiruje prave
KK ′ i NN ′ u taqkama K ′ i N ′, redom. Sliqno, na polupravim BC i FE uoqimo
redom taqke L′ i P ′ takve da je LL′ = PP ′ = s i kru¼nicu k2 koja dodiruje LL′

i PP ′ u taqkama L′ i P ′, redom. Najzad, na polupravim DC i FA uoqimo redom
taqke M ′ i Q′ takve da je MM ′ = QQ′ = s i kru¼nicu k3 koja dodiruje MM ′

i QQ′ u taqkama M ′ i Q′, redom. Oznaqimo sa pi, i = 1, 2, 3, potencije taqaka u
odnosu na kru¼nicu ki.

S obzirom da je BK = BL i EN = EP , tada je

p1(B) = BK ′2 = (BK + KK ′)2 = (BK + s)2

= (BL + LL′)2 = BL′2 = p2(B),
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Sl. 24

p1(E) = EN ′2 = (NN ′ − EN)2 = (s− EN)2

= (PP ′ − EP )2 = EP ′2 = p2(E).

Iz toga sledi da je BE potencijalna osa za kru¼nice k1 i k2.

Na sliqan naqin pokazuje se da su CF i AD potencijalne ose za k2 i k3,
odnosno za k1 i k3. Na osnovu primera 9, prave AD, BE i CF , a istovremeno
i odgovaraju²e du¼i, seku se u taqki S – potencijalnom centru kru¼nica k1, k2

i k3. 4

Primer 11. U konveksnom qetvorouglu ABCD prave AB i CD seku se u
taqki E, a prave AD i BC u taqki F . Dokazati da su sredixta du¼i AC, BD
i EF kolinearne taqke.

Rexeǌe. Neka su X, Y i Z redom sredixta du¼i AC, BD i EF (sl. 25).

Oznaqimo sa k1, k2 i k3 kru¼nice s preqnicima AC, BD i EF , redom.
ǋihovi centri su upravo taqke X, Y i Z. Pokaza²emo da kru¼nice k1, k2 i k3

imaju zajedniqku potencijalnu osu s, tj. da je s potencijalna osa za svake dve od
ǌih.

Neka su AA′, BB′ i DD′ visine trougla ABD i neka je H1 ǌegov ortocentar
(sl. 26). Kako je ]CA′A = 90◦, sledi da A′ ∈ k1. Sliqno, D′ ∈ k2 i B′ ∈ k3.
Ako sa pi, i = 1, 2, 3, oznaqimo potencije taqaka u odnosu na kru¼nicu ki, imamo
da je

p1(H1) = H1A ·H1A
′, p2(H1) = H1D ·H1D

′, p3(H1) = H1B ·H1B
′.
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Sl. 25

A kako je, na osnovu primera 3, H1A · H1A
′ = H1D · H1D

′ = H1B · H1B
′, iz

prethodne tri jednakosti sledi

(11) p1(H1) = p2(H1) = p3(H1).

Sliqno se pokazuje da je

(12) p1(H2) = p2(H2) = p3(H2),

gde je H2 ortocentar trougla ABF .

Sl. 26

Iz (11) i (12) sledi da je prava s = H1H2 potencijalna osa za svake dve od
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Sl. 27

kru¼nica k1, k2 i k3. S obzirom na teoremu 5, to povlaqi s ⊥ XY i s ⊥ XZ.
Kako je normala iz taqke na pravu jedinstvena, taqke X, Y i Z su kolinearne. 4

Napomena. Na sliqan naqin mo¼e se pokazati da je p1(H3) = p2(H3) =
p3(H3) i p1(H4) = p2(H4) = p3(H4), gde su H3 i H4 ortocentri trouglova BEC
i DCF , redom. To znaqi da i taqke H3 i H4 le¼e na zajedniqkoj potencijalnoj
osi s. Tako su, osim taqaka X, Y i Z, kolinearne i taqke H1,H2,H3 i H4.
Pritom je prava XY Z normalna na pravu H1H2H3H4 (sl. 27).
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