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DIRIHLEOV PRINCIP1

Neka su k, n, p prirodni brojevi. Ako kn+ p kuglica treba rasporediti u n
kutija, onda nasigurno postoji kutija u koju ²e biti smextena bar k+1 kuglica.

Ovo tvr±eǌe, koje se mo¼e dokazati (a intuitivno je ono oqigledno), poznato
je u matematici kao Dirihleov princip2. On se qesto iskazuje i u xaǉivoj
formi kao ,,problem sedam zeqeva“ i u toj formi glasi: Ako sedam zeqeva treba
smestiti u tri kaveza, onda mora postojati kavez u koji ²e bar tri zeca biti
smextena.

Ovaj se princip veoma uspexno primeǌuje u raznim problemima. Naqin
zakǉuqivaǌa, koji le¼i u osnovi Dirihleovog principa, mo¼e se primeniti i u
situacijama koje, bar naizgled, nemaju nikakve sliqnosti sa kutijama i zeqevima.
Nadamo se da ²e niz zadataka koji sledi ilustrovati snagu tog principa i da
²e qitalac, koji uspexno rexi te zadatke, samostalno (xto je svakako boǉe) ili
uz pomo² prilo¼enih rexeǌa, biti osposobǉen da Dirihleov princip koristi
u daǉem radu.

1. Dokazati da se od proizvoǉnih n+1 celih brojeva mogu izabrati dva broja
qija je razlika deǉiva sa n.

Pri deǉeǌu sa n celi brojevi mogu davati ostatke 0, 1, 2, . . . , n− 1. Zbog
toga, pri deǉeǌu sa n, posmatranih n + 1 brojeva daju n + 1 ostataka, koji
mogu uzimati vrednosti 0, 1, 2, . . . , n − 1. Poxto ima ukupno n razliqitih
mogu²ih ostataka, a n+1 ostatak, na osnovu Dirihleovog principa zakǉuqujemo
da moraju postojati bar dva jednaka broja me±u ostacima. No, ako dva cela broja
pri deǉeǌu sa n daju jednake ostatke, onda je razlika tih brojeva deǉiva sa n.
Zaista, ako je a = pn + r, b = qn + r, onda je

a− b = (p− q)n = kn,

xto je i trebalo dokazati.

1Ovo je reprint qlanka objavǉenog 1976. godine u okviru sveske 8 edicije Materijali za mlade
matematiqare Druxtva matematiqara, fiziqara i astronoma Srbije, prve od kako je Vladimir
Mi²i² postao ǌen urednik. Celu svesku je profesor Mi²i² sam otkucao na obiqnoj pisa²oj maxini,
a matematiqke formule upisao rukom (na kraju ovog qlanka je skenirana prva stranica originala)
[prim. ured.].

2P. L. Dirchlet (1805–1859), poznati francusko-nemaqki matematiqar



Dirihleov princip 69

2. Dokazati da u proizvoǉnom skupu ǉudi postoje bar dva qoveka koji me±u
qlanovima tog skupa imaju isti broj poznanika.

Neka u posmatranom skupu ima n ǉudi. Ako me±u ǌima postoji qovek koji
nema nijednog poznanika u tom skupu, onda u skupu ne postoji qovek koji me±u
qlanovima skupa ima n − 1 poznanika. Dakle, u tom sluqaju qlanovi tog skupa
mogu imati 0, 1, 2, . . . , n− 2 poznanika, xto znaqi da sve qlanove skupa mo¼emo,
s obzirom na broj poznanika, podeliti na n − 1 klasu, stavǉaju²i u istu klasu
qlanove skupa koji imaju isti broj poznanika. To znaqi da n ǉudi treba podeliti
na n− 1 klasu. Na osnovu Dirihleovog principa zakǉuqujuemo da onda postoji
klasa u kojoj ²e se na²i bar dva qlana skupa. Oni me±u qlanovima skupa imaju
isti broj poznanika.

Ako me±u qlanovima naxeg skupa ne postoji qovek koji me±u qlanovima skupa
nema nijednog poznanika, onda qlanovi skupa mogu imati 1, 2, . . . , n−1 poznanika.
Dobijamo opet n−1 klasu u koju treba rasporediti n ǉudi, pa zakǉuqujemo da i
u ovom sluqaju postoje bar dva qlana skupa koji me±u qlanovima tog skupa imaju
isti broj poznanika.

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji najmaǌe jedan broj oblika
111 . . . 11000 . . . 00, napisan pomo²u izvesnog broja jedinica a zatim izvesnog
broja nula (u dekadnom zapisu), koji je deǉiv sa n.

Posmatrajmo n+1 broj 1, 11, 111, . . . , 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n+1

. Me±u ǌima postoje bar dva

broja qija je razlika deǉiva sa n (vidi 1. zadatak). Razlike ovih brojeva su
brojevi koji se u dekadnom sistemu zapisuju u obliku 111 . . . 11000 . . . 00, qime je
tvr±eǌe zadatka dokazano.

4. Dokazati da postoji prirodan broj koji je deǉiv sa 1975 a prvih deset ci-
fara su mu 1234567890.

Posmatrajmo 1976 brojeva

x1 = 1234567890,

x2 = 12345678901234567890,

. . .

x1976 = 12345678901234567890 . . . 1234567890 (1976 puta).

Me±u ǌima postoje dva broja qija je razlika deǉiva sa 1975. Ta razlika je broj
qijih je prvih deset cifara 1234567890.

5. Dokazati da se me±u n + 1 razliqitih prirodnih brojeva maǌih od 2n mogu
izabrati tri takva broja da jedan od ǌih bude jednak zbiru ostala dva.

Neka su to brojevi

a1 < a2 < a3 < · · · < an < an+1.
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Posmatrajmo brojeve a2 − a1, a3 − a1, . . . , an+1 − a1 (ima ih n) i brojeve a1,
a2, . . . , an (ǌih je tako±e n). Na taj naqin smo dobili 2n prirodnih brojeva
maǌih od 2n. Me±u ǌima ²e postojati dva jednaka broja. Ta dva broja pripadaju
razliqitim grupama. Neka su to brojevi ak − a1 i am. Onda je ak = a1 + am,
qime je tvr±eǌe dokazano.

6. Dato je 20 razliqitih prirodnih brojeva maǌih od 70. Dokazati da me±u
svim mogu²im razlikama tih brojeva postoje bar qetiri jednake.

Neka su to brojevi
m1 < m2 < m3 < · · · < m18 < m19 < m20.

Posmattajmo niz razlika brojeva m2, m3, . . . , m20 i brojeva koji ima prethode.
Dobijamo brojeve

m2 −m1, m3 −m2, m19 −m18, . . . , m20 −m19.

Ako me±u svim mogu²im razlikama nema bar qetiri jednake, onda ni me±u sada
dobijenih 19 razlika ne mo¼e biti qetiri jednake. Zbog toga me±u ovih 19
brojeva ima najvixe tri jedinice, najvixe tri dvojke, trojke, qetvorke, petice,
xestice i bar jedna od ǌih nije maǌa od sedam. Dobijamo da je

m20 −m1 = (m20 −m19) + (m19 −m18) + · · ·+ (m3 −m2) + (m2 −m1)

> 3(1 + 2 + · · ·+ 6) + 7 = 70.

Ovo je nemogu²no, jer su m1 i m20 prirodni brojevi maǌi od 70 pa ǌihova
razlika mora biti maǌa od 70.

7. Ako k prirodnih brojeva pore±amo na proizvoǉan naqin u niz, onda postoji
izvestan broj uzastopnih qlanova tog niza qiji je zbir deǉiv sa k.

Neka su to brojevi n1, n2, . . . , nk. Posmatrajmo zbirove
S1 = n1,

S2 = n1 + n2,

S3 = n1 + n2 + n3,

. . .

Sk = n1 + n2 + · · ·+ nk.

Ako je jedan od ovih zbirova deǉiv sa k, tvr±eǌe je dokazano. Ako to nije sluqaj,
onda pri deǉeǌu ovih k zbirova sa k dobijamo najvixe k−1 razliqitih ostataka
(0 se ne dobija kao ostatak), dakle, moraju me±u ostacima postojati dva jednaka
broja. Onda je razlika odgovaraju²i zbirova deǉiva sa k. Neka su to zbirovi
Si i Sj (i > j). ǋihova razlika je

Si − Sj = nj+1 + nj+2 + · · ·+ ni.

Vidimo da je ova razlika zbir uzastopnih qlanova naxeg niza, qije je postojaǌe
trebalo dokazati.

8. Uqenik u toku godine rexava zadatke iz matematike. On svakog dana rexi
bar jedan zadatak ali, da se ne bi premorio, u toku jedne sedmice rexi
najvixe dvanaest zadataka. Dokazati da postoji nekoliko uzastopnih dana u
godini u toku kojih ²e uqenik rexiti taqno dvadeset zadataka.
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Pretpostavimo da je u toku prvog dana uqenik rexio a1 zadataka, u toku
prva dva dana a2 zadataka, . . . , u toku prvih 77 dana a77 zadataka. Posmatrajmo
brojeve

a1, a2, a3, . . . , a77,

a1 + 20, a2 + 20, a3 + 20, . . . , a77 + 20.

Ovde imamo ukupno 154 prirodna broja. Poxto je a77 broj zadataka koje je uqenik
rexio u toku prvih 11 sedmica, imamo da je a77 6 132. No, onda brojevi koji
su napisani ne mogu biti ve²i od 132 + 20 = 152, a poxto ih je 154, me±u
ǌima sigurno postoje bar dva jednaka broja. Brojevi u prvoj vrsti moraju biti
razliqiti (zbog toga xto je uqenik svakog dana rexio bar jedan zadatak) pa su i
brojevi u drugoj vrsti svi razliqiti. Onda preostaje samo mogu²nost da je neki
od brojeva iz prve vrste jednak nekom od brojeva iz druge vrste, dakle da je za
neke k i l ispuǌeno

ak = al + 20, l < k 6 77,

odakle sledi ak−al = 20, xto znaqi da je uqenik u toku (l+1)-og, (l+2)-og, . . . ,
k-tog dana rexio taqno dvadeset zadataka, xto je i trebalo dokazati.

9. Data je 2k + 1 karta koje su numerisane uzastopnim prirodnim brojevima
od 1 do 2k + 1. Koliko se najvixe karata mo¼e izabrati tako da nijedan od
brojeva napisanih na izvuqenim kartama ne bude jednak zbiru drugih dvaju
brojeva napisanih na izvuqenim kartama?

Tra¼enu osobinu imaju karte na kojima su napisani brojevi k+1, k+2, . . . ,
2k + 1. Doka¼imo da se ve²i broj karata s tra¼enom osobinom ne mo¼e izvu²i.
Pretpostavimo suprotno da smo izbrali k + r karata, r > 1, koje zadovoǉavaju
uslove zadatka. Neka je n najve²i broj napisan na tim kartama. Posmatrajmo
razlike izme±u broja n i preostalih brojeva zapisanih na izabranim kartama.
Tih je razlika k + r−1 a napisane su na preostale 2k +1− (k + r) karte. Prema
tome, mora biti k + r − 1 6 2k + 1− k − r = k − r + 1, odakle sledi r 6 1, xto
je nemogu²e zbog r > 1.

10. Posmatrajmo niz qetvorocifrenih brojeva koji predstavǉaju posledǌe qe-
tiri cifre brojeva 6, 62, 63, . . . To je niz 0006, 0036, 0216, 1296, 7776,
6656, . . . . Dokazati da poqev od nekog qlana ovaj niz postaje periodiqan.

Poxto postoji samo 104 mogu²nosti za posledǌe qetiri cifre u nizu, me±u
ǌima nasigurno postoje dva broja koji imaju jednake posledǌe qetiri cifre.
Neka su to brojevi 6k i 6k+m (k, m ∈ N). Onda je ǌihova razlika deǉiva sa
104, 6k+m − 6k = 10k · n. No, onda ²e i brojevi 6k+p i 6k+m+p imati jednake
posledǌe qetiri cifre jer je

6k+m+p − 6k+p = 6p(6k+m − 6k) = 6p · 104 · n
za svako p ∈ N, odnosno, za svako q > k je

6q+m − 6q = 6q−k · n · 104.

Time je dokazano da je posmatrani niz posledǌih cifara brojeva iz naxeg niza
periodiqan.
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11. Dokazati da postoji stepen broja 3 qija se reprezentacija u dekadnom sis-
temu zavrxava ciframa 0001.

Rasu±uju²i kao u prethodnom zadatku zakǉuqujemo da postoje dva prirodna
broja k i m, pri qemu je k > m, takva da je

3k − 3m = 104 · n, n ∈ N.

Poxto je leva strana deǉiva sa 3m a brojevi 104 i 3m su uzajamno prosti, broj
n je deǉiv sa 3m. Onda je

3k−m − 1 = 104 · s, s ∈ N.

Dakle, postoji broj q ∈ N, q = k−m, takav da je 3q = 104 ·s+1, a dekadni zapis
ovog broja se zavrxava ciframa 0001.

12. Prirodni brojevi od 1 do 2n napisani su u proizvoǉnom poretku a zatim
je ispod svakog od ǌih napisan ǌegov redni broj u tom nizu. Svaki je broj
potom sabran sa svojim rednim brojem. Dokazati da me±u tako dobijenim
zbirovima postoje dva broja qija je razlika deǉiva sa 2n.

Obele¼imo dobijene zbirove sa s1, s2, . . . , s2n. Pretpostavimo da oni pri
deǉeǌu sa 2n daju razliqite ostatke. Na taj naqin bismo onda dobili 2n os-
tataka 0, 1, 2, . . . , 2n− 2, 2n− 1. Zbir tih ostataka jednak je

2n(2n− 1)
2

= n(2n− 1) = S.

S druge strane imamo da je

s1 + s2 + · · ·+ s2n = 2 · 2n(2n + 1)
2

= 2n(2n + 1) = T

jer to, u stvari, predstavǉa dvostruki zbir brojeva 1, 2, 3, . . . , 2n. Razlika
svakog broja sk i ostatka koji se dobija kad se on deli sa 2n deǉiva je sa 2n.
Zbog toga je i razlika T−S deǉiva sa 2n. Me±utim, neposrednim izraqunavaǌem
dobijamo

T − S = 2n(2n + 1)− n(2n− 1) = n(2n + 3),
dakle, broj koji nije deǉiv sa 2n, xto je nemogu²no. Prema tome, ne mogu svi
ostaci biti razliqiti.

13. Dokazati da me±u proizvoǉnih devet uzaatopnih prirodnih brojeva postoji
bar jedan broj koji je uzajamno prost sa svakim od preostalih osam brojeva.

Razlika proizvoǉna dva od devet uzatopnih brojeva je najvixe jednaka 8.
Ako je q zajedniqki delilac brojeva a i b, onda je i razlika a − b deǉiva sa q,
odatle zakǉuqujemo da me±u prostim zajedniqkim deliocima naxih brojeva mogu
biti samo brojevi 2, 3, 5, 7. Me±u devet uzastopnih prirodnih brojeva mo¼e biti
ili qetiri parna ili pet parnih brojeva. Poxto je od dva uzastopna cela broja
deǉiva sa 3, 5 ili 7, jedan paran, zakǉuqujemo da me±u posmatranim brojevima
ima najvixe dva neparna broja deǉiva sa 3 i najvixe po jedan neparan broj deǉiv
sa 5 ili sa 7.
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Ako me±u posmatranim brojevima ima qetiri parna, a me±u ǌima, kao xto
smo videli, mo¼e biti samo dva neparna broja deǉiva sa 3 i po jedan neparan broj
deǉiv sa 5 ili sa 7, zakǉuqujemo da nasigurno postoji me±u naxim brojevima
neparan broj koji nije deǉiv ni sa 3 ni sa 5 ni sa 7, dakle uzajamno je prost sa
ostalih osam brojeva.

Ako je me±u neparnim brojevima samo jedan deǉiv sa 3, onda na isti naqin
zakǉuqujemo da postoji broj koji je uzajamno prost sa preostalih osam brojeva.

Ako me±u posmatranih devet brojeva ima pet parnih a me±u neparnim bro-
jevima su dva deǉiva sa 3 (onda parni brojevi moraju biti prvi, tre²i, peti,
sedmi i deveti a sa 3 su deǉivi neparni brojevi na drugom i osmom mestu), tada
qetvrti ili xesti broj nije deǉiv sa 5. On nije deǉiv ni sa 2 ni sa 3, a raz-
likuje se od ostalih posmatranih brojeva najvixe za 5, pa ne mo¼e ni sa jednim
imati zajedniqki delilac 7. Dakle, u tom je sluqaju ovo tra¼eni broj.

14. Dat je skup koji se sastoji od proizvoǉnih 10 razliqitih dvocifrenih
prirodnih brojeva. Dokazati da postoje dva neprazna disjunktna podsku-
pa tog skupa, takva da je zbir elemenata u jednom od tih podskupova jednak
zbiru elemenata u drugom od ǌih,

Dati skup od 10 elemenata ima 210 − 1 = 1023 neprazna podskupa. Najve²a
mogu²a vrednost zbira elemenata u nekom od tih podskupova jednaka je

99 + 98 + · · ·+ 91 + 90 = 945,

dok je najmaǌa mogu²a vrednost tog zbira jednaka 10. Prema tome, postoji ukupno
936 mogu²ih zbirova. Poxto je 936 < 1023, na osnovu Dirihleovog principa
zakǉuqujemo da moraju postojati dva razliqita podskupa koji imaju jednak zbir
elemenata. Ali, ti podksupovi mogu imati neprazan presek. U takvom sluqaju
odbaci²emo iz oba od ǌih zajedniqke elemente. Time ²e se zbir elemenata u
oba podskupa umaǌiti za istu vrednost, pa ²e zbirovi u dobijenim, disjunktnim
podskupovima datog skupa biti jednaki, qime je tvr±eǌe zadatka dokazano.

15. U kvadrat stranice 1 na proizvoǉan naqin je smextena 51 taqka. Dokazati da
postoje tri taqke me±u ǌima koje se mogu prekriti krugom polupreqnika 1

7 .

Podelimo kvadrat na 25 jednakih kvadrata stranice 1
5 . Na osnovu Dirih-

leovog principa zakǉuqujemo da me±u ǌima mora postojati takav kvadrat u kome
se, ili na ǌegovim stranicama, nalazi bar tri od smextene 51 taqke. Poxto je

2
7

>
1
5

√
2,

taj se kvadrat mo¼e prekriti krugom polupreqnika 1
7 , xto je i trebalo dokazati.

16. Xuma ima oblik kvadrata povrxine 1 km2. U ǌoj raste 4500 borovih sta-
bala preqnika 50 cm. Dokazati da u toj xumi postoji pravougaona povrxina
dimenzija 10m× 20m na kojoj nema nijednog stabla.



74 V. Mi²i²

Dati kvadrat mo¼emo podeliti na 4560 pravougaonika dimenzija 10m×20m
tako da izme±u ǌih ostanu trake xirine ve²e od 50 cm. Ma kako da su ras-
pore±ena stabla u xumi, preosta²e bar 60 ovakvih pravougaonika u kojima ne²e
biti nijedno stablo.

17. Nespretni uqenik mastilom je zabrǉao list hartije oblika pravougaoni-
ka dimenzija 21 cm × 30 cm tako da je ukupna povrxina svih mrǉa jednaka
314 cm2. Dokazati da postoje dve taqke u pravougaoniku, simetriqne pre-
ma jednoj od simetrala pravougaonika, koje se ne nalaze u izbrǉanom delu
lista.

Pretpostavimo da je uqenik brzo reagovao i savio list po jednoj od sime-
trala. Onda ²e se mrǉa preslikati simetriqno u odnosu na tu simetralu a
povrxina izbrǉanog dela ²e se pove²ati, i to najvixe udvostruqiti, pa ²e
nakon toga povrxina izbrǉanog dela biti najvixe jednaka 628 cm2. Povrxina
pravougaonika je 630 cm2 pa ²e jox jox uvek ostati bar 2 cm2 neizbrǉane povr-
xine. Ona je raspore±ena simetriqno prema posmatranoj simetrali pa, prema
tome, postoje dve taqke, simetriqne u odnosu na tu simetralu, koje se ne nalaze
u izbrǉanom delu lista.

18. Na beskonaqnom listu hartije dato je proizvoǉnih n taqaka A1, A2, . . . , An,
takvih da je razdaǉina izme±u bilo koje dve taqke ve²a od 2 cm (d(Ai, Aj) >
2 za i 6= j, i, j = 1 . . . , n). Mastilom je izbrǉan deo lista tako da je ukup-
na povrxina svih mrǉa maǌa od π cm2. Dokazati da postoji vektor ~v sa
intenzitetom koji nije ve²i od 1 (|~v| 6 1), takav da se posle translacije
datog sistema taqaka za vektor ~v nijedna od tih taqaka ne²e vixe nalaziti
u izbrǉanom delu lista.

Opiximo oko svake od datih taqaka krug s polupreqnikom 1 cm. Uoqimo za-
tim proizvoǉnu taqku iz datog skupa i pomerimo translatorno svaki od krugova,
zajedno s mrǉama koje se u ǌima nalaze, tako da im se centri poklope s uoqenom
taqkom iz skupa. Ukupna povrxina zabrǉanih delova lista, koja ²e se pri tome
na²i u krugu s centrom u uoqenoj taqki i polupreqnikom r = 1 cm nije ve²a od
ukupne povrxine svih mrǉa, dakle, maǌa je od π cm2. Samim tim, u tom ²e krugu
postojati taqka, koja ²e se jox uvek nalaziti u nezabrǉanom delu lista. Ako je
to taqka M a uoqena taqka iz skupa Ak, onda je

−−−→
AkM tra¼eni vektor.
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