HACTABA MATEMATUKE ¥ OCHOBHOJ 11 CPEIILOJ IITKOJIN

Ip Baamavup Muhuh

MMNPUXJIEOB ITPUHITUIT!

Hexa cy k,n,p npuponau 6pojesu. Ako kn + p xyrauna Tpeba pacmopeiuTu y n
KyTHja, OHIa HACUT'YPHO IIOCTOjU KyTHUja y kKojy he outu cmemrena 6ap k -+ 1 kyraurma.

Oso tBpheme, koje ce Moke M0ka3aTy (4 MHTYUTUBHO jé OHO OUUIJIEIHO ), TTO3HATO
je y marematurmu kao upuracoe npunyun®. OH ce 4ecTo WCKa3yje W y MAJBUBO]
dopmu kKao ,mpobieM cemam 3eueBa” u y Toj popmu raacu: Aro cemam 3eueBa Tpeba
CMECTUTH y TPU KaBe3a, OHZA MOpa MOCTOjaTu KaBe3 y koju he 6ap Tpu 3ema Outu
CMEIITEHA.

OBaj ce mpuHOMI BeoMa YCIEIHO TpuMemyje y pasuum mpobmemuma. Hauwmn
3aKJby4YNBaIbA, KOJU JIEKU Y OCHOBU [[MPUXJI€0BOr IPUHNUNA, MOKE Ce IPUMEHUTH U Y
cuTyaljama Koje, 6ap Hau3raed, HeMajy HUKAKBe CAUYHOCTH Ca KyTHUjaMa 1 3€UeBUMA.
Hanmamo ce na he Hu3 3amaraka KOju ciemu WIIyCTPOBATH CHAr'Y TOT NPHUHINNA U A
e unTanan, KOju yCHEmHO pemu Te 3aJaTKe, CAMOCTAIHO (WITO je CBAKaKO 6osbe) min
y3 moMOh TPWIIOKEHUX pelnema, OuTu ocmocobmer aa JIupuxaeoB TPUHIUI KOPUCTH
y OajbeM Pany.

1. Iloxazaru ma ce o Ipou3BoBHUX N+ 1 menux 6pojeBa Mory m3abparu gsa Opoja
unja je pasyuka JIesbuBa ca 1.

[Ipu mememy ca n ueau 6pojeBu mory maBaru ocratke 0, 1,2, ..., n— 1. 360r
TOra, TMpU Jebermy ca n, nmocMatpamux n + 1 O6pojeBa majy m + 1 ocraraka, xoju
Mory y3umaru Bpensoctu 0, 1, 2, ..., n — 1. Ilomro uma yKymHO N DPa3IUIUTHAX
moryhux ocrartaka, a n+ 1 ocraTtak, Ha 0CHOBY [lUpPUXICOBOT MPUHIWIIA 3aK/LY Uy jeMO
Ia Mopajy mocrojaru 6ap nBa jemHaka Opoja mely ocrammma. Ho, ako ma mema 6poja
IpU Jesbelmy ca N Jajy jefHaKe OCTATKE, OHNA je pa3iuka THX OpojeBa NesbuBa ca n.
3aucra, ako je a = pn+r, b =qn + r, ouga je

a—b=(p—q)n=kn,

mTO je u Tpebayio NOKa3aTH.

10Bo je pempuaT umanka o6jaspmeror 1976. roguHe y OKBEDY cBecke 8 emumuje Marepujamm 3a Muame
maremaruuape Jpymrsa Maremaruyapa, ¢usmuapa u acrporoma CpOuje, mpee ox kako je Bmamumup
Muhwuh nocrao men ypenuux. Ilemy cecky je mpodecop Muhuh cam oTkynao za obuunoj mucahoj mamunn,
a MareMaTU4Ke (OPMyJe YIMCAO PYKOM (HA Kpajy OBOT WIAHKA je CKeHMPAHA IPBA CTPAHUIA OPUIUHAJA)
[mpum. ypen.].

2P. L. Dirchlet (1805-1859), mossatu (pamIyCKO-HEMAUKM MATEMATHAYAD
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2. JlorkasaTu ma y TpPOM3BOJLHOM CKYyIy JbyAM mMOCTOje Gap mBa 4yoBeka Koju Mmeby
UJAHOBMMA TOT CKyIIa MMajy MCTU OpOj MO3HAHUKA.

Heka y mocmarpanom ckyny uma m pbyma. Aro MeDy muMa DOCTOjU YOBEK KOju
HEMa HUjeTHOr MO3HAHUKA Y TOM CKYIYy, OHHA Y CKyIy He IOCTOji YOBEK KOju MeDy
YJaHOBMMA CKyna mMma n — 1 mo3nanuka. lakme, y TOM CIyd4ajy YIAHOBM TOT CKyIa
mory mmatu 0, 1, 2, ..., n — 2 nmo3HaHMKa, MITO 3HAYM & CBE UIAHOBE CKyIa MOKEMO,
¢ 063upoM Ha OPOj MO3HAHWKA, TOMETUTH HA N — 1 KJacy, cTaBmajyhu y ucTy Kaacy
WIAHOBE CKYIa KOjU UMAajy UCTU OPOj Mo3HaHMKA. 10 3HAUM 1a M JbyIu Tpeba mMoaeTnuTu
Ha n — 1 kaacy. Ha ocuoBy JluprxiieoBor mpuHOMNA 3aKBYUYjyeMO Oa OHIA MOCTOJU
kaaca y kojoj he ce mahu 6ap mBa wrana ckyma. Ouu mebhy wiaHOBUMA CKyma mMajy
ucT OPOj MO3HAHUKA.

Axo MeDy unanoBuMa Hamer CKyma He MOCTOjU YOBEK KOju MeDy uraHOBUMA CKyIa
HeMa HYjeTHOT ITO3HAHUKA, OHIA UJIAHOBU CKyIa MOry uMaTu 1, 2, ... , n—1 Ho3HaHUKA.
Hobujamo oner n — 1 knacy y kojy Tpeba pacmopemnuT n Jbynu, Ha 3aKbydyjeMo N U
y OBOM CJIyuajy mocroje H6ap mBa wiaHa CKyma Koju MeDy UIaHOBMMA TOT CKyNa UMajy
ucTu O6POj MO3HAHUKA.

3. HokasaTtu ma 3a cBaku OpupomaH Opoj m IOCTOju HajMame jemaH Opoj obimka
111...11000.. .00, zanucan moMohy m3BecHOr Opoja jeanHMNA & 3aTHM U3BECHOT
Gpoja Hyna (y ZEKATHOM 3amUCy), KOju je NebUB ca n.

[Tocmarpajmo n+1 6poj 1, 11, 111, ..., 111...1. Meby muma mocroje 6ap nsa

n+1
6poja umja je pasmuka nemuBa ca n (Bumu 1. 3amarak). Pasnuke oBux 6pojesa cy
OpojeBu Koju ce y meKaaHOM cucTeMy 3amucyjy y obmuky 111...11000...00, unme je
TBpheme 3a1aTKa TOKA3AHO.

4. Jlora3zaTu Oa MOCTOjU MPUPOJAH Opoj Koju je mesmuB ca 1975 a mpBux mecer nu-
dapa cy my 1234567890.

[Tocmarpajmo 1976 Gpojesa

21 = 1234567890,
2o = 12345678901234567890,

Z1976 = 12345678901234567890 . ..1234567890 (1976 myra).

Meby muma nocroje nBa 6poja uuja je pasmura mesmusa ca 1975, Ta pasmuka je 6poj
unjux je npBux mecetr madapa 1234567890.

5. Hoxkazatu na ce Mehy n + 1 pa3nuuuTux OpupoIHuX OpojeBa MABUX O 21 MOLY
n3abpaTu Tpu TakBa Opoja ma jemam on mux Oyme jemmHak 30upy ocrajia IBa.

Hexka cy To 6pojesu

a < az <ag<:---<ap < apti-
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[Mocmarpajmo Gpojese as — ay, Gz — A1, -.. , Gpe1 — a1 (UMa ux n) u Gpojese aj,
as, ..., a, (wux je takobe m). Ha rtaj maumn cmo mobuiu 2n npupoaHux GpojeBa
Mamux ox 2n. Mebhy muva he moctojarn nBa jemnara Opoja. Ta mBa 6poja mpumamajy
pasznumumtuM rpynama. Heka cy To O6pojeBu ap — a1 u G, OHZ;A je ar = a1 + G,
unMe je TBpheme NoKa3aHo.

6. Ilato je 20 pasnumuurux npupomaux 6pojeBa Mmamux on 70. Iokaszatu ma meby
cBuM Moryhum pasnukama tux OpojeBa MOCTOje Dap 4eTwpu jeIHake.

Hexka cy To 6pojesu
mp <mo <mg<---<<mig <mig < myg.
[Tocmarrajmo Hu3 pasauka O6pojeBa Mo, M3, ... , Moy U OPOjeBa KOju MMa MPETXOE.
Iobujamo 6pojese
mz —my, M3 — Mz, Mig — Mg, ..., M20 — Mig.
Axo meby cBum moryhium paznukama mema Gap uetupu jenHake, oHma Hu MeDy canma
nobujernx 19 paznuka He Mo:ke Ourw uvetwpum jemHake. 36or tora mebhy oBux 19
OpojeBa MMa HAjBUINE TPU jeIUHUIE, HAJBUIIE TPU ABOjKE, TPOjKe, UeTBOPKE, METHUIIE,
mecTtuiie 1 0ap jemHa On BHUX HUje Mama on cemaM. Jlobujamo ma je
mao —my = (Moo — M1g) + (M19 — mig) + -+ + (M3 — m2) + (M2 — mq)
>3(1+24+---46)+7="10.
Oso je memoryhuo, jep cy my um meog npupomau G6pojeBu Mamu on 70 ma HUXOBA
pasnuka Mopa butu Mama o 70.

7. Axo k mpupomuux Gpojesa mopehamMo Ha IPOU3BOLAH HAUMH Y HU3, OHJA TOCTOjU
n3BeCTaH OPOj y3aCTOMHUX WIAHOBA TOT HU3A YMju je 30up memus ca k.

Hexka cy To 6pojesu ni, na, ..., ng. Illocmarpajmo 36upose
Sl =ny,
S2 =nq + no,

S3 = n1 + ng + n3,

Sk =n1 +no+ -+ ng.
Axo je jeman on oBux 36upoBa nenus ca k, TBpheme je mokazano. Ako To Huje cayuaj,
OHJIa TIPU JIeJbemy 0BUX k 30upoBa ca k mobujamo mHajBume k— 1 pazaumuuTux ocraTaka
(0 ce me mobuja kao ocrarak), makmne, Mopajy MeDhy ocranmma mocrojaTu mBa jeHaKa
6poja. Omma je pazmuka oarosapajyhu 30uposa memusa ca k. Heka cy 1o 36uposu
S; m S; (1> j). Hbuxosa pasimka je
Si*Sj :nj+1+nj_,_2+~-~+m.

Bunumo na je oBa pazmuka 30Mp y3aCTONHUX UJIAHOBA HAINET HU3A, YMje je IOCTOjame
Tpebajo MOKa3aTu.

8. YueHur y TOKy rommse pemaBa 3amarke n3 MaremMarrke. OH CBAKOT HaHA DEIIN
Oap jemam 3amaTak aju, ga Ce He OM NPEMOPHO, V TOKY jelHe CEeNMUIe DEIIN
HajBUIIE NBaHAaeCT 3anaTaka. Jloka3aTu na MOCTOjU HEKOJMKO Y3ACTOIHUX JaHA Y
TOJVHU V TOKY KOjuX Ne yUYeHWK DEMUTH TAYHO ABANECET 3aJaTaKA.
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[TpermocTaBuMO nma je y TOKY TIPBOT NaHA YUEHWK PEIINO (1 33JaTaKa, Y TOKY

IpBa IBA NAHA G 3aJaTaKa, ..., y TOKY OIPBUX 77 HaHa ayry 3azxaTtaka. [locMmaTrpajmo
Opojese

ay, az, asg, ceey o arr,

a1 + 20, as + 20, az+20, ..., ary;+ 20.

Osae nmamo yrynuo 154 npuponuaa 6poja. [lomro je azy 6poj 3amaraka Koje je yUeHUK
pemwo y Toky mpBux 11 cemmuna, nmamo ma je ary < 132. Ho, onma ©pojeBu roju
cy mamucanu me Mory Obutm Behm om 132 + 20 = 152, a momro ux je 154, meby
IBUMa, CUTYPHO TOCTOje Oap mBa jennaka O6poja. BpojeBu y mpBoj BpcTu Mopajy Outu
paznuuury (360r TOra WTO je YYEHUK CBAKOT JAHA PEmMO 0ap jelaH 3aJaTak) ma Cy u
6pojesu y apyroj Bpctu cBu paznumuntu. OHAa mpeocraje caMo MOIyhHOCT na je Hekn
on OpojeBa m3 MpBE BPCTE jemHAK HEKOM O OpojeBa W3 Apyre BpCTe, HakjIe 1a je 3a
Heke k u | ucuymeno
ar=a;+20, [ <k<T77,

omarie cuemu ap, — a; = 20, wTo 3HauM ga je yuenux y tory (I +1)-or, (I42)-or, ...,
k-TOr maHa pemmo TAYHO ABAAECET 3aJaTaka, IITO je 1 TPeDAJIO DOKA3aTH.

9. IHata je 2k + 1 rapra Koje cy HyMepHUCaHe Y3aCTONHUM MPUPOIHUM OpOjeBUMa
on 1 mo 2k + 1. Konuko ce majBuimme kapara MOke m3abpaTy TAKO Ia HUjeIaH O
OpojeBa HAMMCAHUX HA M3BYYEHWM Kaprama He Oyme jemHak 30upy OPyTrux OBajy
OpojeBa HAMCAHUX HA M3BYYEHUM Kaprama’

Tpaskeny ocobury mMajy Kapre Ha KOjuMa cy Hamucauu Opojesu k+1, k+2, ...,
2k + 1. Hoxkaxumo ga ce Behu Opoj Kapara ¢ TpamKeHOM OCOOMHOM He MOke u3Byhwu.
[IpernocraBumo cynpoTHo ma cMo u3bpanu k + r kapata, r > 1, Koje 3a10BO/baBajy
ycnoBe 3amatka. Heka je n majsefim 6poj mamucan Ha TuM Kaprama. llocmaTrpajmo
paznuke mamehy Opoja m u mpeocTasux OpojeBa 3amUCAHUX HA M3a0PAHAM KapTaMa.
Tux je pazauka k +r — 1 a nanucasne cy ua npeocraie 2k + 1 — (k+r) xapre. [Ipema
Tome, Mopa obutu k+r —1<2k+1—k—r=%k—r+ 1, onakne cnemu r < 1, mro
je memoryhe 36or r > 1.

10. Ilocmarpajmo Hu3 YyeTBOpOUU(pEHUX OpPOjeBa KOju IPEACTABIHA]Y IOCHEIHE Ue-
tupu madpe Gpojesa 6, 62, 63, ...  To je mm3 0006, 0036, 0216, 1296, 7776,
6656, ... . Jloka3aTu Oa IOYEB O HEKOI UIAaHA OBaj HU3 IOCTAje IMEepPUONIYAH.

[omro moctoju camo 10* Moryhmoctu 3a mociemme werupu madpe y Hu3y, Meby
BIMa HACUTYDHO IOCTOje IBa Opoja KOjU MMajy jelHaKe NOCHeNHe YeTUpPU Huppe.
Hera cy To 6pojesu 6% u 6™ (k,m € N). Ouma je muxoBa pasimka IesuBa ca
104, 6**™ — 6% = 10* - n. Ho, ouna he u 6pojesu 6517 u 65+™+P myvatu jemmake
Hocienmhe YeTupu nudpe jep je

GETmIP _ gh P = 6P (6FT™ — 6F) = 67 - 10* - n
3a cBako p € N, omHOCHO, 3a CBaKo ¢ = k je
67T — 67 =67"F . n - 10%

Tume je mokasaHO Ja je MOCMATPaHM HU3 NOCIENHUX Iupapa OpojeBa U3 HAIIET HU3A
IIepUOANYAH.
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11. [lokazaTtu ma mocToju CTemeH Opoja 3 uMja ce pempe3eHTanuja y TEeKATHOM CHUC-
TeMy 3aBpmasa nudppama 0001.

Pacybyjyhu rao y mperxomHoM 3aQaTKy 3aKbYyUyjeMO Aa MOCTOje MBA TPUPOIHA
6poja k u m, npu uemy je k > m, Taksa 1a je

3k —3m=10*.n, neN.
HomTo je neBa cTpana memuBa ca 3™ a 6pojesu 10% u 3™ cy ysajammo mpoctu, 6poj
n je memus ca 3™. Ownna je

3F-m _1=10".5, seN.

Iaxne, nocroju 6poj ¢ € N, ¢ = k —m, Takas na je 3¢ = 10*- s+ 1, a nexamnn 3amuc
oBor Opoja ce 3aBpmasa nuppama 0001.

12. Ilpuponsu 6pojeBu ox 1 mo 2n HamMCaHW Cy y IPOM3BOJLHOM IOPETKY a 3aTHM
je MCmox CBakKOr OJ HUX HANMCAH Heros penrn 6poj y tom Husy. CBaku je 6poj
noroM cabpan ca cBojum pemauMm Opojem. lokazaru ma meby rako mobujerum
306MpoBUMa TTOCTOje ABa Opoja umja je pasinka AebUBa Ca 2M.

ObGenesxumo nobujene 30UpoBe ca Si, So, ..., Sop. 1IPETIOCTABUMO Ha OHU MIPU
Iebeny ca 2n majy pasnuuure octarke. Ha raj Haumn Oucmo oHma modunu 2n oc-
rataka 0, 1, 2, ..., 2n — 2, 2n — 1. 30up TuxX ocraTaka jemHAK je

2n(2n —1
% =n(2n—-1)=S.
C npyre crpame uMamo na je
2n(2n+1
81+$2+"'+82n:2‘7( 2+ ) =2(2n+1)=T
jep To, y cTBapu, mMpeacTaBiba ABOCTPYKHU 30up OpojeBa 1, 2, 3, ..., 2n. Paznuka

cBakor Opoja S M OCTaTKa KOju ce mobuja Kajl ce OH Ieau ca 2n IebuBa je ca 2n.
36or Tora je u pasmuka T —S nemwusa ca 2n. MeDyTtum, HenocpenHnm u3padyHaBameM
nmobujamo

T—-S=2n2n+1)—n2n—-1) =n(2n+3),
nagjie, Opoj Koju HEje memuB ca 2n, mrTo je Hemoryhwuo. IIpema Tome, He MOry CBU
ocrany OUTH PA3IUUNUTH.

13. [lokazaru na mely MpOM3BOBHUX HEBET y3aATONHUX IPUPOMHUX OPOjeBa MOCTOjU
Gap jeman Opoj KOju je y3ajaMHO MPOCT Ca CBAKUM O[] IIPEOCTAIUX ocaM Opojesa.

Pa3znuka mpomsBosbHA 1Ba On HEBET y3aTONHMX OpoOjeBa je HajBUIIe jelHAKA 8.
Axo je ¢ 3ajemamuku mesuian OpojeBa a u b, oHma je u pasaura a — b nemuBa ca g,
oJaTye 3aKbyuyjeMo ga Mehy mpocTuM 3ajeJHUUKAM JeJUONMMa HAIUX OpojeBa MOry
6uru camo 6pojesu 2, 3, 5, 7. Meby neser y3zacronuux mpupoaaux 6pojeBa Moke buru
WM YeTUPU TapHa win met mapuux Opojesa. I[lomro je o mBa y3acromma mesna 6poja
IespuBa ca 3, 5 WK 7, jeqaH mapaH, 3akmpydyjeMo na Mebhy mocmarparmMm GpojeBmMa
rMa HajBUIIE Ba HemapHA Opoja nemuBa ca 3 1 HajBUIIE IO jeaH HemapaH Opoj nesbus
ca b uinm ca 7.
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Axo meby mocmarpanum OGpojeBuma MMa yeTUpu mapHa, a Mehy BUMa, Kao mTo
CMO BUIEJN, MO:Ke OUTH caMo ABa HemapHa Opoja nessuBa ca 3 1 0 jeJaH HenmapaH 0poj
IIEJbUB Ca D WX Ca 7, 3aKBYyUyjeMO Oa HACUTYPHO mocToju MeDhy Hamumm OpojeBmMa
HemapaH Opoj KOju HUje OesbUB HU CA 3 HU Ca D HU €A 7, NAKJE y3ajaMHO je IPOCT ca
ocranux ocaM Opojesa.

Axo je mehy memapuum GpojeBuMa camo jefaH NEJbUB ca 3, OHJA HA UCTU HAUUH
3aK/bYUyjeMO [a MOCTOju OPOj KOju je y3ajaMHO MPOCT Ca MPEOCTAJUX OcaM OpojeBa.

Axo mehy mocmarpanux meser GpojeBa mma meT mapHuX a Mebhy memapHum Gpo-
jeBuma cy mBa mesmuBa ca 3 (omma mapHu OpojeBu Mopajy Outu mpsu, Tpehu, meru,
CeIMU U AEBETU & Ca 3 Cy NeJbUBU HENApHU OPOjeBU Ha APYTOM U OCMOM MECTY ), Talga
ueTBpTU Wian mectu 6poj Huje memus ca 5. OH HUje memUB HU ca 2 HU ca 3, a pas-
JUKYje ce 07 OCTAJUX MOCMATPAHUX OpojeBa HajBuUIIe 3a 5, Ma HE MOMKE HU Ca jeTHUM
“MaTH 3ajenHuuky nenuiarn 7. Ilakie, y ToM je ciydajy oBO TpaskeHU Opoj.

14. [lar je ckym kKoju ce cacToju o Ipou3BObHUX 10 pa3nuuuTux IBONU(PEHUX
npuponHux OpojeBa. [lokazaTy ma mocToje IBa HEMpa3Ha UCjYHKTHA IIOICKY-
ma TOT CKyTla, TaKBa Oa je 30up eseMeHaTa y jeIHOM O THUX IOICKYIIOBA jeIHAK
30upy ejeMeHaTa y OPYIOM OI HUX,

Iatu ckyn ox 10 enemenaTa mma 2'9 — 1 = 1023 mempasna moxckyma. Hajseha
moryha BpenHOoCT 36Mpa eseMeHaTa y HEKOM OX THUX IOACKYIOBa jelHAKA je

99 + 98 + - - + 91 + 90 = 945,

TOK je Hajmama Moryha Bpenmoct Tor 36upa jeanaka 10. [Ipema Tome, mocToju yKymHO
936 moryhux 36uposa. Ilomro je 936 < 1023, Ha ocHOBY JlMpUXJIEOBOT NPUHIAIA
3aK/bYUyjeMO Ia MOPajy IOCTOjaTH [Ba PAa3IMdYMTa IOACKYIA KOjU MMAjy jemHak 30up
eneMeHaTa. AU, TH MOAKCYIOBKM MOTY MMATH HEMPA3aH MPECEK. Y TAKBOM CIYUajy
ombamumhemo u3 oba om wuUx 3ajemuuuke exemente. Tume he ce 30up ememenara y
oba mOACKyTa YMABUTHU 38 UCTY BPEAHOCT, ma he 30UpoBU ¥ HOOUjE€HUM, OUC]yHKTHIM
HOACKYIOBUMA JAaTOT CKyHa OMTW jelHakw, ynMe je TBpDheme 3amaTka TOKA3aHO.

15. Y wBazgpat cTpanune 1 Ha TpoU3BObAH HAUMH je cMemTena H1 tauka. [lokazaru na
nocToje Tpu Tauke MeDy mUMa KOje ce MOy IPEKPUTU KPYTOM IIOJIYIPEUHUKA %

. 1
Honemumo kBanpar Ha 25 jemHakux kKBajgpaTa crpanune . Ha ocmoBy [lupux-
JICOBOT MPUHIWIIA 3aKDYyUyjeMo na MeDy muMa MOpa IIOCTOjaTH TAKaB KBAAPAT y KOME

ce, WIN Ha HErOBUM CTpaHWIaMa, Hamasu 6ap tpu on cmemrere 51 rauge. [lomro je

2 1
= > -V2,
7 5\[

Taj ce KBAIPaT MOKe IPEKPUTH KPYTOM HOJIYIPEUHUKA %, mTO je u Tpebalo JoKa3aTH.
16. Ilyma mva o6k kBagpaTa nospmuue 1km?. Y moj pacre 4500 Goposux cra-

6asna npeurnka 50 cm. Jlokazaru ma y TOj mIyMu IOCTOjU IPABOYTA0HA MIOBPIINHA
muMen3rja 10m X 20 m Ha K0joj HeMa HUjenHOr crabia.
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Hatu xkBagpaT MoskeMo noxeuTu Ha 4560 mpaBoyraoruka mumersnja 10 m x 20 m
rako ga maMeDy mux ocramy rtpake mwmpuuae Behie on 50cm. Ma rako ma cy pac-
nopebena crabna y mymu, npeocrahe 6ap 60 oBakBuX mpaBOyraoHuka y kojuma Helie
OuTu HEjeTHO CTADJIO.

17. HecmperHu yuyeHMK MAcCTHJIOM je 3a0piba0 JIUCT XapTuje O0JMKa IMPaBOYTAOHU-
ka muMmensuja 21 cm X 30cm Tako ma je yKyIHa NOBPIIMHA CBHAX MpPJhba jeqHAKA
314cm?. IokaszaTy 1a IOCTOje OBE TAUKe y IPABOYTAOHUKY, CUMETDMUHE Ipe-
Ma jeTHOj O] CHMeTpaJia IPaBOYTraoHWKA, KOje ce He Hajlase y M30PJhaHOM Jery
JCTA.

[TpermocraBuMo nma je ydyeHuk Op30 pearoBao M CABUO JIUCT MO jelHOj O CUMe-
rpana. Ownpa he ce Mpiba IpeCIMKATH CUMETPUUYHO y OJHOCY HA Ty CHAMETDPAIY a
noBpmuHa n30OpJpaHor mesa he ce moBehaTw, W TO HAjBUIIE yABOCTPYYUTH, I1a Ne
HAKOH TOTa NOBPIIMHA M36DPJBAHOT fAeia GuTu HajBume jemHaka 628 cm?. Ilospmmaa
npasoyraouuxa je 630 cm? ma he jom jomr yBex ocraru Gap 2cm? men3Gpirane HOBp-
mune. Oma je pacnopebena cuMeTpuyHO mpema MOCMATPAHO] CUMETPAJH Ia, MpeMa
TOMe, IOCTOje ABEe Tauke, CUMETPHUYHE Y ONHOCY Ha Ty CUMETpaly, Koje ce He Hajase
y u30pJbaHOM IeJy JIUCTA.

18. Ha GeckomauHOM JUCTY XapTUje OaTO je€ MPOU3BOLHUX 1 Tavaka Ay, As, ..., Ay,
TAKBUX [a je pasmamuHa usMely Omimo xoje nse raure Behia ox 2cm (d(A;, A4;) >
23a1i#7j,4,j5=1...,n). Mactunom je u3bpiban Ie0 NUCTA TAKO AA je YKYyI-

Ha TOBPIIMHA CBUX MPiba Mama on mcm?. Jloka3aTu Oa TOCTOjU BEKTOp U ca

uaTeH3uTeTOM KOju Huje Behu ox 1 (|U] < 1), rtaka ma ce mocie TpaHCJAIuje
JaToOr CHCTEMa Tadyaka 3a BEKTOD U HUjelHA OX THX Tavaka Helie Bume Hanasuru
y 130pIbaHOM Jeily JIHCTA.

OnumuMo OKO CBake OX AATUX Tadaka KPYT C MOJYIPEYHUKOM 1 cm. YOouuMmo 3a-
TUM IPOU3BOJBHY TAUKY U3 AATOT CKyIa U IOMEPUMO TPAHCIATOPHO CBAKU O] KDYIOBa,
3ajeJHO C MpJhaMa Koje Ce y BUMa Haja3e, TAKO A3 UM Ce IEHTPU IIOKJIONE C YOUEHOM
TAYKOM M3 CKyma. Y KyTHA MOBpIMUHA 3aOpJ/LaHuX Je0Ba JUCTa, Koja Nie ce mpu ToMe
Hah® y KPyTy € IMEHTPOM Yy YOUEHO] TAUKW U TMOJIYNpPEeYHUKOM 7 = 1 cm Huje Beha on
YKYIIHE TOBPIIMHE CBUX MpPJba, JaKIe, Mama je ox mcm?. Camum tumM, y ToM he xpyry
MOCTOjaT! Tauka, kKoja he ce joum yBek Hajas3uTu y He3abpibaHoM meiy jaucTta. AKo je
To Tauka M a youena Tauka u3 ckyma Ay, oHga je m TPaKEHN BEKTOP.
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DIRIHLEOVY PRINCIP

Neka su 4« ,n ,p prirodni brojevi. Ako #n+¢p kuglica tre-
ba rasporediti uw m kutija, onda nasigurmo postoji kutija u
koju ée biti smeStena bar 4+f1 kuglica.

Ovo tvrdenje, koje se mo%e dokazati (a intuitivmo je ono
oligledno), poznato je u matematici kao Dirihleov principf On
se festo iskazuje 1 u Baljivoj formi kao "problem sedam zele-
va" 1 u toj formulaciji glasi: Ako sedam zeCeva treba smesti-
ti u tri kaveza, onda mora postojati kavez u koji de bar tri
zeea biti smestena.

Ovaj se princip veoma uspe3no primenjuje u raznim prob-
lemima. NRalin zakljulivanja, koji leZi u osnovi Dirihleovog
principa moZe se primeniti i u situacijama koje, bar naizgled,
nemaju nikakve slidnosti sa kutijama i zelevima. Nadamo se da
¢e niz zadataka koji sledi ilustrovati snagu tog principa 1
da ée %italac, koji uspefno refi te zadatke, samostalno ( Zto
je svakako bolje) ili uz pomoé priloZenih reZenja, biti oapo-
sobljen da Dirihleov princip koristi u daljem radu.

1. Dokazati da se od proizvoljnih -t +1 celih brojeva mo-
gu izabrati dva broja &ija Je razlika deljiva sa 7.

Pri deljenju sa # celi brojevi mogu davati ostatke O,
A,2, «es ym-1 . Zbog toga, pri deljenju sa m ,posmatranih
m+4 celih brojeva daju m+1 ostataka, koji mogu uzimati sa-
mo vrednosti 0,4 ,2, +¢. ,7-{ . Pofto ima ukupno 7 razlifi-
tih moguénih ostataka a 7+f ostatak, na osnovu Dirihleovog
principa zakljudujemo da mora postojati bar dva jednaka broja
medu ostacima. No, ako dva cela broja pri deljenju ss 7 daju
jednake ostatke, onda je njihova razlika deljiva sa 72 . Zais-
ta, ako je

® p.L.Dirichlet (1805. - 1859.) - poznati francusko ne-
macki matematidar.



