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ITIOJEIHOCTABJLEHU JTIOKA3 TEOPEME O MAJOPM30BAHOJ
KOHBEPTEHIININ 3A PUMAHOBE MHTET'PAJIE

Arncrpart. [Ipencrasmen je noka3 Apuenune Teopeme 0 MajoOpU30BAHOj KOHBEPTEHIW)U
HM3a MHTErpalia y IBa KOpPaka: IIPBO Ce YCIOCTaBJ/ba JIeMa 3a CTeIeHACTe (YHKUUje, a MOTOM U
pesyarar 3a Pumanose uaTErpade.

YBon

MajopusoBana koHBepremmmja maTerpana — sumetu JlykcemOypros panm [7] ma
temy Aprenuse reopeme [1], kao u pagose Capuha (8], ommocuo Ioprejna n Jluvaje [3]
— 00uYHO ce He HajTa3W y yUOeHHIUMA MAaTeMAaTHUUKe aHAJIU3E Y KOHTEKCTY PuMaxoBe
Teopuje, HATU Ce YOIINTe KOPUCTU HU MOMUE€ CBE NOK HA KPajy He IOCTaHe OOWYHU
rkopoinap Jleberose reopuje. Cnemehu moka3 ce ociama HA KIACUUHy XayCIOpQoBy
meroxy [4], anu camo npumemery Ha ckynose (Jlyus [6]), ka0 u na uneje Kecramana [5]
u ne Cunse [2]. Crora je nsnenabyjylie jennocrasan, moroToso ako ce ysme y o63up
UCTOPUJUCKM PA3BOj U KOJMKO CYy KOMIUIMKOBAHU Ouiy mpBU m0Ka3m Apuerne m Xayc-
nopda. e CunBa taxkobhe maje mobap omuc pasmmuka y npuctyny uameby kopumhema
Jleberoee mepe u oHOra mWTO je MOTPEeOHO Ha ce meHa ynorpeba m3berHe, ajiu mHEroB
IOKa3 je mpeTexak 3a crymente. Mebhyrum, mo ocHoBHOr Apreaunor obJMKa Teopeme
ce MO¥e mocTa Jako nohu u 06e3 ymorpebe cBojcraBa Jleberose mMepe, omuocHo Jlebe-
roBor wiu llaHujesoBor mHTErpasa, ¥ TO MHOTO JIAKIIE HErO aKO Ce CJele MPUCTYIIN
Jlyuna unu ne Cunse nonaoco6. Bunehemo na zuje morpebHO HUIITA BUIIE O OCHOBA
apajn3e, MTO TEOPEMY UMHM IPUKJIAJHOM 33 IIpefaBama Ha IPBOj FOAUHU (akyJITe-
Ta YIPKOC HEHOM NOCANAIIREM TPETMaHy, HE CaMO Ha HAIMUM YHUBep3UTeTuMa Beh
yOIIITE.

Penyrxmuja mpobisiema n noka3 TeopemMe

I'maBHU meo mokasa ce cacToju on JeMe 3a CIENUjaJHN CIy4da] HU3a HEHEraTBUHUX
cTemeHACTUX (DYHKIMja KOje KOHBEPTUPAjy Ka HYJU.

JESMHUINIA. OrpaHuder CKyI KOjU je yHUja, IPECEK MU KOMILIEMEHT KOHAYHO
MHOTO mHTepBaJsa 3BaheMo mpocmu ckyn. 3a TakaB CKynl A M HBEroBy KapakTepUC-
tuuny OyEEUMAjy XA(z), makne Gysruujy koja je jenxaka 1 3a cBako x € A u 0 3a
z ¢ A, ropuctmhemo m(A) ma osmaumvo [ xa(z)dz, Tj. m(A4) je cyma myxuua
IICjYHKTHAX MHTEPBAJA KOjU CAuMIbaBajy CKym A, mpu ueMy KOHAYHO MHOTO TAuaKa
MOMKEMO TPETHPATU Kao 3aceOHe MHTepBaJle 3a Koje je 1 jeIHAKO HyJIH.
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JIEMA. Hexa je {fr (z)}32, nus nenezamuenus cmenexacmux gynkyuja de-
Punucanuz na ozpanuserom uwmepsaay a,b]. Axo nocmoju xoncmarnma M > 0
maxea 0a je fr(x) < M sa ceaxo x € [a,b] u ceaxo k, u axo fr(x) — 0 xada
k — 00, nojedunauno sa ceaxo x € [a,b], onda je

b
klim / fr () de = 0.

Joxas. Hexka je € bumno koju nosntusan peasnan 6poj. CBaka cremeHacta (yHKIUja
je medrHMCAaHA HA KOHAYHO MHOT'O NVICjYHKTHUAX WHTEPBAJA.

ITpermocraBumo cama ga 3a Hexo 77 > (0 mocToju OECKOHAYHO MHOTO WHIEKCA
k, TakaBux na 3a OHe MHTepBaJe Ha kojuMma je fi (x) > €, koje TieMo o3mauuru ca

Ik,l» . Ik,i7 e Ik,nka BaK
Nk

g kil = .
i=1
To 3maum ma cBU CKyIOBU

Gy :={x:z €[a,b], sup fj(x) > €},
jzk

3a cBako k, caupske mexu npoctu ckyn Ay ca m(Ag) = n. Hame, Hera je
oy :=sup{m(A) : A je mpoctu ckyn u A C Gy},

mTo je, 360r of = n > 0, CTPUKTHO MO3UTUBHA BPEMHOCT 3a cBako k. O6G3upom ma cy
Gy canpsanu y [a,b], Bpennoctu oy cy rakobe orpanuuene. Jlasme, yBek je HapaBHO
moryhie 6mi0 KOju MHTEPBAJ MPOU3BOJLHO TAYHO ANPOKCUMUPATH M3HYTpa MOMONy
3aTBOPEHUX MHTEPBAaJa, TAKO A4, 0e3 rybuTka OMIMTOCTY, MOXKEMO MPETIOCTABUTH A
je ckynm A y ropmoj ne¢unnuumju 3arsoper. To mam omoryhasa na y noka3y KOpUCTIMO
KoMIakTHOCT. Takobe, mpumerumo na je

G112 2G,2Gp1 2.

WNuryunuja mam ropopu fa YKyIHA Ty:KUHA UHTEPBAJIa OJ KOJUX Ce CacToje CKyIOBU
Aj He MOKE TEKATH HyJU, YIPKOC KOHTpaknuju ckynosa Gy. JIpyruM pedmva, Basku
Nie; G # 0, mro hemo caza u puroposso mokasatu. 3a cBaro G}, IMOCTOJU HEKM
samaeopenu poctu ckyn Sy C Gy 3a KOju Baxku

Crora, m 6umno kojer mpocror ckyma S C (Gj Moxke camo 3a Toauko Outu Behe y
OIHOCY Ha S}, OAHOCHO MMaMO

O = m(S) = m(Sk U (S\Sk)) = m(Sk) +m(S\Sk) > o —

n
9k+1"

n
grer T m(S\ Sk,

m(S \ Sk) <
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IIpu tome m(S \ Sk) cme 6uru 0, wro he u Gurn cayuaj axo je S C Si. SBarum,
nedurncahemo cxyn Hy = ﬂle Si, 3a koju je jacHo ma je Takobe mpocTu CKyTI.
Kako je S C Gy C G; 3a cee 1 < k, cuenu na je

k k

m(S\ Hy) = S\ﬂs m((J(S\ ) <D m(S\S) <

=1 =1

l\D\d

21+1

H'Mw

omakie mobujamMo Ja MOpa Ia Ba:KKM HejeTHAKOCT
m(S) = m(Hy U (S \ Hx)) = m(Hy) +m(S\ He) < m(Hy) + 7.

U3 cayuaja xama je S = Ay sumumo na m(Hp) Mopa OUTM CTPUKTHO NIO3UTUBHA
BpeIHOCT, U TO 3a cBako k, jep je m(Ag) = n. Iakiue, uujenan ox ckynoa Hj He
Moske 0wty mpazan. OcuM Tora, CKynoBu Hj Cy KOHCTPYHMCAHM TAKO Ja CY 3aTBOPEHU
U OI'DaHMYEHU, U YMETHYTHU jenan y apyru: Hy D --- D Hy D Hpyy---. Hexa je
xy Omno koja rauka u3 Hy; onma Hu3 {zj}7°,, 300T KOMIAKTHOCTH, IOCEAyje HOI-
HU3 KOjU KOHBEPIUpa K& HEKO] Tauku Xg € [a,b]. Mebhyrtum, caku ckyn Hj mopa
caIpKaBATU CBE WIAHOBE TOT KOHBEPTEHTHOT MOHU3A MOYEBIIN OJ HEKOT (ZUKCHOT WH-
IeKca ma Hagame. Kako cy ckymoBu Hj, KOMIAKTHIE, 3akbydyjeMo na je xg € Hy C G
3a cBaro k. Iakie, sancra je zo € (,—; Gr u sup;s;, fi(zo) > € 3a cako k, Tako 1a
{fx ()}, me moxe romBeprupary ka 0 Ha KOMIUIETOM MHTEPBANLY [a,b], y OUPEKTHO]
KOHTDAJUKIUJH Ca YCIOBUMA JIEME.

CxonHO TOME, MOpAMO OADANMTH HANLY MPBOOUTHY MPETIOCTABKY, MTO 3HAYM Ja

3a 1ato 1) > 0 MOCTOjU caMo KOHAYHO MHOTO MHEAekca k ca Y .= Iy ;| > n. ¥ crBapm,
3a cBako 7) > 0, yBek IOCTOju Hekn MHAEKC ko Takas na, kata je k > ko, mMamo

Nk
D kil <.
=1

Ipyrum peumMa, OHaj meo MHTepaBia [a,b] rae je fr(x) > € mocraje cse Mamu Kana
k pacrte. Ha ocHoBy Tora 3akimbydyjeMo na je

b
0</ fe(x) de <e(b—a)+ Mny
a
3a k > ko, upu 4emy Cy € U 1) IPOU3BOJbHE MO3UTUBHE BPETHOCTU. M

TEOPEMA (Arzela, 1885). 3a nus gywwyuja {fr (2)}521, fx : [a,0] = R u
a,b € R, maxeuz da je |fi ()| < M 3a ceaxo k u ceaxo x € [a,b], 2de je domunan-
ma M wexu peaanu 6poj, xoje cy ys mo cee unmezpabuane y Pumarnosom cmucay
u Kxoje xonsepeupajy xa f(x) xada k — oo 3a ceaxo x € [a,b] u 20e je ynanpeod
noswamo 0a je eparnuuna pynryuja f () maxohe unmezpabuana no Pumany ma u-
mepeany [a,b], yeex ce cme zamenumu pedocaed unmezpayuje u aumeca. axae,
y 08oMm caywajy, us limg_ o fr () = f(z) caedu da je

klggofabfk(z) dx=/abf<x> da
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Joxa3s. 3a npou3BOJbaH MO3UTUBAH PeasHu 0poj €, nolin hemo ox HejexaHakocTn

bfk(ac)dx— bf(x)d:c
[ e |

rae ¢y |fx (z) — f (2)| ounrsenso memeraTwBHe, OrpaHUYeHe QYHKOU]E Ca MAjOPAHTOM
2M. Ocum Tora, ome cy u uHTerpabunae y PUMaHOBOM CMMCIY, U KOHBEPTUPAJy y
cBakoj taukn ka 0 kama k — oo. 3a cBako k mocToju cremenacra (yHkmmja Si(z)
raksa 1a je | fi (x) — f (2)] = sk(x) = 0, na umamo

b
</ i () —  (2)] d,

<
27

N

/ablfk(x)—f(x)l dm—/absm da

u sg(z) — 0 kaga k — oco. IIperxoxna mema HaMm rapanryje ga HOCTOju ko TAKBO Ha
b .
je [ sk (x) do < e/2 3a cBaxo k > ko, 360r yera mobujano

b b
/a |fk(x)—f<x>|dx<§+/a o () d < =

3a k > kg, unme je moka3 3aBpiieH. W

Huje temko mora3aru ma TBpheme Baky u ako ce momuHanta M 3ameHu mpoms-
BOJLHOM TO3UTUBHOM PuMaH-MHTErpaOMIHOM ()yHKIUjOM, IO YCIOBOM Ja je OHA aIlco-
JIYTHO MHTErpaduiHa, & MTO Ce Yak MOKe IPOMUPUTY U HA CIydaj KaJa je Ta QYHKIMja
GecrOHAUHA Y HEKOj TAUKU YKOJIMKO CaMO IIOCTOju HECBOjCTBeHHM MHTerpat. Takobe,
MOKEMO PYTUHCKM UTHOPUCATH U IPEOPOjUBO MHOTO Tadyaka y KOjuMa (DYHKIUje MOTY U
[1a He KOHBEPrupajy, IO YCIOBOM na cy orparuuere. Mebhyruwm, onmry dopmynamujy
TeopeMme Ooise je ocraBuTu 3a Jleberopy unu mak JlanujenoBy teopujy MHTErpanuje.

ITpnmepu nmpuMeHe TeopeMe

—nx

dyuruuje fp,(z) := naxe™ "%, npukazaHe Ha CIULM 1, KOHBEPIUPAjy ¥ CBAKOj Tad-
ku maTepsatna [0, 1] ka 0 38 n — 00, anu Ta KOHBEpreHuWja Huje yHudopmHua. Vmax,
MOKEMO 3aMEHUTU PENOCHEe] WHTErpalyje U JUMeca jep Cy ycaoBu Apuenuue Teo-
peme 3a,10Bo/beHn. CXOMHO TOME MMAaMO fol nze "dxr — 0, mWTO je JaKO U ANPEKTHO
IPOBEPUTH.

2 nc

MebyTum, ako ¢ymkuuje medunumemo Kao g,(x) := n?re "™* BuAMMO Ha OHe
jom yBer cByrze y umatepsany [0, 1] komseprupajy ka 0 kama n — 00, ajiu Ia BUlle
HUCy yEUpOpMHO orpammuene Ha [0, 1], Tj. @a He MOCTOjU TOMUHAHTA KAKBY 3aXTEBa

n n

S| _ _ _
Apuenuna teopema. Y 0OBOM cayuajy je fo nlre ™dr = 1 —e ™ — ne
n — 00, ITO NOKa3yje Ia ce yCJIOB Aa ¢y (yHKNUje YHUPOPMHO OrpaHUUYeHe He MOKe

N30CTaBUTU U3 TEeOpeMe.

— 1,

3aMeHa peNociena WHTErpaIje U JIUMeca MOKe OUTU BPJIO KOPUCHA TPU OIpe-
busamy BpeaHocTy mHTErpasa. Kao mpumep hemo m3payyHaTH MHTErPAJ

o
sinz
dx
O x
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Cauka 1

Koju je on 3Hauaja y PypumjeoBoj Teopuju. ¥ Tauku r = 0 MHTErpaHX je me(QUHUCAH
Tako nma je jemHak 1 kako Om dyHruuja Owia menpekunsa. Jla Gucmo mpoBepumim ma
MHTErpaJ mocToju, mohu hemo onx HejemHakoCTH

s .
sin x

/ dx‘:

.

opu deMmy je, 3a 1 <r <s,

r s
% cosx
5 dx
s T

S
g/
IaKOhe Je H, 34 1 <r< 5,

s : s —tx
_,sinx _ e
et dz| < e~ dy =
T T r —t

IMTO je MPOM3BOJLHO MaJja BPEIHOCT 3a JOBOJHHO BEJIMKO 7° IOJ YCJIOBOM na je t > 0.

COST  COS S % cosx
- de| < -+ -+
,

2

S — —
e ir ts

t t’

s

Ha ocuoBy KomujeBor kpurepujyma 3akmbydyjeMo ma MHTETPAJT

I(t) :/ T g >0,
0 X

KOHBePrupa U AeQUHUIIEMO

OIHOCHO, KOHKPeTHO 3a t = 0,

X

Hudepennupame 1oy 3HAKOM MHTErpaJia Mo ¢, MTO Ce CMe YUMHUTU jep je (PyHKIMja

e~ sin ¢ HemperuHA, T NBOCTPYKA NpPUMEHA NApPIUjaJHEe MHTETPALUjC Aajy

IL(t) z/ —e "sinzdr =
0

e~ (tsin s + cos s) 1
1+ ¢2 142’
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omakie mobujamo

t : t
e (usin s + cos s) 1
I(t) — I5(0) = du — | —— du.
0= L0 /0 1+ u? ¢ /01+u2 !

HpI/IMeTI/IMO Ja KaO0 JOMMHAHTY MOMKEMO KOPUCTUTU

o (u+1)
1+ u?

e 5" (usin s 4 cos s)
14 u?

<2,

jep je v = 0, a ga TPaAHUYHY BPEIHOCT MOKEMO U3PAUYHATH Ny:K OMIO KOjer Hu3a
6pojesa s, — 0o. Cxomuo Tome ApienuHa Teopema naje

/ eimsmx da:—/ Sln:l?dx: lim (I,(t) — 1,(0))
0 0

T T §—00
:/t lim e " (usin s + cos s) du—/t 1 du
0 57> 1 + 'LL2 0 1 + U2
= —arctg (¢),

IOJ YCIOBOM Ja TPAHWYHA BPENHOCT MOCTOjU HA UATABOM MHTEpBANy [a,b] m ma je
¢yHEIUja NOOWjeHa rpaHWYHAM Ipena3oM uHTerpabmiana no Pumany. To je 3amcra
cayudaj ceyrae Ha unrepsany (0,t], amu He u y taukn u = 0. MebyTtumM, 063upom
& ¥ UHTErPadMIHOCT ()YHKIMja, KA0 M BPEIHOCTH WHTErpaja, OCTA]y HEIPOMEHEHe
aK0 (YHKIMje M3MEHHMO y CaMO jEeHOj TAJKM, MOXKEMO 0e3 ryOWTKa OMIITOCTY IpeT-
IOCTAaBUTH 12 cy cBe QyHrnuje jemHare 0 3a © = 0 u Ja je rpaHNYHA BPETHOCT jeHAKA
0 ma nenom uaTepsady [0,t]. VI3 Tor pasiora MOKeMO IPUMEHUTH ApLEInHy TeOpeMy.

De3 TeopeMe 0 Majopm3oBaHO] KOHBEPIeHIM]U He OMCMO MOTJIM TEK TAKO M3pady-
HATHU JUMEC Ipe MHTerpasa, Bell OucMo TO MOpaJu Ja O0OPA3JIOKUMO HA TEKUA HAUUH
(ump. momohy yuudopmue KoHBeprenuuje win cauuno). Ha kpajy umamo

fo%e) . 00 —tx |

_,.sinx _ e 1
/ e dzx S/ e " dr = =- =0,
0 T 0

=t |, t
3a t — 00, X Ha OCHOBY TOT'a

o
/ ST e = lim arctg (t) = T
0 x t—o0 2

Tpeba jom NOMEHYTH U [a Ce ONIITE IIPABKIIO 33 AU(EpPEHIUPa-€e 10 3HAaKOM UH-
Terpajia OOMYHO TOKa3yje yIpaBo MOMONY TeopeMe O Majopu30BaHO] KOHBEPTEHIUjU,
Kao 1 Ja ce nHBep3Ha PypujeoBa TparCchopManUja y CIydajy AEO-I0-Ae0 HENPEKU THUX,
AIICOJYTHO MHTErpabUIHUX (QYHKIMja MOke HOOUTH Ha OCHOBY Apuenune BapujaHre,
OJHOCHO aKO TO keJauMO De3 ymorpebe Jleberose TeopeMe 0 TOMUHAHTHO] KOHBEPTEH-
IUju, IMTO je OJ 3HaYaja 3a HACTaBy Ha IIpBe [Be OAUHE Ha TEXHUUYKUM (aKyJITETHMA.

HanoMEHA. JKeneo 6ux ce 3axamuru Yuusepsurery Cesepue Kaposwume y
[MapmoTu 3a ¢By MOAPIIKY ¢ HUXOBE CTPaHE AOK CaM OMO HA MOCTIUILIOMCKOM CTY W]y
pauyHapcTBa U MHYOPMATHKE.
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