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POJEDNOSTAVǈENI DOKAZ TEOREME O MAJORIZOVANOJ
KONVERGENCIJI ZA RIMANOVE INTEGRALE

Apstrakt. Predstavǉen je dokaz Arceline teoreme o majorizovanoj konvergenciji
niza integrala u dva koraka: prvo se uspostavǉa lema za stepenaste funkcije, a potom i
rezultat za Rimanove integrale.

Uvod

Majorizovana konvergencija integrala – videti Luksemburgov rad [7] na
temu Arceline teoreme [1], kao i radove Sari²a [8], odnosno Gorpejda i Limaje [3]
– obiqno se ne nalazi u u­benicima matematiqke analize u kontekstu Rimanove
teorije, niti se uopxte koristi ni pomiǌe sve dok na kraju ne postane obiqni
korolar Lebegove teorije. Slede²i dokaz se oslaǌa na klasiqnu Hausdorfovu
metodu [4], ali samo primeǌenu na skupove (Luin [6]), kao i na ideje Kestlmana [5]
i de Silve [2]. Stoga je iznena±uju²e jednostavan, pogotovo ako se uzme u obzir
istorijiski razvoj i koliko su komplikovani bili prvi dokazi Arcele i Haus-
dorfa. De Silva tako±e daje dobar opis razlika u pristupu izme±u korix²eǌa
Lebegove mere i onoga xto je potrebno da se ǌena upotreba izbegne, ali ǌegov
dokaz je prete¼ak za studente. Me±utim, do osnovnog Arcelinog oblika teoreme
se mo¼e dosta lako do²i i bez upotrebe svojstava Lebegove mere, odnosno Lebe-
govog ili Danijelovog integrala, i to mnogo lakxe nego ako se slede pristupi
Luina ili de Silve ponaosob. Vide²emo da nije potrebno nixta vixe od osnova
analize, xto teoremu qini prikladnom za predavaǌa na prvoj godini fakulte-
ta uprkos ǌenom dosadaxǌem tretmanu, ne samo na naxim univerzitetima ve²
uopxte.

Redukcija problema i dokaz teoreme

Glavni deo dokaza se sastoji od leme za specijalni sluqaj niza nenegatvinih
stepenastih funkcija koje konvergiraju ka nuli.

Definicija. Ograniqen skup koji je unija, presek ili komplement konaqno
mnogo intervala zva²emo prosti skup. Za takav skup A i ǌegovu karakteris-
tiqnu funkciju χA(x), dakle funkciju koja je jednaka 1 za svako x ∈ A i 0 za
x /∈ A, koristi²emo m(A) da oznaqimo

∫
χA(x) dx, tj. m(A) je suma du¼ina

disjunktnih intervala koji saqiǌavaju skup A, pri qemu konaqno mnogo taqaka
mo¼emo tretirati kao zasebne intervale za koje je m jednako nuli.
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Lema. Neka je {fk (x)}∞k=1 niz nenegativnih stepenastih funkcija de-
finisanih na ograniqenom intervalu [a, b]. Ako postoji konstanta M > 0
takva da je fk(x) 6 M za svako x ∈ [a, b] i svako k, i ako fk (x) → 0 kada
k →∞, pojedinaqno za svako x ∈ [a, b], onda je

lim
k→∞

∫ b

a

fk (x) dx = 0.

Dokaz. Neka je ε bilo koji pozitivan realan broj. Svaka stepenasta funkcija
je definisana na konaqno mnogo disjunktnih intervala.

Pretpostavimo sada da za neko η > 0 postoji beskonaqno mnogo indeksa
k, takavih da za one intervale na kojima je fk (x) > ε, koje ²emo oznaqiti sa
Ik,1, . . . Ik,i, . . . Ik,nk

, va¼i
nk∑

i=1

|Ik,i| > η.

To znaqi da svi skupovi

Gk := {x : x ∈ [a, b], sup
j>k

fj(x) > ε},

za svako k, sadr¼e neki prosti skup Ak sa m(Ak) > η. Daǉe, neka je

σk := sup {m(A) : A je prosti skup i A ⊆ Gk} ,

xto je, zbog σk > η > 0, striktno pozitivna vrednost za svako k. Obzirom da su
Gk sadr¼ani u [a, b], vrednosti σk su tako±e ograniqene. Daǉe, uvek je naravno
mogu²e bilo koji interval proizvoǉno taqno aproksimirati iznutra pomo²u
zatvorenih intervala, tako da, bez gubitka opxtosti, mo¼emo pretpostaviti da
je skup A u gorǌoj definiciji zatvoren. To nam omogu²ava da u dokazu koristimo
kompaktnost. Tako±e, primetimo da je

G1 ⊇ · · · ⊇ Gk ⊇ Gk+1 ⊇ · · · .

Intuicija nam govori da ukupna du¼ina intervala od kojih se sastoje skupovi
Ak ne mo¼e te¼iti nuli, uprkos kontrakciji skupova Gk. Drugim reqima, va¼i⋂∞

k=1 Gk 6= ∅, xto ²emo sada i rigorozno dokazati. Za svako Gk, postoji neki
zatvoreni prosti skup Sk ⊆ Gk za koji va¼i

m(Sk) > σk − η

2k+1
.

Stoga, m bilo kojeg prostog skupa S ⊆ Gk mo¼e samo za toliko biti ve²e u
odnosu na Sk, odnosno imamo

σk > m(S) = m(Sk ∪ (S \ Sk)) = m(Sk) + m(S \ Sk) > σk − η

2k+1
+ m(S \ Sk),

m(S \ Sk) <
η

2k+1
.
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Pri tome m(S \ Sk) sme biti 0, xto ²e i biti sluqaj ako je S ⊆ Sk. Zatim,
definisa²emo skup Hk :=

⋂k
i=1 Si, za koji je jasno da je tako±e prosti skup.

Kako je S ⊆ Gk ⊆ Gi za sve i 6 k, sledi da je

m(S \Hk) = m(S \
k⋂

i=1

Si) = m(
k⋃

i=1

(S \ Si)) 6
k∑

i=1

m(S \ Si) <

k∑

i=1

η

2i+1
<

η

2
,

odakle dobijamo da mora da va¼i nejednakost

m(S) = m(Hk ∪ (S \Hk)) = m(Hk) + m(S \Hk) < m(Hk) +
η

2
.

Iz sluqaja kada je S = Ak vidimo da m(Hk) mora biti striktno pozitivna
vrednost, i to za svako k, jer je m(Ak) > η. Dakle, nijedan od skupova Hk ne
mo¼e biti prazan. Osim toga, skupovi Hk su konstruisani tako da su zatvoreni
i ograniqeni, i umetnuti jedan u drugi: H1 ⊇ · · · ⊇ Hk ⊇ Hk+1 · · · . Neka je
xk bilo koja taqka iz Hk; onda niz {xk}∞k=1, zbog kompaktnosti, poseduje pod-
niz koji konvergira ka nekoj taqki x0 ∈ [a, b]. Me±utim, svaki skup Hk mora
sadr¼avati sve qlanove tog konvergentnog podniza poqevxi od nekog fiksnog in-
deksa pa nadaǉe. Kako su skupovi Hk kompaktni, zakǉuqujemo da je x0 ∈ Hk ⊆ Gk

za svako k. Dakle, zaista je x0 ∈
⋂∞

k=1 Gk i supi>k fi(x0) > ε za svako k, tako da
{fk (x)}∞k=1 ne mo¼e konvergirati ka 0 na kompletom intervalu [a, b], u direktnoj
kontradikciji sa uslovima leme.

Shodno tome, moramo odbaciti naxu prvobitnu pretpostavku, xto znaqi da
za dato η > 0 postoji samo konaqno mnogo indeksa k sa

∑nk

i=1 |Ik,i| > η. U stvari,
za svako η > 0, uvek postoji neki indeks k0 takav da, kada je k > k0, imamo

nk∑

i=1

|Ik,i| < η.

Drugim reqima, onaj deo interavla [a, b] gde je fk(x) > ε postaje sve maǌi kada
k raste. Na osnovu toga zakǉuqujemo da je

0 6
∫ b

a

fk (x) dx < ε (b− a) + Mη

za k > k0, pri qemu su ε i η proizvoǉne pozitivne vrednosti.

Teorema (Arzelà, 1885). Za niz funkcija {fk (x)}∞k=1, fk : [a, b] → R i
a, b ∈ R, takvih da je |fk (x)| 6 M za svako k i svako x ∈ [a, b], gde je dominan-
ta M neki realni broj, koje su uz to sve integrabilne u Rimanovom smislu
i koje konvergiraju ka f(x) kada k → ∞ za svako x ∈ [a, b] i gde je unapred
poznato da je graniqna funkcija f (x) tako�e integrabilna po Rimanu na in-
tervalu [a, b], uvek se sme zameniti redosled integracije i limesa. Dakle,
u ovom sluqaju, iz limk→∞ fk (x) = f(x) sledi da je

lim
k→∞

∫ b

a

fk (x) dx =
∫ b

a

f (x) dx.
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Dokaz. Za proizvoǉan pozitivan realni broj ε, po²i ²emo od nejednakosti
∣∣∣∣
∫ b

a

fk (x) dx−
∫ b

a

f (x) dx

∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|fk (x)− f (x)| dx,

gde su |fk (x)− f (x)| oqigledno nenegativne, ograniqene funkcije sa majorantom
2M . Osim toga, one su i integrabilne u Rimanovom smislu, i konvergiraju u
svakoj taqki ka 0 kada k → ∞. Za svako k postoji stepenasta funkcija sk(x)
takva da je |fk (x)− f (x)| > sk(x) > 0, pa imamo

∫ b

a

|fk (x)− f (x)| dx−
∫ b

a

sk (x) dx 6 ε

2
,

i sk(x) → 0 kada k → ∞. Prethodna lema nam garantuje da postoji k0 takvo da
je

∫ b

a
sk (x) dx < ε/2 za svako k > k0, zbog qega dobijamo

∫ b

a

|fk (x)− f (x)| dx 6 ε

2
+

∫ b

a

sk (x) dx < ε

za k > k0, qime je dokaz zavrxen.

Nije texko pokazati da tvr±eǌe va¼i i ako se dominanta M zameni proiz-
voǉnom pozitivnom Riman-integrabilnom funkcijom, pod uslovom da je ona apso-
lutno integrabilna, a xto se qak mo¼e proxiriti i na sluqaj kada je ta funkcija
beskonaqna u nekoj taqki ukoliko samo postoji nesvojstveni integral. Tako±e,
mo¼emo rutinski ignorisati i prebrojivo mnogo taqaka u kojima funkcije mogu i
da ne konvergiraju, pod uslovom da su ograniqene. Me±utim, opxtu formulaciju
teoreme boǉe je ostaviti za Lebegovu ili pak Danijelovu teoriju integracije.

Primeri primene teoreme

Funkcije fn(x) := nxe−nx, prikazane na slici 1, konvergiraju u svakoj taq-
ki intervala [0, 1] ka 0 za n → ∞, ali ta konvergencija nije uniformna. Ipak,
mo¼emo zameniti redosled integracije i limesa jer su uslovi Arceline teo-
reme zadovoǉeni. Shodno tome imamo

∫ 1

0
nxe−nxdx → 0, xto je lako i direktno

proveriti.
Me±utim, ako funkcije definixemo kao gn(x) := n2xe−nx, vidimo da one

jox uvek svugde u intervalu [0, 1] konvergiraju ka 0 kada n → ∞, ali da vixe
nisu uniformno ograniqene na [0, 1], tj. da ne postoji dominanta kakvu zahteva
Arcelina teorema. U ovom sluqaju je

∫ 1

0
n2xe−nxdx = 1 − e−n − ne−n → 1,

n →∞, xto pokazuje da se uslov da su funkcije uniformno ograniqene ne mo¼e
izostaviti iz teoreme.

Zamena redosleda integracije i limesa mo¼e biti vrlo korisna pri odre-
±ivaǌu vrednosti integrala. Kao primer ²emo izraqunati integral

∫ ∞

0

sin x

x
dx
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Slika 1

koji je od znaqaja u Furijeovoj teoriji. U taqki x = 0 integrand je definisan
tako da je jednak 1 kako bi funkcija bila neprekidna. Da bismo proverili da
integral postoji, po²i ²emo od nejednakosti∣∣∣∣

∫ s

r

sin x

x
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
cos r

r
− cos s

s
−

∫ s

r

cos x

x2
dx

∣∣∣∣ 6 1
r

+
1
s

+
∣∣∣∣
∫ s

r

cos x

x2
dx

∣∣∣∣,

pri qemu je, za 1 < r < s,∣∣∣∣
∫ s

r

cosx

x2
dx

∣∣∣∣ 6
∫ s

r

∣∣∣∣
cos x

x2

∣∣∣∣ dx 6
∫ s

r

1
x2

dx =
1
r
− 1

s
.

Tako±e je i, za 1 < r < s,
∣∣∣∣
∫ s

r

e−tx sin x

x
dx

∣∣∣∣ 6
∫ s

r

e−tx dx =
e−tx

−t

∣∣∣∣
s

r

=
e−tr

t
− e−ts

t
,

xto je proizvoǉno mala vrednost za dovoǉno veliko r pod uslovom da je t > 0.
Na osnovu Koxijevog kriterijuma zakǉuqujemo da integral

I(t) =
∫ ∞

0

e−tx sin x

x
dx, t > 0,

konvergira i definixemo

Is(t) :=
∫ s

0

e−tx sin x

x
dx,

odnosno, konkretno za t = 0,

Is(0) :=
∫ s

0

sin x

x
dx.

Diferenciraǌe pod znakom integrala po t, xto se sme uqiniti jer je funkcija
e−tx sinx neprekidna, te dvostruka primena parcijalne integracije daju

I ′s(t) =
∫ s

0

−e−tx sin x dx =
e−ts (t sin s + cos s)

1 + t2
− 1

1 + t2
,
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odakle dobijamo

Is(t)− Is(0) =
∫ t

0

e−su (u sin s + cos s)
1 + u2

du−
∫ t

0

1
1 + u2

du.

Primetimo da kao dominantu mo¼emo koristiti
∣∣∣∣
e−su (u sin s + cos s)

1 + u2

∣∣∣∣ 6 (u + 1)
1 + u2

6 2,

jer je u > 0, a da graniqnu vrednost mo¼emo izraqunati du¼ bilo kojeg niza
brojeva sn →∞. Shodno tome Arcelina teorema daje

∫ ∞

0

e−tx sinx

x
dx−

∫ ∞

0

sinx

x
dx = lim

s→∞
(Is(t)− Is(0))

=
∫ t

0

lim
s→∞

(
e−su (u sin s + cos s)

1 + u2

)
du−

∫ t

0

1
1 + u2

du

= − arctg (t) ,

pod uslovom da graniqna vrednost postoji na qitavom intervalu [a, b] i da je
funkcija dobijena graniqnim prelazom integrabilna po Rimanu. To je zaista
sluqaj svugde na intervalu (0, t], ali ne i u taqki u = 0. Me±utim, obzirom
da i integrabilnost funkcija, kao i vrednosti integrala, ostaju nepromeǌene
ako funkcije izmenimo u samo jednoj taqki, mo¼emo bez gubitka opxtosti pret-
postaviti da su sve funkcije jednake 0 za u = 0 i da je graniqna vrednost jednaka
0 na celom intervalu [0, t]. Iz tog razloga mo¼emo primeniti Arcelinu teoremu.

Bez teoreme o majorizovanoj konvergenciji ne bismo mogli tek tako izraqu-
nati limes pre integrala, ve² bismo to morali da obrazlo¼imo na te¼i naqin
(npr. pomo²u uniformne konvergencije ili sliqno). Na kraju imamo

∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−tx sin x

x
dx

∣∣∣∣ 6
∫ ∞

0

e−tx dx =
e−tx

−t

∣∣∣∣
∞

0

=
1
t
→ 0,

za t →∞, i na osnovu toga
∫ ∞

0

sin x

x
dx = lim

t→∞
arctg (t) =

π

2
.

Treba jox pomenuti i da se opxte pravilo za diferenciraǌe pod znakom in-
tegrala obiqno dokazuje upravo pomo²u teoreme o majorizovanoj konvergenciji,
kao i da se inverzna Furijeova transformacija u sluqaju deo-po-deo neprekidnih,
apsolutno integrabilnih funkcija mo¼e dobiti na osnovu Arceline varijante,
odnosno ako to ¼elimo bez upotrebe Lebegove teoreme o dominantnoj konvergen-
ciji, xto je od znaqaja za nastavu na prve dve godine na tehniqkim fakultetima.

Napomena. ´eleo bih se zahvaliti Univerzitetu Severne Karoline u
Xarloti za svu podrxku s ǌihove strane dok sam bio na postdiplomskom studiju
raqunarstva i informatike.
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[1] C. Arzelà, Sulla integrazione per serie, Atti della Reale Accademia dei Lincei. Rendiconti,

4 (1885), 532–537, 596–599.

[2] N. de Silva, A concise elementary proof of Arzelà’s Bounded Convergence Theorem, The
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[8] A. Sarić, Arzelà’s Bounded Convergence Theorem, Analysis (De Gruyter) 44, 2 (2024), 115–
119.

E-mail : asaric@gmail.com


