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REXAVAǋE LINEARNE DIOFANTSKE JEDNAQINE
SA n NEPOZNATIH POMO�U MATRICA

U ovom prilogu je dat algoritam za rexavaǌe linearne diofantske jednaqine
sa n nepoznatih pomo²u matrica i determinanti drugog reda, tako da ovu metodu
mogu primeǌivati oni uqenici koji su u sredǌoj xkoli upoznati s tim pojmovima.
Postoje i drugi metodi za rexavaǌe ovakvih jednaqina, na primer, korix²eǌem
invertovaǌa matrica vixeg reda koje se mogu rastaviti na blokove, ali to je
slo¼enija metoda kojom se ovde ne²emo baviti.

Podsetimo se najpre osnovne qiǌenice o linearnim diofantskim jednaqina-
ma s dve nepoznate. U daǉem ²emo, kadgod ka¼emo ,,broj“, podrazumevati da se
radi o celom broju. Za brojeve a i b, ǌihov najve²i zajedniqki delilac ²emo
oznaqavati sa M(a, b).

Teorema 1. Linearna diofantska jednaqina s dve nepoznate
a1x + a2y = b nema rexeǌa ako M(a1, a2) - b, a ima beskonaqno mnogo rexeǌa
ako M(a1, a2) | b. U posledǌem sluqaju sva ǌena rexeǌa se mogu predstaviti
u obliku

x = x0 +
a2

M(a1, a2)
t, y = y0 − a1

M(a1, a2)
t,

gde je (x0, y0) jedno rexeǌe jednaqine, a t ∈ Z proizvoǉan.

Specijalno, homogena jednaqina a1x + a2y = 0 uvek ima beskonaqno mnogo
rexeǌa oblika x =

a2

M(a1, a2)
t, y =

a1

M(a1, a2)
t, t ∈ Z.

U daǉem ²emo razmatrati diofantske jednaqine sa n nepoznatih oblika

(1) a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b,

gde su a1, a2, . . . , an ∈ Z \ {0}, b ∈ Z i n = 3, 4, . . . , pri qemu ²emo najve²i
zajedniqki delilac brojeva a1, a2, . . . , an oznaqavati sa M(a1, a2, . . . , an).

Analogno sluqaju n = 2, va¼i slede²a

Teorema 2. Jednaqina (1) nema rexeǌa ako M(a1, a2, . . . , an) - b, a ima
beskonaqno mnogo rexeǌa ako M(a1, a2, . . . , an) | b.

Dokaz navedenog tvr±eǌa mo¼e se na²i, na primer, u kǌigama [3] i [5].
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Specijalno, ako je M(a1, a2, . . . , an) = 1 (a tada je i M(a1, a2, . . . , an, b) =
1), za datu jednaqinu kaza²emo da je sre�ena – jasno je da, ne ograniqavaju²i
opxtost razmatraǌa, uvek mo¼emo smatrati da je ovaj uslov ispuǌen (inaqe, ili
jednaqina nema rexeǌa ili se mo¼e skratiti sa M(a1, a2, . . . , an)).

U nastavku najpre pokazujemo jedan metod eksplicitnog odre±ivaǌa opxteg
rexeǌa sre±ene jednaqine (1) u specijalnom sluqaju kada me±u koeficijentima uz
nepoznate postoje dva koja su uzajamno prosta. Prvo ²emo rexiti jedan konkretan
primer koji ²e nam biti ideja vodiǉa za razmatraǌe opxteg sluqaja.

Primer 1. Rexiti diofantsku jednaqinu

(2) 2x1 − 3x2 + 4x3 − 5x4 = 7

korix²eǌem matrica i determinanata drugog reda.
Rexeǌe. Primetimo najpre da je ovde M(2,−3, 4,−5) = 1, te je uslov za

postojaǌe rexeǌa ispuǌen, kao i da je M(4,−5) = 1. Datu jednaqinu ²emo
prepisati u obliku

(3) 2x1 + 1 · (−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7) = 0,

tako da smo dobili homogenu diofantsku jednaqinu s dve nepoznate –
x1 i (−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7). Ona jasno zadovoǉava uslov za postojaǌe rexeǌa.
Uvex²emo sad parametar t1, tako xto ²emo zajedno s jednaqinom (3) posmatrati
jednaqinu

(4) 1 · x1 + 1 · (−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7) = −t1.

Jednaqine (3) i (4) qine sistem od dve linearne jednaqine s dve nepoznate koji
mo¼emo zapisati u matriqnom obliku

[
2 1
1 1

] [
x1

−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7

]
=

[
0
−t1

]
.

Determinanta
∣∣∣∣
2 1
1 1

∣∣∣∣ matrice ovog sistema ima vrednost 1, te ²e ta matrica

imati inverznu qiji su qlanovi celobrojni. Zaista,
[

2 1
1 1

]−1

=
[

1 −1
−1 2

]
, pa

dobijamo da va¼i
[

x1

−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7

]
=

[
1 −1
−1 2

] [
0
−t1

]
.

Odavde sledi da je

x1 = t1 ,

−3x2 + 4x3 − 5x4 − 7 = −2t1.

Sada nastavǉamo postupak na sliqan naqin – najpre posledǌu dobijenu jednaqinu
prepisujemo u homogenom obliku

(5) −3x2 + 1 · (4x3 − 5x4 − 7 + 2t1) = 0,
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pa uvodimo novi parametar t2 posmatraju²i jednaqinu

(6) −4x2 + 1 · (4x3 − 5x4 − 7 + 2t1) = −t2.

I dobijeni sistem (5), (6) mo¼e da se napixe u matriqnom obliku s matricom

sistema koja ima determinantu jednaku 1; zaista,
∣∣∣∣
−3 1
−4 1

∣∣∣∣ = 1 i
[−3 1
−4 1

]−1

=
[

1 −1
4 −3

]
.

Tako je [
x2

4x3 − 5x4 − 7 + 2t1

]
=

[
1 −1
4 −3

] [
0
−t2

]
.

odakle

x2 = t2 ,

4x3 − 5x4 − 7 + 2t1 = 3t2.

Konaqno, posledǌu jednaqinu prepisujemo u obliku

(7) 4x3 − 5x4 = −2t1 + 3t2 + 7,

a posledǌi parametar t3 uvodimo pomo²u

(8) β3x3 + β4x4 = −t3,

pri qemu koeficijente β3 i β4 biramo tako da matrica sistema (7), (8) ima

determinantu jednaku 1. Dakle, ¼elimo da bude
∣∣∣∣

4 −5
β3 β4

∣∣∣∣ = 1, tj. 5β3 +4β4 = 1.

Kako je M(4, 5) = 1, ova diofantska jednaqina ima rexeǌa – jedno partikularno

je (β3, β4) = (1,−1), i nalazimo
[

4 −5
1 −1

]−1

=
[−1 5
−1 4

]
. Tako je

[
x3

x4

]
=

[−1 5
−1 4

] [−2t1 + 3t2 + 7
−t3

]

a odatle

x3 = 2t1 − 3t2 − 5t3 − 7 ,

x4 = 2t1 − 3t2 − 4t3 − 7 .

Sada nam qetiri uokvirene relacije daju opxte rexeǌe polazne diofantske jed-
naqine u obliku

(x1, x2, x3, x4) = (t1, t2, 2t1 − 3t2 − 5t3 − 7, 2t1 − 3t2 − 4t3 − 7), t1, t2, t3 ∈ Z.

Biraju²i proizvoǉne vrednosti parametara, dobijamo partikularna rexeǌa, na
primer, za t1 = t2 = t3 = 1 se dobija rexeǌe (1, 1,−13,−12). Zamenom se lako
proverava da su ovo zaista rexeǌa (opxte, odnosno posebno) date jednaqine. 4
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Pre±imo sada na razmatraǌe sluqaja opxte jednaqine (1), uz uslov
M(a1, a2, . . . , an) = 1. Osim toga pretpostavimo da me±u koeficijentima a1,
a2, . . . , an postoje dva uzajamno prosta. Neka, na primer, va¼i M(an−1, an) = 1
(inaqe bismo mogli da prenumerixemo nepoznate). Prepiximo jednaqinu (1) u
obliku

(9) a1x1 + 1 · (a2x2 + · · ·+ anxn − b) = 0,

i uvedimo parametar t1 uslovom

(10) (a1 − 1)x1 + 1 · (a2x2 + · · ·+ anxn − b) = −t1.

Sistem jednaqina (9), (10) ima matricu s determinantom
∣∣∣∣

a1 1
a1 − 1 1

∣∣∣∣ = 1 i in-

verznu matricu
[

a1 1
a1 − 1 1

]−1

=
[

1 −1
−a1 + 1 a1

]
, pa je

[
x1

a2x2 + · · ·+ anxn − b

]
=

[
1 −1

−a1 + 1 a1

] [
0
−t1

]
,

odakle dobijamo

x1 = t1 ,

a2x2 + · · ·+ anxn − b = −a1t1.

Analogno prvom koraku dobijamo sistem jednaqina

a2x2 + 1 · (a3x3 + · · ·+ anxn − b + a1t1) = 0

(a2 − 1)x2 + 1 · (a3x3 + · · ·+ anxn − b + a1t1) = −t2,

qije rexeǌe u matriqnom obliku glasi
[

x2

a3x3 + · · ·+ anxn − b + a1t1

]
=

[
1 −1

−a2 + 1 a2

] [
0
−t2

]
,

odnosno, u komponentama,

x2 = t2 ,

a3x3 + · · ·+ anxn − b + a1t1 = −a2t2.

Jasno je da ovaj postupak mo¼emo nastaviti dok ne do±emo do matriqne jed-
nakosti
[

xn−2

an−1xn−1 + anxn − b + a1t1 + · · ·+ an−3tn−3

]
=

[
1 −1

−an−2 + 1 an−2

] [
0

−tn−2

]
,

odnosno

xn−2 = tn−2 ,

an−1xn−1 + anxn − b + a1t1 + · · ·+ an−3tn−3 = −an−2tn−2.
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U posledǌem koraku formiramo matriqnu jednaqinu

(11)
[

an−1 an

βn−1 βn

] [
xn−1

xn

]
=

[−a1t1 − · · · − an−2tn−2 + b
−tn−1

]
,

pri qemu koeficijente βn−1 i βn biramo tako da va¼i
∣∣∣∣
an−1 an

βn−1 βn

∣∣∣∣ = 1, tj. da je

(βn−1, βn) partikularno rexeǌe pomo²ne diofantske jednaqine
an−1βn−anβn−1 = 1. To rexeǌe postoji zbog uqiǌene pretpostavke M(an−1, an)
= 1. Pri takvom izboru koeficijenata sistem (11) ima rexeǌe

[
xn−1

xn

]
=

[
βn −an

−βn−1 an−1

] [−a1t1 − · · · − an−2tn−2 + b
−tn−1

]
,

odnosno

xn−1 = −βn(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) + antn−1 ,

xn = βn−1(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b)− antn−1 .

Posledǌe dve jednakosti mo¼emo zapisati i u obliku

xn−1 =
∣∣∣∣
(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) −an

tn−1 −βn

∣∣∣∣ ,

xn =
∣∣∣∣
(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) an−1

tn−1 βn−1

∣∣∣∣ .

Na ovaj naqin smo dokazali slede²e tvr±eǌe.

Teorema 3. Linearna diofantska jednaqina

(1) a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b,

uz uslove M(a1, a2, . . . , an) = 1 i M(an−1, an) = 1, ima opxte rexeǌe oblika
(12)(

t1, . . . , tn−2,

∣∣∣∣ (a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) −an

tn−1 −βn

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣ (a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) an−1

tn−1 βn−1

∣∣∣∣
)

,

gde su t1, t2, . . . , tn−1 ∈ Z proizvoǉni, a (βn−1, βn) je proizvoǉno partiku-

larno rexeǌe pomo�ne diofantske jednaqine
∣∣∣∣
an−1 an

βn−1 βn

∣∣∣∣ = 1.

Rexeǌe (12) mo¼emo zapisati i pomo²u komponenata:

x1 = t1, x2 = t2, . . . , xn−2 = tn−2,

xn−1 =
∣∣∣∣
(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) −an

tn−1 −βn

∣∣∣∣ ,

xn =
∣∣∣∣
(a1t1 + · · ·+ an−2tn−2 − b) an−1

tn−1 βn−1

∣∣∣∣ ,

gde t1, t2, . . . , tn−1 ∈ Z.
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Navodimo jox dva primera jednaqina koje se mogu rexiti prikazanim metodom.
Primer 2. Rexiti linearnu diofantsku jednaqinu

7x1 − 5x2 + 11x3 + 3x4 − 2x5 = 4.

Rezultat. Komponente rexeǌa su:

x1 = t1; x2 = t2; x3 = t3; x4 = −7t1 + 5t2 − 11t3 − 2t4 + 4
x5 = −7t1 + 5t2 − 11t3 − 3t4 + 4; t1, t2, t3, t4 ∈ Z.

Primer 3. Rexiti linearnu diofantsku jednaqinu

3x1 − 2x2 + x3 − 5x4 + 4x5 + x6 = 1.

Rezultat. Komponente rexeǌa su:

x1 = t1; x2 = t2; x3 = t3; x4 = t4; x5 = 2t1 − t2 + 3t3 − t4 + t5 − 1;
x6 = −11t1 + 6t2 − 13t3 + 9t4 − 4t5 + 5; t1, t2, t3, t4, t5 ∈ Z.

Postavǉa se pitaǌe rexavaǌa jednaqina oblika (1) kod kojih nije ispuǌen
uslov da postoji par uzajamno prostih koeficijenata. Pokaza²emo to na jednom
primeru.

Primer 4. Rexiti linearnu diofantsku jednaqinu

6x1 + 10x2 + 15x3 = 31.

Rexeǌe. Ovde je uslov M(a1, a2, . . . , an) = 1 ispuǌen (dakle, jednaqina
je sre±ena), ali ne postoji par uzajamno prostih koeficijenata (zaista, va¼i
M(6, 10, 15) = 1, ali M(6, 10) = 2, M(6, 15) = 3, M(10, 15) = 5), tako da se ne
mo¼e neposredno primeniti postupak opisan u dokazu teoreme 3. Me±utim, jasno
je da jednaqina ima rexeǌa (jedno oqigledno partikularno rexeǌe je trojka
(1, 1, 1), a onda svakako ima i beskonaqno mnogo rexeǌa).

Datu jednaqinu ²emo napisati u obliku

(13) 6x1 + 5(2x2 + 3x3) = 31

i primetimo da je M(6, 5) = M(2, 3) = 1, xto ²emo iskoristiti za nala¼eǌe
ǌenih rexeǌa. Najpre, jednaqini (13) pridru¼imo jednaqinu

(14) αx1 + β(2x2 + 3x3) = t1,

gde ²emo vrednosti koeficijenata α i β izabrati tako da va¼i
∣∣∣∣
6 5
α β

∣∣∣∣ = −5α+

6β = 1 – to je mogu²e zahvaǉuju²i uslovu M(6, 5) = 1. Odmah se vidi da je jedna
mogu²nost α = β = 1. Tada inverzna matrica matrice sistema (13), (14) ima
celobrojne qlanove:

[
6 5
α β

]−1

=
[

6 5
1 1

]−1

=
[

1 −5
−1 6

]
.
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Zato se rexeǌe pomenutog sistema mo¼e predstaviti u obliku

(15)
[

x1

2x2 + 3x3

]
=

[
1 −5
−1 6

] [
31
t1

]
.

Odavde se vidi da mora biti

x1 = −5t1 + 31 .

Drugoj jednakosti koja sledi iz (15),

(16) 2x2 + 3x3 = 6t1 − 31

pridru¼imo jednaqinu

(17) γx2 + δx3 = t2,

pri qemu koeficijente γ i δ biramo tako da matrica sistema (16), (17) ima
determinantu jednaku 1. To je mogu²e zahvaǉuju²i uslovu M(2, 3) = 1 i ispuǌeno
je, recimo, za γ = 1, δ = 2. Tada je

[
2 3
γ δ

]−1

=
[

2 3
1 2

]−1

=
[

2 −3
−1 2

]
,

a rexeǌe sistema (16), (17) se predstavǉa pomo²u
[

x2

x3

]
=

[
2 −3
−1 2

] [
6t1 − 31

t2

]
,

odnosno

x2 = 12t1 − 3t2 − 62 , x3 = −6t1 + 2t2 + 31 , t1, t2 ∈ Z.

Tri dobijene uokvirene relacije odre±uju opxte rexeǌe date diofantske jed-
naqine:

(−5t1 + 31, 12t1 − 3t2 − 62, −6t1 + 2t2 + 31), t1, t2 ∈ Z.

Specijalno, za t1 = 6, t2 = 3 dobija se napred pomenuto partikularno rexeǌe
(1, 1, 1). 4
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[5] V. Mi²i², Z. Kadelburg, D. §uki², Uvod u teoriju brojeva, 5. izd., Druxtvo matematiqara
Srbije, Beograd, 2021.
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