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TEORIJA GRAFOVA I LOGIQKO-KOMBINATORNI ZADACI1

Apstrakt. Logiqko-kombinatorni zadaci, koji su qesti na takmiqeǌima uqenika
osnovnih i sredǌih xkola, oduvek su privlaqili pa¼ǌu uqenika zbog svoje jednostavnosti
u postavci i dubine matematiqkog razmixǉaǌa koja je neophodna za ǌihovo rexavaǌe. U
rexavaǌu mnogih takvih zadataka va¼nu ulogu imaju pojmovi i rezultati teorije grafova.
Grafovi se formalno definixu kao ure±eni parovi (V, E), gde je V skup qvorova, a
E binarna relacija na skupu V . Oni postaju posebno zanimǉivi kada se geometrijski
predstave kao skup taqaka (qvorova) povezanih neprekidnim linijama (granama).

Ovaj rad se bavi temama kao xto su stepen qvora, Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi
kao i usmereni grafovi. Fokus je stavǉen na analizu i primenu navedenih pojmova teorije
grafova u rexavaǌu logiqko-kombinatornih problema u osnovnoj i sredǌoj xkoli.

1. Uvod

Graf se vizuelno predstavǉa kao skup taqaka u ravni me±u kojima su neke
povezane neprekidnim krivim linijama. Preciznije, graf se mo¼e definisati
preko pojma binarne relacije.

Definicija 1.1. Graf G je ure±eni par (V, E), gde je V neprazan skup, a
E binarna relacija definisana na skupu V . Elementi skupa V se zovu qvorovi,
a elementi skupa E su grane grafa G.

Pojam grafa dobija svoj puni smisao kada se skupovi i relacije na ǌima
predstavǉaju upravo geometrijskim figurama. Primena teorije grafova je pri-
sutna u teoriji elektriqnih kola, hemiji, ekonomskim naukama, sociologiji, bi-
ologiji, itd, o qemu se vixe mo¼e na²i u kǌizi [2].

U ovom radu izlo¼i²emo neke logiqko-kombinatorne zadatke iz osnovne i
sredǌe xkole koji se mogu rexavati uz pomo² teorije grafova. Teme koje ²emo
obraditi tiqu se slede²ih oblasti u teoriji grafova: stepen qvora, Ojlerovi
i Hamiltonovi grafovi i usmereni grafovi.

2. Stepen qvora u grafu

Definicija 2.1. Za dva qvora ka¼emo da su susedna ako su spojeni granom.
Stepen qvora v grafa G, u oznaci d(v) (ili dv), jeste broj ǌegovih susednih
qvorova.

1Qlanak je zasnovan na predavaǌu, odr¼anom na Dr¼avnom seminaru Druxtva matematiqara
Srbije, 2024. godine.
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Slika 1

Na slici 1 dat je primer grafa G sa stepenima ǌegovih qvorova.

Teorema 2.1. Za svaki graf G = (V, E) va�i
∑

v∈V

d(v) = 2|E|,

gde |E| oznaqava broj elemenata skupa E.

Posledica 2.1. U svakom grafu broj qvorova neparnog stepena je paran.

Dokaz. Neka su V1 i V2, redom, skupovi qvorova neparnog i parnog stepena,
V1 ∪ V2 = V . Tada je

∑

v∈V1

d(v) +
∑

v∈V2

d(v) =
∑

v∈V

d(v) = 2|E|.

Kako je broj
∑

v∈V2

d(v) paran, sledi da je i
∑

v∈V1

d(v) paran broj pa je i |V1| paran
broj.

Teorema 2.1 i posledica 2.1 su lako razumǉive i ǌihovi dokazi su jed-
nostavni, pa su samim tim pogodni za dodatnu nastavu u osnovnim i sredǌim
xkolama.

Zadatak 2.1. (VI razred) Da li je mogu²e da u grupi od 5 ǉudi postoji
osoba koja ima paran broj prijateǉa? Ako je osoba a prijateǉ sa osobom b, onda
se smatra da je i osoba b prijateǉ sa osobom a.

Rexeǌe. Ako prijateǉe oznaqimo slovima a, b, c, d, e kao qvorove grafa, a
prijateǉstvo izme±u dve osobe predstavimo granom, tada imamo graf sa 5 qvoro-
va. Na slici 2 date su neke od mogu²nosti za razmatraǌe problema u zadatku.
Napomenimo da me±u petoro ǉudi ne mora uopxte postojati me±usobnih pri-
jateǉa i da je tada stepen svakog qvora jednak 0, a 0 je paran broj.

Pretpostavimo da ne postoji osoba koja ima paran broj prijateǉa. Tada

d(a) + d(b) + d(c) + d(d) + d(e) = 2m, gde je m broj grana,

xto je nemogu²e jer na levoj strani posledǌe jednakosti imamo neparan broj kao
zbir pet neparnih brojeva, a na desnoj je paran broj. 4
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Slika 2. Zadatak 2.1

Definicija 2.2. Grafove kod kojih su svi stepeni qvorova me±usobno
jednaki nazivamo regularnim grafovima, pri qemu stepen (svakog) qvora u grafu
zovemo stepenom regularnosti grafa.

Zadatak 2.2. (VII razred) Mo¼e li na turniru u xahu uqestvovati 2023
uqesnika ako svaki od ǌih ima taqno 5 prijateǉa me±u uqesnicima?

Rexeǌe. Zadatak se mo¼e preformulisati i na slede²i naqin: Da li pos-
toji regularan graf stepena 5 sa 2023 qvora? Ako bi takav graf postojao, onda
bi va¼ilo

2m =
2023∑

i=1

di = 2023 · 5,

xto je nemogu²e. 4
Zadatak 2.3. (VI razred) U nekoj dr¼avi je 100 gradova i svaki grad je

direktnim putevima povezan sa taqno 4 grada. Koliko je ukupno puteva u ovoj
dr¼avi?

Rexeǌe. Neka je G graf qiji su qvorovi gradovi v1, v2, . . . , v100, a grane
putevi. Oznaqimo sa m broj grana. Tada je

d(v1) + d(v2) + · · ·+ d(v100) = 2m,

odakle je 100 · 4 = 2m, pa broj puteva iznosi m = 200. 4
Zadatak 2.4. (I razred SX) Car ¼eli da sagradi dvorac u kojem ²e biti

1990 soba u jednom nivou, tako da va¼e slede²i uslovi:
1. broj vrata na svakoj sobi je 0, 1 ili 2;
2. izme±u svake dve sobe su najvixe jedna vrata, a iz svake sobe na ulicu vode

najvixe jedna vrata;
3. broj vrata prema ulici jednak je 19, a broj soba sa jednim vratima je 90.

Da li je mogu²e sagraditi takav dvorac?
Rexeǌe. Neka je G graf kod koga su qvorovi sobe opisanog dvorca kojih ima

1990 i neka spoǉaxǌost dvorca bude predstavǉena jednim qvorom tako da graf
G ukupno ima 1991 qvor. Grane grafa G neka predstavǉaju vrata.

Zadatak se mo¼e preformulisati na slede²i naqin: Da li postoji graf sa
1991-nim qvorom, pri qemu je jedan qvor stepena 19 i devedeset qvorova stepena 1,
a ostali qvorovi su stepena 0 ili 2?
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Oznaqimo sa k broj qvorova stepena 0. Kako je

1991∑

i=1

di = 19 + 90 · 1 + k · 0 + (1900− k) · 2,

neparan broj, a
1991∑
i=1

di = 2m, gde je m broj grana, paran broj, zakǉuqujemo da je

odgovor na postavǉeno pitaǌe u zadatku odreqan. 4

3. Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi

Jedan od interesantnih problema koji se odnose na grafove jeste da li se
zadata figura u ravni mo¼e nacrtati jednim potezom bez podizaǌa olovke sa pa-
pira. Grafovi sa tom osobinom se nazivaju Ojlerovim grafovima. Uz Ojlerove
grafove koji podrazumevaju da se svi qvorovi u grafu mogu obi²i tako xto se
kroz svaku granu pro±e taqno jedanput, razmatraju se i tzv. Hamiltonovi grafovi
u kojima se obilaze svi qvorovi taqno jedanput.

Radi preciznosti u opisu Ojlerovih i Hamiltonovih grafova, navex²emo
definicije puteva, povezanih grafova i ciklusa.

Put sa n qvorova je graf Pn, n ∈ N, sa skupom qvorova {1, 2, . . . , n} i
skupom grana {{i, i + 1} | i = 1, 2, . . . , n− 1}.

Qvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put qiji su krajǌi
qvorovi u i v. Graf G je povezan graf ako su svaka dva ǌegova qvora povezana.

Ciklus sa n qvorova je graf Cn, n ∈ N, sa skupom qvorova {1, 2, . . . , n} i
skupom grana {{i, i + 1} | i = 1, 2, . . . , n− 1} ∪ {n, 1}.

Definicija 3.1. Ojlerov put u grafu G je put koji taqno jednom prolazi
kroz svaku ǌegovu granu. Ojlerov put mo¼e biti i zatvoren, i tada se naziva
Ojlerov ciklus. Graf G je Ojlerov ako sadr¼i Ojlerov ciklus. Graf G je
poluojlerov ako sadr¼i Ojlerov put.

Teorema 3.1. Neka je G povezan graf.

1. Graf G je Ojlerov ako i samo ako su mu svi qvorovi parnog stepena.

2. Graf G je poluojlerov ako i samo ako sadr�i najvixe dva qvora neparnog
stepena.

Dokaz 1. Pretpostavimo da je dati graf Ojlerov, tj. neka sadr¼i Ojlerov
ciklus. Ako se kre²emo po Ojlerovom ciklusu, onda uvek kada nekom granom u±emo
u neki qvor, moramo koristiti neku drugu granu (koju jox nismo koristili) da
iza±emo iz tog qvora. Kako kod Ojlerove konture moramo pro²i kroz sve grane (i
na kraju se vratiti u polazni qvor), dobijamo da su stepeni svih qvorova parni.

Neka su sada svi qvorovi grafa G parnog stepena. Kako je G povezan graf,
formiramo put koji prolazi me±usobno razliqitim granama u grafu G koji po-
qiǌe iz proizvoǉnog qvora x1 i povezuje razliqite qvorove ovog grafa. Kako
je stepen svakog qvora paran kad god ovaj put stigne u neki qvor, to postoji
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nova grana koja ga odvodi od ǌega. Zbog toga ²e ovaj put, koji ujedno prolazi
i me±usobno razliqitim qvorovima, zavrxiti u qvoru x1, tj. postati ciklus.
Oznaqimo ga sa C1. Ako on sadr¼i sve grane datog grafa, on je Ojlerov. U
protivnom udaǉimo ciklus C1, iz grafa G, qime se dobija novi graf G1. Kako
je stepen svakog qvora grafa G i ciklusa C1 paran, sledi da ²e i stepen svakog
qvora grafa G1 biti paran. Kako je graf G povezan, graf G1 i ciklus C1 imaju
bar jedan zajedniqki qvor. Oznaqimo ga sa x2. Poqev od ǌega formiramo novi
ciklus C2 u grafu G1, na isti naqin kako smo formirali ciklus C1. Unija cik-
lusa C1 i C2 je tako±e ciklus. Ako on nije Ojlerov, produ¼imo ovaj postupak,
qime ²emo formirati ciklus jox ve²e du¼ine (broja grana u ciklusu). Kako
su svi qvorovi koji nisu sadr¼ani u ovako formiranom ciklusu parnog stepena,
a broj neobuhva²enih grana stalno opada, to postupak mora da se okonqa i to
formiraǌem Ojlerovog ciklusa.

2. Neka su x i y qvorovi grafa sa neparnim stepenima. Dodavaǌem nove
grane {x, y}, dokaz sledi na osnovu dela teoreme pod 1.

Slika 3. Primeri Ojlerovih i Hamiltonovih grafova

Definicija 3.2. Hamiltonov put u grafu G je put koji obilazi sve
qvorove grafa taqno jedanput. Hamiltonov ciklus u grafu G je ciklus koji
sadr¼i sve qvorove grafa G. Graf G je Hamiltonov ako sadr¼i Hamiltonov
ciklus.

Razni primeri Ojlerovih i Hamiltonovih grafova kao i ǌihovih veza dati
su na slici 3.
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Teorema 3.2. Ukoliko za povezani graf sa n > 3 qvorova va�i da je
δ 6 n

2
, gde je δ najmaǌi stepen qvora, onda je graf Hamiltonov.

Zadatak 3.1. (V razred) Koja se od figura na slici 4 mo¼e nacrtati
jednim potezom olovke polaze²i iz:

(a) jedne utvr±ene taqke; (b) bilo koje taqke figure?

Slika 4. Zadatak 3.1

Rexeǌe. Figura A se ne mo¼e nacrtati jednim potezom jer su svi qvorovi
neparnog stepena 3.

Figura B se mo¼e nacrtati jednim potezom, jer ima samo dva qvora neparnog
stepena, ali samo ako po±emo iz jednog temena neparnog stepena, a u drugom
zavrximo.

Figura C mo¼e se nacrtati jednim potezom polaze²i iz bilo koje taqke. 4

Slika 5. Zadatak 3.2

Zadatak 3.2. (VII razred) Na reci Amazon nalaze se qetiri ostrva koja
su me±usobno i sa obalama povezana pomo²u 8 mostova, kao xto je prikazano na
slici 5. Mo¼e li se xetǌom zapoqetom sa nekog od ostrva, ili obale, pre²i
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preko svih mostova, pri qemu se svaki most prelazi samo jedanput? Ako je to
nemogu²e koje nove mostove treba izgraditi izme±u ostrva, ili ostrva i obala,
koja do sada nisu bila povezana, tako da je pomenuta xetǌa mogu²a?

Rexeǌe. Postavǉenom zadatku mo¼emo pridru¼iti graf prikazan na slici
6.A. Qvorovi a, b, c, d koji odgovaraju ostrvima, neparnog su stepena, a qvorovi
1 i 2, koji odgovaraju obalama, parnog su stepena. Ovaj graf nije Ojlerov, te ne
sadr¼i Ojlerov ciklus. Tra¼ena xetǌa se ne mo¼e obaviti.

Slika 6. Rexeǌe zadatka 3.2

Ako pove¼emo ostrva a i d ili b i c, novim mostom (slika 6.B), graf ²e
imati dva qvora neparnog stepena, a ostali su parnog stepena, te je poluojlerov.
On sadr¼i Ojlerov put, pri qemu mu je poqetak u nekom qvoru neparnog stepena.
Xetǌa je mogu²a (slika 6.C). 4

Zadatak 3.3. (I razred SX) Grad ima 1980 raskrsnica, a u svakom od
ǌih sastaju se po tri ulice. Postoji kru¼na autobuska linija, koja prolazi
kroz svaku raskrsnicu taqno jedanput. Odluqeno je da se u svakoj ulici zasade
stabla samo jedne od slede²ih vrsta drve²a: kesten, breza i lipa. Dokazati
da je to mogu²e uqiniti tako da se u svakoj raskrsnici sastaju tri drvoreda
razliqitih vrsta.

Rexeǌe. Zadatak se mo¼e preformulisati na slede²i naqin: dokazati da
se grane regularnog grafa stepena regularnosti
3 koji poseduje Hamiltonovu konturu mogu oboji-
ti u 3 boje tako da iz svakog qvora polaze grane
razliqitih boja.

Ideja je da grane u Hamiltonovoj konturi
obojimo naizmeniqno dvema bojama. Kako je broj
qvorova 3-regularnog grafa paran, prva i pos-
ledǌa grana Hamiltonove konture bi²e obojene
razliqito. Preostale grane obojimo tre²om bo-
jom i time smo dobili tra¼eno bojeǌe.

Slika 7. Rexeǌe zadatka 3.3
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4. Usmereni grafovi

Definicija 4.1. Usmereni graf ili digraf D je ure±eni par (V, A), gde
je V skup qvorova, a A skup lukova odnosno usmerenih grana koje spajaju qvorove
skupa V . Digraf se mo¼e zamixǉati kao graf kod koga svaka grana ima smer.

Navodimo neke primere usmerenih grafova.

Slika 8. Usmereni grafovi

Zadatak 4.1. (I razred SX) Nastavnik je prilikom pregledaǌa testova
uoqio da je neko od uqenika prepisivao. Izbor je suzio na troje uqenika, Anu,
Bojana i Denisa. Ana je izjavila: ,,Ja nisam prepisivala!“, Bojan: ,,Ana je
prepisivala!“, i Denis: ,,Ja nisam prepisivao!“. Ako znamo da samo jedan uqenik
govori istinu, ko je prepisivao?

Rexeǌe. Bar jedna od izjava koju su dali Ana i Bojan mora biti taqna.
Bojanova izjava ne mo¼e biti taqna jer je tada taqna i Denisova izjava. Ostaje
da je taqna Anina izjava. Iz la¼nosti Denisove izjave sledi da je Denis krivac.

Na rexeǌe zadatka mo¼e se nadovezati grafovska interpretacija uvo±eǌem
usmerenog grafa. Neka qvorovi A,B,D, redom pred-
stavǉaju uqenike Anu, Bojana i Denisa. Anina iz-
java da nije prepisivala predstavǉena je sa dve us-
merene grane od qvora A ka qvorovima B i D jer
se Anina izjava mo¼e tumaqiti kao optu¼ba da su
Bojan i Denis prepisivali. Bojanova izjava da je
Ana prepisivala predstavǉena je usmerenom granom
od qvora B ka qvoru D. Denisova izjava, sliqno
kao Anina, predstavǉena je sa dve usmerene grane
od qvora D ka qvorovima A i B (slika 9).

Slika 9. Rexeǌe zadatka 4.1

Sa slike 9 vidimo da u qvor D ulazi samo jedna grana i kako samo jedan
uqenik govori istinu, zakǉuqujemo da je Denis bio uqenik koji je prepisivao. 4
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