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Ip Hebojma komuuoBuh

HAIIPEIHM KOHIEIITU HA EJIEMEHTAPHOM HMBOY
— TEOPEME HEMOTYBRHOCTU!

Ancrparrt. Hanpense xornmenre matemMarnke Tpeba NaskHUBO IIAHUPATH M CHCTEMAT-
CKM pazpabuBaTé on paHOr mKOJIOBama. Y UIAHKY je HEKOJIMKO HAIPENHUX KOHIENAaTa, KOjU
n37a3e U3 OKBUPA MKOJCKE MAaTEMATHKe, PA3MAaTPAHO €& eIeMEHTAPHOr CTaHoBUINTa Oxpehenor
mHacraBHMM nporpammma. Hajseha maxma je mocsehena mosmarum teopemama memoryhuocr
(0 HECAMEPILUBOCTY, HEKOHCTPYKTUOMIHOCTH, HEAOKA3MBOCTH, HEO ULy YUMBOCTHU UTA. ) KOje UMajy
BeJMKY METONWYKY 3Ha4aj U MOLYJIaPU3aTOPCKY HMOTEHIWjas, jep cuanajy y ¢(yHIaMeHTaJHe
pe3yJITate MOJEPHE MaTEMATHKe, a U I0CeOHO Cy aTpakTHBHE 3a mmpy jaBHOCT. OCHOBY uilaHKA
YuHe CHEeNU(UUHM 3a1amy (IPOjEeKTH) NPUIAroheHn OCHOBHOMIKOJCKO], OMH. CPEIEOIKONICKO]
MATEMATHIN. 32 PEIIaBame OBUX 3aJaTaka je JOBOJLAH INKOJICKA HUBO MATEMATHKE, & PEIeHha
omoryhaBajy aHaiu3y U DUCKYCH]y yCMEDEHY Ka HaIpeIHHM HUBOMMA.

1. ¥YBon

Hacrasue Teme yriaBuOM mianupamo u obpabhyjemo momryjyhu npuHnun naydmne
3aCHOBAHOCTU, KOju je 0asupaH Ha ANCTPAKTHOM, (POPMAJHOM, OIIITEM CAIPKAjy,
IPEBAaCXOJHO MOCTABILEHOM Yy OKBHUPE CTPOTO JEeIyKTWBHOI pe30HOBama. HapasHo,
HAYYHU TPUCTYI C€ HAMOBE3yje Ha KOHKPETHA, HehOpMANHA, MOjeqUHAUHA KUCKYCTBA
U 3amakama, ODJMKOBAHA WHTYUTUBHUM ¥ 3IPABOPA3yMCKUM pasmMumnbameM. OBu
HAM3TJIE CYIPOTCTABILEHN OJIAPUTETH IPEACTaBbajy Hocehu cTy6 HACTABHOT mpoIe-
ca Koju Ou Tpebaso HenmpekuaHo na Hasancupa uaMebhy oBux kpajuoctu. Mcto ce Moke
pehin u 3a cam Hay4HO-UCTPAsKUBAUKYA mporec. Kao miycTpammjy HaBOAUMO IUATAT U3
unanka Omxpulie gopcunza (2002. ron.), y xome Ilon Koen? omucyje cBojy peso-
JYIUOHAPHY METOXLY NOKA3UBAKA HE3ABUCHOCTYM HEKUX TBPIWBU O AKCUOMA TEOPUje
ckynoBa: Ja 6u ce pazmutLbano npooyKkmueno, Mopajy ce KOPucmumy cee urmy-
umuekre u negopmasre memode pacyhueana Koje cy Ha PACNOAGLADY.

[Ipenacrkom Ha Bume HUBOE 0Opate HEKE MATEMATAYKE TEME, UHTYUIN]a CBE BUIIE
,0IIem“, a XeypUCTUUKe KOMIIOHEHTe HACTaBe, HaJOBE3aHEe HA Pa3yMJbUBE IPOOIIEMCKe
CUTyalje, CBE Ce BUIIE 3aHEMapyjy, Te IPOCEUHOM YUEHUKY IIOCTaje CBE TEXE Ia

I ranax je 3acHOBAH HA IICHAPHOM NpeaaBamy Hanpeonu KoMyenmu na eneMenmaproMm HUB0Y
— meopeme nemozyhrnocmu, onp:xanom Ha JIpxkasaom cemunapy Ipymrsa matemaruuapa Cpouje, 2024.
romure. CHEMaK OpenaBama ce MOoxe norienaru Ha YouTube rxamamy Ipymrsa maremarudyapa Cpbuje,
https://wuw.youtube.com/@user-volec2re7w

2Tlon Koen (1934-2007), aMepuusu MaTEMATHYAD, HAJIO3HATHUU 1O MOKA3UMA HE3ABUCHOCTH KOHTH-
HYyM XUIoTese u akcuoMe u3bopa on akcuoMa Llepmeno-®penkenose reopuje ckynosa (ZF).
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yun u passuja onrosapajyhe rkommerennuje. lanac je ommrenpuxBahena Tesa na
XeypucTuuke BemruHe Takohe Tpeba miancku passujaru. CBaka HACTABHA TEMa Tpe-
0a ma ce o0OJUMKYyje M ycMepaBa Ka HAPETHOM Caap:kajy Koju he ce Ha By HaJOBE3ATH.
Kao jemma on Haj3HAUYAjHUjUX KAPAKTEPUCTUKA MPOTPAMa C€ Y3UMa jaKa MOBE3AHOCT U
ycraaheHoCT CPOHNX HACTABHUX T€MA Ha PA3IAYATAM HUBOMMA IIKOJOBAMmA. XEyPUC-
THYKa OpraHu3anrja HactaBe oMoryhasa u peasu3anujy HajBa:KHAAX ONIITUX MCXOJA
obpa3oBama: ydeme ca pa3yMeBameM, JOIMYKO namheme, (QYHKIMOHAJIHY MPUMEHY
3HAMHA U BEIITUHA.

[TojmMoBM Cy mpOM3BOL AYyTOr M CIOMKEHOD IPOIECa PA3BUTKA MUINBEHA KOje MO-
UM OMAKAJHAM U MPAKTUYHAM MUIbermeM. ONABHO Cy BEJNUKU, CTAPU AyTOPUTETH
ncuxonoruje obpasosama momyT Axa, Ilumjaskea, Burorckor® u MHOTHX ADYTHX, IO-
Ka3aJu Ja je CTBapame I0jMOBa CKOPO YBEK IPOJYKTUBHO, & He PENPOIYKTUBHO, U
a TOjaM HACTaje Y TOKY CJOMKEHE OIepalldje YCMEePEeHe KA PelaBamby HEKOT 3aJaT-
ka [4]. 3aro je mpumpemy 3a HampeIHe CAAP:KAje HAJIPUPOLHU]E OCTBAPUTHU KPO3
3alaTKe U MPOjEKTe, 38 UWje PEIlaBame je JOBOJbAH €JeMEHTAPHU HUBO, aJu KOju MOTY
OTBOPUTH JUCKYCHUjy O HANDPEIHWjUM TeMaMa Ca [UJBEM Oa Ce YUEHWUIM Ca IHUMA WH-
TynTuBHO ynosHajy.* 'maBHa maeja Bomm/ba 3a CacTaB/hame OBAKBUX 3aJaTaka MOTJIA
6u ce ommcaru peunMa JlaBa Burorckor [1]: Heonzodno je nped yuenuke nocmasu-
mu 3a0aMax Koju ce He Moduce pewumu 0pyzavuje nezo cmeapamwem nojma. Taj
UHUYUJAAHY 300AMAK NPEICMas.na KaMeH-memenat, ha xome he ce uzepabusamu
nojam. Hapeman omnemnu he 6urtu mocBeheHn mKOJICKMM 3a0aIMMa U TIPOjEKTUMa Y C-
MepeHUM Ka T3B. TeopemaMma HeMoryhHoOCTH, KOje Cy rMaJjie BelUKY 3Hadaj 3a HACTaHAK
MOJEPHE MaTEeMaTHKE.

2. Teopeme HeMmoryhHocTu

CBaka MaTeMaTHUKa TeOpeMa Koja IOKa3yje CBOjeBPCHY Hemozyhmnocm na ce
HEmTO ypau (KOHCTPYWINE, HOKasKe, OMJIyYd WTH.), MO IPABUIY, MMaJa je Orpo-
MaH 3Hauaj 3a Pa3B0j MOAEpPHE MareMaTuke u pahame HOBUX IUCIUIIUHA (BUAETH
unp. [4]). Osakse Teopeme, mO3HATE U KAO Mmeopeme Hemozylnocmu, Cuauajy u y
HAJIOMyJapHUje MAaTEMATUYKE pe3yJTaTe KOjU HPUBJIaUe MKy IMIKUPE jJaBHOCTU, WH-
COVPUIIY HOBE HAaydYHEe De3yJTaTe M3BaH MaTeMaTuke, (UiI030()CKe pacmpase, yMeT-
HUUKy ¢uxiujy uta. MeDyrtuMm, y HacTaBy MaTeMaTrKe ce yIJIaBHOM HaBOJE CAMO Kao
3aHUMJPMBOCTH, O€3 OMJIO KAKBOT JeTaJbHUjer IPUKA3a W MUPEe JUCKYCHUje.

Yommreno ropopelin, camy MaTeMaTHKy je CTBOPHUJA HEMOTIYNHOCT IMPEKTHOT,
HEMOCPEeHOT pemaBamba npobiema. ['eomerpuja — ,Mepeme 3eMibe — jecTe HA3UB 3a
MaTeMaTuKy aHTUUKOr noba. Mebhyrum, npaBa reomerpuja ce paba 6am u3 memoryh-
HOCTU JMPEKTHOT Mepema, pelaBameM mpobiema onpebusama BucuHe mupamuga u
cryboBa, mmpuHe peka, ma 10 oxpebuBama mehycobuux pacrtojama usmeby 3emibe,
Mecena u CyHua u BequunHe OBUX HEOECKUX Teja.

3Hapruc Ax (1871-1946), nemauru ncuxosor; fKan Mujaske (1896-1980), mBajiapcku passojun mcu-
xosor u unozod; Jlas Burorcku (1896-1934) cojercku mCUXOJIOr U COLMUOIOT

4Tpeba ncrahu u 1a oBakBa HacTaBa MOIPA3YMEBA Ja MATEMATHYKO 0BPA30BAM:E HACTABHUKA 3HATHO
137131 U3 OKBHPA IIKOJICKE MATEMATHKE.
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[IpBoM 3HAUajHOM TeopemoM HeMoryhHOCTH cMaTpa ce OTKpulie HecaMepIbUBOCTH
[UjaroHajie U CTpaHuie KBajapara. Ropucrehn caBpeMeHy TepMUHOIOTH]Y, HEHTPAIHO
ouTame, Koje je JOBEJO J0 OBOI OTKpuha, MOxe ce GpOpMYJUCATH HA cienely HAUWH.

ITpobisiem camepdbuBocTy. Mory snu MepHu O6pojeBu QujaroHase u
CTpaHUIE KBaApPaTa, IPU MEPEHY UCTOM jeIMHUAIIOM Mepe, UCTOBPEMEHO OUTI
npuponuu 0pojesu?

Heratusan oAroBop Ha MPETXOMHO MUTAILE je MOUETAK MOKYNIaja Ha Ce yCKIamie
nysxu (00jekTr Koje MepuMmo) u OpojeBu (KojuMa M3pakaBaMO Pe3yITAT MEpema).
YcrnabuBame je Tpajano BekoBuMa, cBe n0 19. Beka u pamosa lemexmnma u Kam-
Topa.®

HajnosmaTuje teopeme memoryhHOCTH OIHOCE Ce HA APEBHE AHTUYKE KOHCTPYK-
TUBHE 3a,1aTKe.

IIpoGsem Tpucekmuje yria. JlemupoMm u mecTtapoM TPOU3BOJHAH
yrao IONEIUTH Ha TPU jeIHaKa IeJa.

ITpobisiem ynmBocTpyduaBama Komke. JlemupoMm u mectapoM KOH-
CTPYyMCATH CTPAHUIY KOLKE YWja je 3alpeMuHa ABOCTPYKO Beha ox 3ampemu-
He 3a]aTe KOIKE.

ITpobsem kBamparype kpyra. JIeBupoM u mecTapoM KOHCTPYUCATH
KBaIpaT UMja je TMOBPIINHA jeqHAKA TMOBPIIMHA JATOT KPYTa.

Cwmarpa ce ga cy oBu npesHu mpobiemu Gopmyimcann oko 430 mpe u. e. Hemo-
ryhuoCT ma ce nemupoM u mectapoM ob6aBe Ke/beHe KOHCTPYKIMje je Moka3aHa Takohe
y 19. Beky, Kana cy anrebpa 1 MaTeMaTUUKa aHAJIN3a PA3BUIIE TOBOJHHO MONHE METOE.

BeroBuma cy Tpajanam mokymaju ma ce EyKIMIOB TETH MOCTYJIAT M3BENE U3 OC-
TaJMX aKCHOMa eyKJIUACKE FeOMeTpHje, HAPABHO y3 yBEPEmE 13 Ce TO MOKE YUIMHUTH.
[Metu mocTynar, OmH. GKCUOMY NAPAAECAHOCNU TAHAC (GOPMYJIUIIEMO [0 y30DYy HA
Xunbeprose® ,,Ocrose reomerpuje” [7]:

Heka je a mpousBomua mpasa u A Tauka BaH @; Taga MOCTOjU, Y PABHU
onpebenoj npaBom a u Taukom A, HajBumIe jemHa MpaBa KOja MPOJA3d KPO3
A u He mpecena a.

Pesynraru koje je mobuo JloGauencku', ncrpasyjyhu DOKA3MBOCT aKCHOME Ia-

DAJEeNHOCTH, TOBEIX CY OO MEEYKAUOCKUT 2€0MEMPUJQ KOje HCTOPIUAPYU MATEMATHKE
CcMaTpajy OTKpUNeM OJ enOoXaJHOr 3Hauaja ¥ BEJUKOM IPOMEHOM y (uiIo3odpuju came
MaTeMaTHUKE.

5Puxapn Henexunn (1831-1916), memaury Maremarudap; Ieopr Kanrop (1845-1918), Hemaukn Ma-
temaruuap. [loce6Ho cy 3navajun Jle IeKMHAOBY TIPUIO3YU AKCUOMATHU3AI]Y ADUTMETHKE U 3aCHUBAKY DEall-
mrx Opojesa. lIBa lemexumnoBa panja mpeBefeHa Cy HA MHOTE je3WKE M UeCTO 3ajelHO IITaMIaHa kao Eceju
o teopuju 6pojesa: (I) Hempekmanoct n upammonasmu 6pojesu (1858); (II) Ilpupona u 3nauveme Gpoje-
Ba (1888). Umanax (I) je mpeBemeH y myGuukanujn 3acHugame HACTMAEE MAMEMAMUYKE AHAAUSZE,
IpymTeo matemarmaapa Cpouje (2019).

6 Nasun XunGepr (1862-1943), nemaukn MaTeMaTHIAD

"Huxonaj Jlobauesckn (1792-1856), pyckn Maremarmaap



4 H. NxomuroBuh

Pauynap, cumboa MogepHOr 100a, ¥ U3BECHOM CMUCIY CE€ MOMKE CMATPATU MPOU3-
BOJIOM KOjU je OCMWIIJBEH Yy pasmarpamuMa ,Hemoryhux“ mpobaema. Peu je o mpo®-
JeMuMa Koje je y nmpBoj mosoBuHU 20. Beka IOCTAaBHAO YYBEHN HEMAYKN MATEMaTHIap
Xunbepr. Ha 2. Cserckom martemarmukom kourpecy, 1900. roause, oH je omp:kao
UyBEHO IIPeNaBame HA KOMe je BUIOBUTO IpeicTaBuo 23 mpobiema 3a HacTymajyhu
BeK. JemaH on TuX MpobieMa OCTAO je TO3HAT Kao

10. XnabeproB npobiseM. 3a nary luodanToBy jennauuny ca 6mio
KojuM OpojeM HeNOo3HATUX U IeJOOpOjHMM KoeduuujeHTuMa, Hahu mocrymak
KOjUM Ce MOMe OIIyunTH, Kopuctehn komauam Opoj omepamuja, ma JA Ta
jeHAUMHA MMAa WM HEMA DEIIemha.

Y maHAmbLOj TEPMUHOJOTHU, TPAKU Ce aJropuTaM Koju he 3a yiaa3 obauka
F(z1,...,2x) = 0, rge je F monmuuOM ca HENO3HATUM X1, ... ,ZT, U LHEJIOOPOjHUM
koeduimjenTuMa, Bpatutu oarosop A, ako jenmaumna mMa nenobpojHa pememna, a y
cynpotroM oarosop HE. Ha npumep, 3a ynasz 22 +x3—x% = 0 anropuram aaje 0arosop
A, a 3a ymas 23 +x3 — 23 = 0 maje omrosop HE.® Hemro racruje, Ha MaTeMaTuaroM
xkoHrpecy vy Bomomu, 1928. romune, Xunbepr je ¢popmynamucao ommruju Ipobdiem, u
TPaXKMO TOCTYTAK 3a pemaBambe 6mio Koje no6po nepunncane kiaace npobiaema. OBaj
onmTuju mpobieM, MO3HAT Kao npobaem o0dayuwugocmu, yOp3o je mobuo HeraTuBaH
omrosop. Benuke 3acmyre y pemasamy mpoOieMa ONIydMBOCTU mIpumanajy lememy
u Yepuy, anu je cBaKaxko cymTuHCKM gompuuoc nao Tjypumr® koju je tparajyhin 3a
HEOUTyYMBAM IPOOIeMMMa 3aMUCIAO ANCTPAKTHY MAIIUHY 33 DEMIABAHmE OIJIyYUBUX
npobrema. Ta anmcTpakTHA MAIIMHA AHAC CE HA3UBA yHusepsasna 1jypunzosa maui-
uHa, a BeHa (y U3BECHOM CMUCIY cnabuja) (U3nuka pealu3anyja ce HA3UBa PadyHap.
Hecern Xunbepros mpobiem je my:ke uekao Ha OAroBop. JlepuHuTMBaH OArOBOD je
nao Marujacesmu'®, 1970. romure, IOKA3ABIIN 12 HE MOCTOJU MOCTYIAK KOJU CE TPAKM
y 10. XunbeproBom mpobiemy. Bume nerasma o pememy oBor XunbeproBor npobiem
moske ce mponahin y [6].

2.1. 3amamu 3a 3arpeBame

CacsuM yommreno ropopelin, OCHOBHE METO€ HA KOJUMa, Ce 3aCHUBA]Y JTOKA3U TE€O-
pema HeMoryliHOCTH jecy: 1) MHIMPEKTHO PE30HOBAE U 2) HAJIAMKEHE KOHTDAIPUMEDA.
OBe MeTOIe CBAKAKO 3aXTEBA]y HAIPEIHU HAUMH PA3MUILbAKha U Tpeba UX cucreMaTc-
KU HErOBaTHU OJ PAHOT IIKOJOBama. HaBomuMo HEKOJMKO jeIHOCTABHUX 33JaTaKa KOju
O MOTJIM TIOCTYKUTHU KAO Y30P 3a 3aJaTKE KOjU MOJACTUYY Pa3BOj MOMEHYTUX BEIITHU-
Ha. 3ajamy mpare IporpaM 3a OCHOBHE IIKOJIE ¥ PUMCKU OPOjeBU UCIPen GopMyIanuja
Ipenopy4yjy pa3pen y koMe Ou ce 3aaTak MOTa0 PEIIABATH.

Sanmarak 1. [IagupekTHO pe3oHOBame]
IV Ako je a4+ b > 100, ouga je a > 50 wmu b > 50. OGjacuure.

8Pemema jegnaumnme ac% + z% - acg = 0 cy 138B. [luraropune Tpojke. IIpema Bemuroj ®Pepmaosoj
TeopeMu, 3a m 2> 3, He MOCTOje 1emu OPOjeBn T1, T2, T3 TAKBU Oa je zf +zhy = z¥.

9Kypr Temen (1906-1978), aycrpujcro-avepuuku Matematmdap; Anonso Uepu (1903-1995), ame-
puukn MateMarurdap; Anan Tjyprur (1912-1954), enrnecku MareMaTudap

10Jypuj B. Marujacesmu (1947-), pycku MaTemMaTmyap



Har{pemm KOHIEITY Ha eJIEMEHTapHOM HUBOY 5

V Axo je ab menapan 6poj, onna u a u b Mopajy ouru menapuu. OGjacuure.
VI Tpoyrao moxke nMaty HajBumie jenad npas yrao. Ofjachure.
VII Axo je ab upaumonasnan 6poj, ouma je 6ap jenan on 6pojeBa a wiu b upanuoHaIaH.
O6jacuure.

Pememe. Y cBakOM 01 HABEJEHUX 3aXTeBa, UHAUPEKTHO PAMUINLAIE CE TPUPOIHO
nmamelie. (IV) Ako mujeman ox GpojeBa a u b nuje Belim ox 50, 36up He MOke Gurn
sehin ox 100. (V) Axo 6u jenam ox Gpojesa a min b 6uo mapas, u npousBox ab Ou
6uo mapan. (VI) Ako 6u Tpoyrao mmMao OBa mpasa yria, OHAA O 30Up CBUX yTIOBA
Tor Tpoyria Mopao 6utu Belim ox 180°. (VII) Ako cy u a u b paumonanuu Gpojesu,
BUXOB Ipou3Box O6u Takohe 6uo panmonanam. [

3amarak 2. [Koarpanpumepu]
IV Habure nBa mpaBoyraoHwka MCTUX MOBPIIMHA U PA3IAYUTUX OOUMA.
V Habure nBa 6poja uuju je 30up nemus ca 7, a HAjeJaH OX HUX HUje NEJHUB ca 7.
VI Habure mBa Tpoyria Koju mokasyjy ma Tpoyrao Beher obumMa He MOpa UMATU U
Beliy moBpumny.
VII Koucrpyumure metoyrao umje cy cBe crpanune mehycobHO jenHake, a KOju Huje
IpaBUJIAH.

Pememe. 3a cBaku o1 HaBeIEHMX 3aXTEBa, MOCTOjU Bume Moryhumx omrosopa. ¥
TaKBUM CJIy4ajeBUMa, KOPUCHO je MOTpa:kUTH TO Bume moryhuoctu. Hapaswo, Haj-
BaskHUj€ je u3 KoHTpanpumepa usByhu onrosapajyhu saxmydak. (IV) [Ipasoyraonuk
2cm X 6cm MMa KUCTY HOBPIIMHY KAao IPABOYTaoOHMK 3cm X 4cm, anu cy obumu
0Ba [[Ba MPABOYTAOHUKA PA3NUYATH. 3AKLYUYjeMO, MPABOYTAOHUIM UCTUX ITOBPIIMHA
He Mopajy mMartu jemmake obume. (V) 36up 10 + 11 je memus ca 7, am 7 1 10
u 7 1 11. 3akmyuyjemo, meamian 30upa He MOpa Aa Jeld HUjedaH OX cabupaxa.
(VI) HocmarpajMo aBa mpaBoyria Tpoyria, Tpoyrao Ay umje cy karere a; = 100 cm
u by = 0,1cm u Tpoyrao As uwmje cy karere as = 3cm u by = 4cm. Hexka cy ¢
u ¢y penoMm xunorenyse TpoyrioBa A; u As. IIpomerumo obume oBa 1Ba Tpoyria
(kopuctehin, y Apyrom ciydajy, HejeJHAKOCT TPOYIJIa):

Oi1=a1+by+c1 >2100,1lcm u Oz =as + by +co < 2((12 +b2) = 14 cm.
Hakne, O1 > Oy. MebyTum,

b
P1:%=5Cm2 n PQZTZGCID,

onakne ciemu Py < P. (VII) iKemenu meroyrao ce mosxke moGutu o KBaapara u
jeMTHAKOCTPAHWMYHOT TPOYTJIa KOjU MMA]y jeIHY 3ajeHUYKY CTDAHWIy M HeMajy 3ajel-
HUUKUX YVHYTPAIIBUX Tavaka. []

2.2. HecamepJspuBocCT

[Ipobaem HecamepibMBOCTH mUjaroHajie W CTDAHUIE KBaIpara IpaTe OBA BEO-
Ma CyNTWJIHA KOHIENTA: WHIMNPEKTHO MUILEHme M mojaM KouBepremmuje. OHU mpem-
CTaBJ/bajy OCHOB 3a MHOTE BasKHE MaTeMaTWuYKe TeMe u Tpeba UM MOCBETUTHU TMOCeh-
oy naxkmy. HapaBo, HeOMXOmHE Cy TMOCTENeHe MPUIpPeMe 3a CBAKWA KOHIIENT MOCe0-
Ho. Hapensu 3azmaTak je OCMUIBEH TAKO & YUYCHHIMMA (OCHOBHMX IIKOJIA) IPEAOUM
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(eHOMEHe KOju IpaTe Mepeme NUjaroHajie KBaapaTa HeroBoM crpaHunoM. Iloromao
je mpobieM Mepema Iy/KUHE IPEBECTH y Mpo0JeM Mepema MOBPIINHE, jep 0Baj APyTu
IPUCTYII IPY:ka BUIIe MOTY NHOCTU 1a ce OCHOBHE Mjeje ouurieqHo npeacrase. CXomHo
ToMe, caenenu 3amaTak ce OMHOCU Ha MEpeme MOBPIIMHE TPABOYTAOHUKA UMja je jeaHa
CTPaHUIA jeIUHUYHA YK, & APYra CTPAHUNA je AUjaroHaJa jeIUHWYHOT KBaIpaTa.

3amarar 3. [VII] a) Hanprajre npoussoman kBanpar kopucrehn kagpatay Mpexy
y cBecnu. KoHCTpywmuTe 3aTuM MPABOYTAOHUK UMja je jelHA CTPAHUNA jeTHAKA CTPa-
HUIU KBaJApaTa, a Apyra CTPAHUIA je jeJHaKa AMjaroHaJu kBagaparta. llprajre Tako
nIa ce jemHa kpahia crpaHuina MpaBOyraOHWKA HAJIA3U HA JIWHWU]U KBAADATHE MPEKE.

6) Kopucrehu kBanpaTay Mpesxy CBECKe, NPONECHATE MOBPIIMHY MPABOYTAOHUKA
aKO je jeIMHUIA Mepe MOJIA3HU KBaIpar.

B) YmopeauTe CBOjy MPOIEHY Ca MPOINEHAMa OCTAJNUX YUYEHUKA. JANUIIATE CBOja

3allaKama.

Pememe n muckycuja. a) Ha caunu 1 cy npukasase nse moryhinocrtu.

Cumka 1. IIponena mospmuze npaBoyraoHUKa MIOMONY KBaApaTHE MpPEKeE

6) 3a npoueHy HOBPIIMHE IPABOYTAOHUKA KOPUCTUMO KBaAPATUN Mpeske HAPTAHEe
y csecuu. (CrammapnHo, kBagpatull jecre KBaApaT CTPAHMLE HINM, aJU TO HUjE
peieBaHTHO.) ,KBanurer“ mponese moBpIIHEE IPABOYTaOHUKA 3aBUCUIE O BEJMYKHE
nonassor keaapara. llro je Belin momasuu kBanpar (Tj. caap:ku Bume kBagparulia
MpesKe), IpOoleHa MOBPIIMHE MPABOyraoHUKa Nie Outw mpenusnuja. Heka je m MepHU
Opoj cTpaHWUIe TOJIA3HOT KBaApaTa MepeHe crpauunoM ksagpartuna. Ha caunu 1 meBo
jen =4, a na caumu 1 mecuo je n = 6. IloBpmumuy npaBoyraoruka P, yaumajyhu na
je jemmHATIA Mepe MOJA3HU KBaIpaT, IPOIeHnyjeMo oapeuBamem:

e majseher Opoja kBagparmha KOju ce MOT'Y HAIOBE3aTU MY AyKe CTPAHUIE TIpa-

BOyTaOHUWKA, TAKO JTa ce He ,m3abe“ u3 mpaBoOyraoHUKa; ako je m mobujern 6poj,

ouma je P > Mt =

HajMamer Opoja KBaApaTuha Koju ce MOy HaJOBe3aTH Oy:K Oy:Ke CTPaHUIE Ipa-

BOYTaOHUKA, TAKO Ma ce ,MOKpHje‘ unmraBa cTpanuna; ako je M mobujenu 6poj,

onga je P < Mp — M

HaBoanmo Heke IpoleHe y 3aBUCHOCTH OX Opoja n.
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n | mpouena mospiuHe P

4 5<p<t 1. 1,25 < P <15 (cougra 1, 1eBo)
5 IT<pP<t 1. 1,4< P < 1,6

6 S<P<? 1j. 1,3333 < P < 1,5 | (cimka 1, mecwo)
7 S<pP< 0 1j. 1,2857 < P < 1,4286

8 dap<i2 7j. 1,375 < P < 1,5

B) Bakno je npumeruru ma ce ca mopacrom 6poja m nobuja cBe Ipenu3Huja Ipo-
neHa. ['eoMeTpujckn copTBEpU IpysKajy BeIUKe MOIYNHOCTH Ha Ce e(PEeKTHO IPUKAKY
IpoIreHe 3a Beauku O6poj BpemaocTy n (cimka 2).

Lo

mn
Iospmmna = —?
n

MoBplwinHa yHyTpaLutbe Mpexe = g = 1.4117647058824

MoepuwinHa crosmbalurbe Mpexe = g = 1.4313725490196

Pa3anuka nosplwuHa = 0.0196078431373

1

Cumka 2. Geogebra mpuior 3a Mepeme HOBPIIMHE IPABOYTaOHUKA!

https://www.geogebra.org/m/ndeng7ff

[TosehaBamem BpemHOoCTH N youaBaMoO A& ce He OOOMja TayHa BPEIHOCT IIOBP-
MUHEe. 3aucTa, UCIOCTAaBJ/ha Ce Ja He MOCTOJU 7 33 KOje Ce M3je[HAUABA]Y HOBPIIMHE
HajBehe yHyTpallme Mpexe 1 HajMame CIoJballmhe Mpeske. Ipyrum peunma, mOBPIIXHA
IPaBOYTaOHWKA, MEDEHA MOJIA3HUM KBAApaToM, Huje panuonana 6poj. To cBakako
He MOK€MO IPOBEDPUTH TMOCTYIKOM KOjU je OmMcaH y oBoM 3aaarky. (CBpxa 3amaTka
je caMo ma ce TakaB pe3yJaTaT HAcIyTH. lomaTHO, IPUKA3aHU MOCTYIAK MOTUBUIIE U
Heke Da3MuHe KOHIENTE TeOPUje Mepe, IPEBACXOHO YHYTPAIILY U CIObALILY Mepy. [

[TpaBoyraoHuk m3 TPETXOTHOT 3aJATKA MMA jeTHO 3aHMMJLUBO CBOjCTBO KOje je
HAIJIO ¥ IPAKTUYHY IPUMEHY IPU CTAHAADAU3ANN]U AUMEH3Uja Halupa.

3amarak 4. [VII] A-popmar namupa ce me¢umnme cremelimm cojctBoM: Ako ce
nanup mpecaguje Ha noaa, 000uja ce NPasoYzaOHUK UCMoz 0bAuKG, Mj. ocmaje
canysana pasmepa oyxce u xpahe cmpanuye. 3a movetrn A-dopmar, oznauyer A0,
y3UMa ce IpaBOyraoHuE moppmuee 1 m? Koju 3a10BoJbaBa HaBeIEHO CBOjcTBO; Al ce
nobuja mosoBibemeM myske crpanuine AQ dopmata; A2 ce nobuja MONIOBLEHEM LyiKe
crpanune Al ¢opmara, urn. Oapenure mpubmnkHO y MuauMmerpuMa mumensuje A0,
A1, A2, A3, A4 u A5 popmara.
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Pememe u muckycuja. JeamakocT Kojy HaM 1ajy HO3HATH 0OpAcIy 3a MOBPIIMHY

2 9 d a )

KBajapaTa, — = a°, MOKEMO Jaa 3amuuieMo u Ha caenehwm maumn: — = ——. OBaj
a

2

3aIliC MMa 3aHUMJBUBY T€OMETPUjCKY MHTEPIPETANN)Y:

(*) Kama IPemoNIOBMMO Ay:KY CTDAHUIY, HOOUjaMO IPABOYTAOHUK UCTOT 00MuKa (Ciu-
YaH) MTO 3HAUM Ja je CauyBaHa PasMepa CTPAHWIA.

ol
ol

d
4

a a
a a 9 9

Cuuxa 3. IIpaBoyraonunu A-¢opmara

IN(I=Y
~[_ ]

Axo HACTABMMO KA IONOBUMO ALy:Ky CTDAHWLY, NOOWjaMO HU3 NPABOYTAOHUKA KC-
Tor obuuka (cnuka 3).

g L_d/Z_a/Z_

a d/2 a/2 d/a
A-dpopmar mamupa ce mepuHMmE ynpaBo ocoOuHOM (*), y3 NONATHM IOTOBOD 14 je
¢opmar A0 mpaBoyraoHuk moBpmuHe 1 m?. HoTpaskumo HajIpubImKHEje NeI00pojHe
BpemHocTu crpanuna AQ popmaTa, y MUIMMETPUMA, KOje 337I0BOJBABA]Y 1aTe yCIOBe.
Hpyrum peunma, AQ popmar oxpebyjy myxu a u d Takse ma je

d*® =2d%, ad = 1000000 mm?.

JemrocTaBHa moCTemMIa TpBOT ycaoBa je jemmaroct d = 2a%d?, ma ysmmajyhwm y
003up u Apyru yCJIOB H00MjaMo

d* = 2000000000000 mm?.

Horpary 3a (npubnmxroM nenobpojaoM) Bpesomiy 6poja d MokeMo 00aBuTH Yufpa-
no-yudpa. Bpoj d je curypro msmeby 1000 n 2000, jep je

1000* < d* = 2000000000000 < 2000%.

Hacrasumo ca morparom usmebhy koje mBe crorume (yHyTap Apyre Xubale) ce Haja-
3u d. Kaxko je

1100* = 1464100000 000;  1200* = 2073 600 000 000,

3armyuyjemo ma je 1100 < d < 1200. Ha wuctn mauws oapebyjemo mudpy mecerua.
U3
1180% = 1938 777760000; 1190* = 2005 339 210 000
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cremqu 1180 < d < 1190. Hajzaz, ogpebyjemo u tudpy jemuunna. M3

1189* = 1998 607 065 841;  1190* = 2005 339 210 000

mobujamo 1189 < d < 1190. Y3umamo na je mpubiamkHa neI00POjHA BPEOHOCT LyiKe
crparune 1189 mm, oxakie jeAHOCTABHO HAJIA3UMO U IPUOIILKHY [en00pPOjHY Bpen-

Hoct kpahe crpamume:
1000000

1189
YMecTo [oOujeHnX BpPEeIHOCTH, YIVIABHOM CE y3UMajy HajOmnKM Mamy DapHU OpojeBw,
jep ce mamu A ¢dopmaTu mo0Mjajy MOTOBBEHEM Iyke cTpaHume. Kama ce To y3me
y 063up mobujamo ma cy mumensuje AQ popmara 1188 x 840. Ompemumo numensuje
HEKOJIMKO MAamuX (popMaTa:
kako je 1188 : 2 = 594, mumensuje Al dpopmara cy 840 x 594;
kako je 840 : 2 = 420, mumensuje A2 popmara cy 594 x 420;

~ 841

Kako je 594 : 2 = 297, mumensuje A3 popmara cy 420 x 297;

kako je 420 : 2 = 210, mumensuje A4 popmara cy 297 x 210;

kako je'! 296 : 2 = 148, mvemsuje A5 dopmara cy 210 x 148 urm.
[TocebHO Tpeba HArIACUTH OJHOC CTPAHMNA NOOWjeHNX MPABOYTAOHUKA:

1188 1,4142857,

4
~ 1,4142 o
340 , 857,

840
g LAl oo

Osaj (upojexTHu) 3anaTak Harosemrasa npobueM onpebusama oxnoca usmelby mujar-
OHAJIe U CTpaHune kpaapara. []

[Iperxomuu 3amanu mpeacTaBmbajy qodap yBOL y pa3MaTpame INIABHOT IUTAMmA O
CaMepJbMBOCTY IVjarOHAJE U CTPAHUIE KBAIPATa.

3amarak 5. [VII] Mory sam MepHM GpOjeBM AujaroHajie W CTPAHWIE KBAAPATA WC-
TOBpeMeHO OuTy npupomau 0pojeBu? 3a OArOBOP U 00PA3JI0KEHE UCKOPUCTUTE Clie-
nehu TekcT u cauke kKoje ra mpare.
IIpemnocmasumo da je odzoeop nomepdan! Heka je n wajmanu npupodar
bpoj ca caedehom ocoburom: Y K8adpamy cmparuue n jeOunuya Mepe, Mepri
bpoj dyxcune dujazonane je makxohe npupodan 6poj.

D _npuposan 8poj ' D C D C D C D npupodan 8poj ¢
%b(f\ E‘ ,/I
> = '3
\&§* :( //
& g /
A B A F BA F B A F " BANT ¥ ' B

npupogan dpoj

npupogan dpoj

npupogan dpoj

npuposan dpoj

N7
v

Cumka 4. Iloka3 HecaMepsbUBOCTU CTPAHULE U AUjarOHAJE KBALPATA

HYnmecro 297 yauMa ce IPBE TApHE GPOj MAMK O HeETa.

npuposan dpoj
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Pememe u muckycuja. IlocToju BeoMa MHOTO NOKa3a A& Ce OMHOC IUjaroHANE U
CTPaHUIlE KBaJpaTa HE MOKE MPEICTABUTHA Kao pamuoHaiaH 0poj. Jloka3 mpura3zan
y OBOM 3aJaTKy je BEPOBATHO HAjOIMKM IOKA3y M3 aHTUYKUX BPEMEHa. Y HeMy ce
KOpuCTHU moceOHO BaskaH MpuHIuI 100por ypebhema mpupomHux OpojeBa: ako MOCTOju
npupoaH 6poj ca M3BECHOM OCOOMHOM, OHIA MOCTOjU ¥ HAjMamy OPUPOJaH OPOj ca
TakBOM ocobuuoM. [IpyruM peumma, CKym IPUPOTHUX OPOjeBa HE MO3BOJbaBa DECKOHA-
yaH cycT. AKO, U3 IPETIOCTABKE Ja TBPAMhA BAKU 38 HEKU IPUPOIAH OPOj, TOKAKEMO
a TBPIHbA MODPA Na BaKW U 33 HEKM CTPOrO MAmU IPUPOAAH OPOj, OHIA 3aKJbYUYjeMo
a TBPIMa HE BAKHU HU 3 jelaH IPUPOLAH OpOj.

Oarosop HanoBesyjemo Ha matu Tekct u cauky 4. Heka je ABC D kBaznpar uumja
je cTpaHuWIla Oyradka n jeAVHANA Mepe, IpeMa IPETIOCTABIYM Yy HABEIEHOM TEKCTY.
Ha mujaromamn AC (umja je myskmHa npupomas Opoj) ompebena je tauka E Taksa
ma je CE = CB. Tana je nysuna nyssu AE = AC — CE takobe npupomgan 6poj.
Huje remko npumeruru ma je AB > AFE (1j. ma je mujaromana kBaipata kpaha on
IBOCTPYKe BpemHoctu crpanuue). Taura F', ma crpamuuu AB, uzabpana je Tako
na ANAEF Oyne jemHaKOKPAKO IPaBOYIJIM TPOYrao, Ca IpaBUM YIJOM y TeMmeHy K.
W3 momynmapuoctu tpoyraosa CEF uw CBF (CE = CB, CF = CF, <«CEF =
<CBF =90°) cnemu EF = FB. llakne, AE = FB, mto 30aun na je Ty:KUHA Ty:RU
F' B npuponan 6poj, ma je npupogan 0poj u myskuna nyxu AF = AB — FB. Iyx
AF je jenmaka mujaronaJu kBaapara crpauune AE u ny:xume obe Oy:KM Cy IPUPOIHA
6pojeBu, mWTO je y CYyIPOTHOCTH Ca MOJA3HOM MPETIOCTaBKOM, jep je AE < n. [

2.3. Hemoka3uBocT

JlobaueBckn je MmOKymaBao MHIMPEKTHUM pacyDuBameM na noraxe Eykiammos
IeTW MOCTYJAT M3 OCTAJNUX aKCHOMa eyKIUACKe reoMerpuje. IIpermocrasmo je me-
ranujy (jeHOr €KBUBAJIEHTA) METOT MOCTYJATa U y3 OCTAJIE aKCUOMe IOYeO O U3BO-
mm nocienuie, odekyjyhm ma he y jemmom TpenyTky mohm mo kouTpamukmuje. He
OTKDUBIIU HUKAKBY IPOTMBPEUYHOCT, CMEJO je MPETIOCTABMO M4 HEeTH IOCTYJAT Hije
[OCJIeNIA OCTANINX aKCHOMAa M & Ce OCUM EyKJIUIACKE IeOMeTprje MOke Ha CIAYaH
HAYMH Da3BUTHU CACBUM JApyraumja reomerpuja. OBa ,MHIMPEKTHA METOZA“ je caMo
HATOBECTUJIA HETOKA3WBOCT, NOK je KOHAYHA IOTBPJA TOI HATOBEIITAja NOOUjeHA KOH-
cTpyucameMm kKoHTpampumepa. Ila Omcmo mTO jemHocraBHUje 00jaCHUINM O KAKBUAM
KOHTpampuMepuma je ped, nocMmarpahiemo 3HaTHO jemHocraBuuju ciayuaj. Cuenn-
mo Xunbeprose Ocnose reomerpuje [7] um, y3 omrosapajyha mojenmocraBmema, 3a-
MUULDAMO 080 DAZAUNUMG CUCTNIEMA CMBAPU: CMEAPYU NPE02 CUCMEMA HG3UEA-
MO MAYKAMG, G CMEGPY 0PY202 CUCTNEMA NPABUM, U FGMUWDAGMO UT Y U3BECHOM
o0nocy mpunadamwa. V3qsajamMo caMo 4eTUpU aKCUOME MPUIAIAhA:

(I1) 3a cBake nBe Tauke YBEK MOCTOjU IpaBa KOjoj NpuUIagajy obe oBe Tauke.

(I2) 3a cBake IBe Tauke He MOCTOjU BUIIE OJ jeNHe NpaBe K0joj Ou mpumamane obe
TAuKe.

(I3) Csakoj mpaBoj mpumanajy HajMame ABE TAuKe.
(I4) 3a cBary mpaBy MOCTOjU Tauka KOja HE MPUIALA TOj IPABO].

u cnenehy BapujaHTy akCUOME MAapPaJeNHOCTH:
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(V) 3a cBaky mpaBy u CBaky Tauky KOja HE IPUIALa TOj IPABOj, IOCTOJU CAMO jeqHa
IpaBa K0joj MpUIaJa JaTa TAayKa U HeMa 3ajeIHMUKMX Tauaka ca JATOM IPAaBOM.
Kako mokaszaru na ce tepmma (V) He Moke nokazartu u3 npernocrasku (I1), (I2),

(I3), (I4)? Hapemnu 3amaTak miycTpyje CYWITHHY METOE KOHTDAIpPUMEPa KOjOM Ce

pa3MaTpajy NuTamba HeLOKA3UMBOCTH.

Samarak 6. [Iop] 3amMumbamMo IBa Pas3iMuUTa CHCTEMA CTBAPU: CTBAPU IPBOT
CHCTEMa Ha3UBAMO “AAHOBUMG, & CTBAPU APYTOT CUCTEMA MUMOBUMG, N 3aMUIIIHAMO
UX y M3BECHOM ORHOCY Mpunadamwa. TuMoBH cy pOpMUpAHM Tako oa Baske cienehu
YCJIOBU:
(I1) 3a cBaka ABa 4YnaHa YBEK [HOCTOjU TUM KOME IPUIALajy 00a diaHa.
(I2) 3a cBaka aBa WiaHa HE [OCTOJU BUIIE OJ jeQHOr TMMa KOMe Ou Ipumagana oba
YIAHA.
(I3) Csakom TuMy mpumaiajy HajMame ABA WIAHA.
(I4) 3a cBaRW TMM MOCTOjM WJIAH KOJU HE MPUIAIA TOM TUMY.
Hara je TBpama:
(V) 3a cBaku TMM ¥ CBaKOI WjaHa KOjU HE HPUIAJA TOM TUMY, IOCTOJUA CaMO jenaH
THM KOME NMPUNafa JATU YiIaH W HEeMa 3ajeTHUYKAX WIAHOBA Ca JATUM TUMOM.
a) Honazehu on camo Tpu unana GopMUpajTe TUMOBE Tako na Baske ycnosu (I7),
(I2), (I3), (14).
6) IIposepure ma au je tauna tpama (V') 3a Tpu unaHa 1 TMUMOBE (pOpPMUpaHe
nonm a).
B) Ocanamajyhu ce Ha pemema 3axTeBa mOL a) u 6), 00jaCHUTE 3alITO TBPIHA
(V) muje nocaemuua yeaosa (1), (I2), (I3), (14).

Pememe m muckycuja. a) Axo unanose obenesxnmo ca A, B u C, jemHocTaBHO
nobujamo na Tpeba popmmparu tpu Tuma: {A, B}, {B,C}, {C, A}.

6) Jlupextno ce mposepasa ma TBpAma (V) Huje TauHa 3a cucreMe (popMUpPAHE
non a). Msabepumo, va npumep, Tum {A, B} u (jemunor) unana C koju He npumana
tom tuMy. Jla am mocrojm TuMm Kome mpunana C anu HEMA 3ajeJHUYRAX WIAHOBA Ca
{A, B}? Hapasro, oarosop je Heratusa. J[0 NCTOT 3aKIbyUKa CE NONA3M U Y OCTAIAM
cIIyJajeBuMa.

B) AKO je HEKa TBpAHA MOCIeINNA U3BECHUX yCIOBA, OHAA jé Ta TBPAHA CATYPHO
TauHa y CBUM CHUTyalujaMa y KOjUMa Cy UCIyHCHU CBU HaBegeHu yciosu. Ilox a) je
onpebena jemna curyamuja y kojoj cy ucrunutu csu ycnosu (I1), (I2), (I3), (I4), a
non 6) je mokazano ma tBpama (V) Huje TauHA Y TOj CUTYAUUjU.

Kopucuo je ucnuraru u ga au je Mmoryha curyanuja Koja ucmymasa yciose (I7),
(I2), (I3), (I1), a Tauna je u tBpmwa (V). Huje remro mposepuru nma he to Gurn
cayuaj ako on uerupu unana A, B, C, D ¢opmupamo tumose {A, B}, {A,C}, {A, D},
{B,C},{B,D} u{C,D}. O

[Tocebro 3nauajun ,cucremu crBapu” cy yeemenu y caenehem 3amatky. Peu je
138. [loerkapeoBoM'? mOTypaBaHCKOM MOIENY XUIepGOIAUKe IIaHIMETpHje.

12 Aupu Tloenkape (1854-1912), ¢panmyckn MaTemaTndaap
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Samarak 7. [Icpp) Hara je (eykmuicka) oTBOpeHa NOJypaBaH, Tj. MONypaBad 0e3
rpanunute mpase. [locmarpajre ciaeneha mBa cucrema cTBapu: mawke OTBOPEHE IIOJY-
DPABHU U AUMUje KOje MOTy OuTn

® IIOJIyIpaBe YKju NOYENM IPUNANa]y TPAHNYHO] IPABO]j IOJIYPABHU U HOPMAJHE CY

Ha B0j, UIn

® IOJIYKPY/KHUIIE Te MOJYPAaBHU, YAjU Cy IEHTPU HA TPAHUYHO] MPABOj MOJYPABHU,
opu dyeMy y 0ba ciIyuaja IuMHZja He CAIP:KU Kpajlbe Tauke ca rpaHuuHe mpase. llo-
IpasyMeBa ce yobudajen omHoc npunadamwa uaMeby tadaka u jauHuja (cauka b).

Cumra 5. IloeHKADEOB MOJYpPABAHCKU MOIEI
Wcnurajre roje on ciaemehux ocobuHa 3a10BOJ/bABAjYy OBU CUCTEMU Tadaka U JIU-

I1) 3a cBake ABe Tauke yBEK MOCTOjU JMHMjA KOjO] IPUNAIajy obe Tauke.
I5) 3a cBake mBe Tauke He MOCTOJU BUIIE OJ jelHe JUHUjE KOjO] Ipunauajy obe Tauke.
) CBakoj IMHMjU MPUNALA]y HAJMAHE IBA TAUKE.
I,) 3a cBaky nuHMjY IOCTOjU TAYKa KOja HE MPUNALA TO) JIUHUjU.

) 3a cBary JMHW]y U CBaKy TAUKy KOja He MPUIAIA TOj JIUHUjU, TOCTOJA CAMO jeJHA
JUHYja KOjoj IpUIaja NaTa Tadyka M KOja HEMa 3ajeHUUYKUX Tadaka ca JaTOM
JIVHIIjOM.

Pememe u muckycuja. Ounraenno je na cy raunu uckasu (I3) u (Iy). Vicnurusame
UCTUHATOCTHU MPEOCTANNX MCKa3a MOTOJHO j€ MOCMATPATU KOHCTPYKTUBHO, Tj. CBECTU
Ha pemaBame cielenx KOHCTPYKTUBHUX 3aJaTaKa.

1. 3a3anare 1Be Tauke MONLypaBHU KOHCTpyucaTy JuHujy (ogroBapajyhy noaynpasy
WA TIOTYKPY/KHUILY ) KOja CAIDIKYA T€ BE TAUKE.

2. 3a zagary aunujy (DOJYyNpaBY WU HONYKDYKHUIY) M TAUKy KOja HE IPUNAIA
TO] JWHU)U, KOHCTPYUCATHU JUHU]Y KOja CAADP:KU TATy TAuKy U HEMa 3a)eTHUYKAX
Tavyaka ca JaTOM JHHU]OM.

[IpBu KOHCTPYKTVBHM 3aJaTak yBeK MMa jeJUHCTBEHO DeNIeme, ONAaKjIe CIeIu Ia
cy uckazu (I1) m ([2) tausu. 3aucra, ako 3aJaTU IAp TAYaKa IPUNALA HOPMAJIU
HA TPAHUYHY MpaBy TMOJYPABHU, OHNA je TpaKeHa JWHHUja oarosapajyha momympasa.
Axo 3amaTu map Tavyaka He IpUNALa HOPMAJW HA TPAHUIY HOJTypaBHU, OHOa Tpeba
KOHCTPYMCATH CHMETPAJy Oy KOjy oZpeDyjy Te mBe Tauke M TpaskeHa JuHUja Ne
OUTH NONYKPY/KHALA YMjU j€ [EHTAp IPECEeK CUMeTpAase U TPAHUIle ITOJyDaBHH.

Jpyru KOHCTPYKTUBAH 3aJaTak Takohe yBek MMa pemema, ajdl OHO HUKANA HUje
jemucTBeHO. De3 003upa Ha n300p NMHMje 1 Tayke Koja jOj HE IPUNANA, YBEK MOKEMO
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Cnuka 6. Vickaz (V') nuje rauan 3a [loeHKapeoB MOJLyPABAHCKA MOIEJ

KOHCTPYXCATA HEOTPAHMYEHO MHOI'O JIMHU]A KOje CaAp:Ke NaTy TAuKy M HEMAjy 3ajel-
HUUKMX Ta4aKa ca JATOM JUHUjoM (Cciuka 6).

Pememe npyror KOHCTPYKTMBHOT 3a1aTKa ToKa3yje na mucka3 (V') muje Tauan 3a
IToenkapeoB nonypaBaucku Mozen. IllTaBumre, 3a CBaky JIMHHjy M CBaKy Tauky Koja
He IMPUIata TOj JUHUjU, HOCTOjU OECKOHAUHO JMHMja KOjUMa IPHUIALa JaTa Tauyka U
KOje HeMajy 3ajeMHMYKMX Tadaka ca IaToM JuHujoM. []

2.4. Tpuceknuja yria

Hanopu na ce pemre qpeBHM KOHCTPYKTUBHU MPOGIeMu, ToceGHO mpobieM KBagpa-
Type Kpyra, Y4eCcTo Ce CIAUKOBUTO OMUCY]Y YBEPEHEM 1A je YMpPOoULEHO BUUE UHMENEK-
MYaLH02 HANOPa 04 ce Pewt npodaem K8adpamype Kkpyea nezo 0a ce 408ex noula-
me wa Mecewy. TlpBe moTmyHe g0Ka3e ga ce IpodIeMru TPUCEKIHje YIila U Y ABOCTPYYa-
Bama KOIKE HE MOI'Y DEIIMTH JEHUPOM U IIECTAPOM AA0 je GPAHIYCKA MaTeMaTHUAD
Bennen'3, 1837. romume. 3a mpobiem Tpucekummje yria, Bermen mokasyje ciemehy
Teopemy.

Teopema. Jlewupom u wecmapom wuje mozyhe xonempyucamu yzao 00 20°.

W3 nperxonne TeopeMe QUPEKTHO CIenu Aa je IpobJieM TPUCEKNUje yIila HEPEIIuB
JIEHUPOM U MECTAPOM, jep OMCMO y CympPOTHOM, TPUCEKIMjoM yriaa ox 60° mobunu yrao
ox 20°.

Iora3 Bennenose teopeme mM30CTaBHAMO, AJM IPEIIAKEMO HEKOJIUKO 33, 1aTAKa
KOjUMa Ce MCTUYY BeOMa 3HAUAJHU ACIEKTU BeHnesoBor pesynrarta. 3amamyl Cy WH-
cupucanu jemqauM npobaemaruyauM YouTube mpusnorom. YouTube, TikTok u mpyre
nomynapse miargopMe obunyjy (eLyKaTHBHUM U ,eLyKATUBHUM ) IPUIO3UMA DA3JIL-
yuTOor KBasmTera. lloCTOje ONIMYHN UPUIO3U KOjU Mpy:Kajy m3yseTHe MoryhHOCTH
3a OCBEXEH€ CTaHJAPTHUX MOJeJa OpraHM3allje HACTaBe U KPEATUBHO ILIAHUPAHE.
Mebhyrum u somu nprMepr UMajy IXIAKTUYKA MOTEHIW]AJ, jep C€ MOI'Y UCKOPUCTUTH
Ia m3omrpe Moh 3amaKkama YYEHHKA U jauajy BUXOBO KPUTUYKO MUILBEHE. Y Ipa-
BO OBa MAeja je ompenenuya Ham u300p BUIea 3a mpobieMcKy curyarujy. Bumeo
IpUKa3yje jeHy CACBUM jeIHOCTABHY, JAKO Pa3yMJBUBY I'€OMETPHjCKY KOHCTDYKIH]Y,
KOja ce 3aBpIlaBa HEKOPEKTHOM TBPIHOM 1a je KoHcTpyucad yrao ox 110°. Tspmma
ce OUPEKTHO CympoTcTaBiba BenenoBom pesyarary. Ilpas yrao je moryhe roncrpy-
MCATH JCHUPOM U IMECTapoM, Ha O0ucMO KOHCTPyEKImmjoMm yria ox 110° jemrocraBmO
nobumu u yrao on 20°. Caeneha Tpu 3a1aTka Cy OCMUNIJBEHA TAKO N4 YCMEPaBajy uc-
TPaKUBakE KOPEKTHOCT KOHCTPYKIWje, OTBapajynu mpocTop 3a AUCKYCHjy O CaMUM
MeToJaMa OIOBPraBamba.

131ljep Benmern (1814-1848), dppanmyckn Maremarauap
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Ha YouTube-y je HOCTYNHO HEKOJMKO BUIEO NPUJIOra KOJU CBOJUM HACTIOBUMA
HajaB/byjy KOHCTPYKIMjy yria on 110°. Chnmka 7 nprrasyje HajBaskHUje CLEHE jelHe
o[ TOMeHYTUX Braeo-KoHCTpyKnuja. lomazehn ox nomynpase, ozaaunmo je Oa, IpBO
je KOHCTPYMCAHO WIECT JIYKOBA jeIHAKOD NOJYIPEYHUKA T (CIMKA 7, J€BO), & 3aTUM U
CeIMU YK YMjU je MONYNPeYHUK JUjaroHaIa KBaApaTa CTPaHue 1 (CIuka 7, CpeuHa).
[Ipecer mector u cemmor ayka oxpebyje noaynpasy Ob (camka 7, necHo).

a o) a 0] a

Cimuka 7. Cuene npobaemaruunor YouTube-Buzea

Buzeo ce 3aBpmaBa CIieHOM KOjOM je ayTop
,TI0Ka3a0“ na je koHcTpyucan yrao ox 110°. Os-
OubHUja aHAJIM3a BUIEO-KOHCTPYKIUje 61 Moria
3amoueTy ciaenehnM 3amanmMa.

Samarak 8. [IlI¢q] Komerpywmure yrao
nogyznapas yriay aOb u3 Buzea. Vamepure oBaj
yrao. YKOJMKO Mepeme MOKake 1a BelIndrHa yT-
na oxcryma ox 110°, mra Om mornu Outé pa-
31031 oxcTynama’! HempenmsHocT KOHCTPYKIUje
WM BaJbaHOCT came MeTone?!

Cnuxka 8. 3aBpmHa CueHA

npobiemaruynor YouTube-Bumea

Pememe u mackycuja. Ha couru 9 npurasama je oarosapajyfia KOHCTPYKIMja
nomohy Geogebra-e. MepemeM je yrBpheno na je mepa koHcTpyucanor yria Beha of
110°.

Ha 711 cy 0BO MOBOJBHEU pa3nio3nm Oa ce KOHCTpykimja oxbamu?! Kao mTo ce
MepemeM He MOMe HMOKa3aTH KOPEKTHOCT KOHCTDYKIMje, OBa METOa HUje MOy3oaHa
HU 3a onbamuBame KOHCTPYKIwmje. [

3anmarak 9. [IIcy] Youure uersopoyrao OABC' no6ujeH NpUKa3aHOM KOHCTPYKIY-
jou (camra 10).

a) Onpemure yraose u crpanuue yersopoyraa OABC.

6) Ompemure (npumbamkHO) BeawumHy yria koju mujaromana OB 3armama ca
crpanunama dersopoyria OABC.
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Cunuga 9. Ilpukas npobnemarnune YouTube-koucTpykiumje Cunugka 10. Yersopoyrao OABC

y Geogebra-u u Mepeme KOHCTPYUCAHOT yTiIa

Pememe u nuckycuja. a) Yersopoyrao OABC je cacTaBibeH OX OB jeIHAKOKDAKA
tpoyria OCA u BAC, ca 3ajeJHIUKIM KDAKOM Iy:KUHE 7. Y TIIOBU W CTPAHUIE OBOT
YeTBOPOYTJa ce jemHocTaBHO pauyHajy: <O = 30°, <A = 120°, <B = 45°, <C =
165°; OC = AB =r, BC =12, OA = r/3.

6) Ilpuvenom kocunycme teopeme Ha AOAB u ropumbiemeM jeIHakoCTH
cos 120° = —% nobujamo:

OB? = AB? + AO? —2AB - AO - cos<OAB
=72 £ 3r2 —2v3r2cos120° = r2(4+ \/§)
Ilame, jorm jemHOM MPUMEHOM KOCUHYCHE TEOPEME HA UCTU TPOYTa0 MMAMO:
OA?+0B? - AB?>  3r*+7r? (4+V3) —r?
20A-0OB 2T2\/§~1/4+\/§
_6+v3 2341
2V3V4A+V3 24+ V3

Hajzam, ymorpeboMm KajkymaTopa paduyHAMO, HAPABHO MPUOIIKHO, BEIUUYMHY yTJIa
AOB, <AOB = 21,2060231208°. OsBaj pe3yirar mojauaBa CyMiY Yy IIOJa3HY KOH-
crpykuujy. Ila je momasna KoHCTpyKIUja KopekrHa, yrao AOB 6u tpebano ma Oyne
jemmar 20°, a pauyH je HOKa3a0 oAcTyname Behe on 1°. Wnak, jomm yBex HEeMaMO YBPCT

cos <AOB =

~ 0,9322857809.

OKA3 Ja KOHCTPYKIM]a Hje KOPEKTHA. Pa3ior je HapaBHO HEMPENU3HOCT IPUOIMKHOT
pauysama (IBa myTa cMO ynorpebuin 3Hak A2 ymecto =). [

3amarak 10. [IIcqy]
a) JlokazaTu uoeHTUTET COS 300 = 4cos® o — 3cosa.
6) Horasatu ma je cos20° pememe jemnaumne 4r3 — 3x — % =0.
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B) Hokasaru ma 6poj 2V341 Huje pememe jennaumne 42> — 3z — 1 = 0.
2

VAa+v3 2
Pememe u muckycuja. a) Vgenturer je jeqHoCTaBHA MOCIEAUNA HTO3HATUX (Op-
myna: sin?a 4 cos?a = 1, cos(a + 3) = cosacos 3 — sinasin B u sin(a + 3) =
sin v cos 3 + cos asin 3.
6) Tepheme caenu u3 a) 3a o = 20°, u jenmaxocru cos 60° = %
B) Hemro 3axTeBHMju mOKA3, ¥ TO CaMO y TEXHUUYKOM CMUCIY, IOTpeGaH je 3a
2v3+1

24/44+V3

2v3+1 (2v3+1)2
V=3 4+¢§<4' 14+ /3) _3>

2v/3 +1 <13+4\/§3(4+\/§)>
2V4+ 3 443
2341 1443 7+3V3
VA rV3 A+V3 T 2Va B+ V3)

caemu ma ou MopaJio ouTu

e C IR S AP SV PR TR )

2a+V34+v3) 2

IMocne kBagpupama 00ejy cTpama mociemme jegHakoctd nobujamo 24 + 9v/3 = 0.
Hocnenma jenrakocT je Herauna, jep je v/3 mpamwonanan 6poj. Bammo je mcrahn
a4 Cé ¥ MHTYWTUBHO MOTJIO HACIYTUTH Oa KyOHY jeIHAUMHY HE MOMKE N 3aJ0BOJBU
Heku Opoj mMpeacTaB/beH OPOjeBHUM M3Pa30M y KOME Ce OCHM OCHOBHUX DAYYHCKUX
omepalyja KOPUCTH CaMO KBAIPATHU KOPEH.

neo B). IIpernocrasumo xa 6poj
U3 jemmarocTtu

jecTe pelneme jeqHAUNHE 403 — 3z — % = 0.

x(42? —

Tex canma U3BIAUNMO HEIOONUTAH 3AKDYUAK: NOAGIHG KOKCMPYKUUJQ HUjE KOPeK-
mua; YouTube-gudeo ne nokasyje xoncmpykuyujy yeaa o0 110°. Wurepuer obumyje
HEKOPEKTHUM KOHCTPYKIUjaMa KOje MOTy OUTU IOJNA3WINTE 3a CIWYHE 3a1aTke. [

YUumernna Ia ce JEHUPOM U MIECTAPOM HE MOKE W3BPIIATU TPUCEKIUja TPOM3-
BOJLHOT' YT'JIa MHCIIMPUIIE IIOTPATry 33 HOBUM CIIpaBaMa M TPUKOBHMA KOjuUMa Ou ce 0Baj
KOHCTPYKTMBHY 33JaTaK MOTa0o pemuTy. Tako3BaHA 0puUzaMu MPucexyuja Moxe OUTH
noceGHO 3aHUMIbMBA 3a aHann3zy. OpuraMm TPUCEKIW]y je OTKPUO jamaHCKA MaTeMa-
tuyap Xucamu AGe, 70-ux romuma 20. Beka.

3amarark 11. [I¢qg] a) Wcenpobaj opuramMu Tpuceknujy yria MPUKA3aHy HA CIA-
ma 11.14 1) Ha mpaBoyraosom nmanupy HampTatu omrap yrao aOb Tako ma ce Teme
O morJony ca BPXOM JNOH-€T JIEBOT yria manupa, a kpak Oa Oyne HampTaH Iy NOHE
usuie. 2) Hauprartu npase p u ¢ napasnense kpaky Oa, Tako 1a jenna npasa (q) Oyne
jemHako ymasmeHa on Apyre mpase (p) u mpase Ha Kojoj ce Hanasu kpak Oa. Hanpraru

14y MecTo clmKe, yUeHHIMMA Ce MOMKe IOKA3ATH BUAEO KOjU IPUKA3y]je opuramu Tpuceknujy. YouTube,
TikTok u canuse mIaTdopMe CaIpike BeIUKM Opoj JOOPUX aHMMANUja OBOI HOCTYIKA.
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1) 2) 3)

Couga 11.

noguosxkje P mopmane uz O ma mpasy p. 3-4) Ilomu JieBu yrao mamupa OPECaBUTH
rako ma tauke O m P penom ,mammy“ wa ¢ u Ob, ocrasmajyhn ,tparose” O’ u P’.
5) Moaympasa OO’ onpebyje Tpehury monasmor yraa aOb.

6) [la nu je mpuKa3aHUM DOCTYIKOM IOYETHM yrao 3aUCTa NOIELEH HAa TPU jeNHAKA
nena? IleramHo 06pa3IoKUTE OANOBOP.

Pememe u muckycuja. a) [osemHo je KopucTuTu TpoBUAaH (T3B. MAyC) MAIAD
u HaupraTu cBe O0jeKTe Koju cy on 3Hauaja (camka 12, meso). IlomatHo, TpeGaio
6u ucrahu un guHujy npecaBujama, jep he ocobuHe ocHe cumerpuje OUTU BaKHE Y
00pa3I0KeHY IMOCTYIKA.

Cumka 12. Amanusza opuramu TpUCEKIHje

6) Tpoyraosu OO’'P’ u O'OP ¢y 0CHOCUMETPUYHA y OJHOCY HA JUHU]Y Tpeca-
Bujama (camra 12, cpemmna). Cxomuo tome, yraosu O'OP’ u OO'P cy jennaku, Tj.
<OO0'P = <O’ Ob.

Tpoyrao OO’P je jennakokpak u mpasa g nonosu yrao npu spxy OO’ P. Ilpema
MO3HATO] TEOPEMU O YTJIOBUMA HA TPAHCBEP3AJM NMAPAJEIHUX IPABUX, OMTAD yTao
koju ¢ 3arnanma ca OO’ jemmak je yrmy O’Oa. 3Barmyuyjemo ma je <O'Oa jemmak
nonosuru yraa OO'P, na je mpema paHuje IOKa3aHOM

<0'0Oa = %qO’Ob.

V3 mocnemme jeHAKOCTH IUPEKTHO caemy na noaynpasa OO’ onpebyje Tpehuny yraa
a0b. O

UnmeHnna ma ce JEHUPOM U IMIECTAPOM HE MO/KE M3BPIIATH TPUCEKIUja IPOU3-
BOJBHOT yTJIa MHCIMPHUIIE IOTPAry 3a OPUOJILKHAM pelemuMa OBOT 3aIaTKa. ,lIpo-
13BOJbHO HOOpe mpubiImKHe KOHCTPYKIUjE Ce MOT'Y MCKODUCTUTU KaO MOTUBAIVIOHU
IpUMEPU IT'PAHUYHAX IIPOIECA.
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Samarak 12. [IIIcqy]
a) OnummTe KOHCTPYKIMje NPUKA3AHe HA CIUOU 13 M OJpENUTe BENMYMHE OCEH-
UEHUX YTJIOBA.

Loaw (2-1)-60 (1-L4l)ar

2 4 8

Cumra 13. [Ipubnmkra Tpuceknuja yria

6) Hacrasmamem IpeTxomHOT MOCTYIKA, NOOUjajy ce yrioBu:

11,1 1 1N e (L L 1 11 1Y
2 478 16 32) 7 \27 178 16 32 6t) 0 M

[Ira npumehiyjere?

B) Moske s ce JIEHUPOM U IECTAPOM KOHCTDYUCATU Yrao YMja Ce BEIMUKMHA
paznukyje on yraa ox 20° 3a mame ox 0,01°7 Moske au ce pasiuka YYUMHUTHA jOLI
MamOM?

r) Axo je £ 6WI0 KOju MO3UTUBAH OPOj, MOKE JU CE JEHUPOM U IMECTAPOM KOH-
CTPYUMCATH yrao Ymja Ce BEJIMUMHA 38 Mame OJf € CTeNeH! pasnaukyje ox 20°7

Pememe m muckycuja. a) Ilpubamwkna tpucekmmja yraa soOt ce cacroju of
HI3a KOHCTDPYKIWja CUMeTpaJa yrioBa. VIHAYKTMBHO Ne(MHWIIEMO HU3 HOJIYIPABUX
(OSn)n>0 Ha crenelin HauwH:

e Osg je jeman kpak maror yria soOt, a Osy je cumerpaina yraa sqOt;

e 3a n > 2, monynpasa Os,, je cumerpana (omTpor) yraa S,_20s,_1.
[Tocxe cBake roucTpyucane moaynpase O, jeJHOCTABHO MOKEMO OJPEIATH BEIUINHY
yraa so0s,. Yrao sgOt ce IpBO menu HA OBA je[HAKA [eJa, 3aTUM Ce OJ HOJOBUHE
OIy3UMa UYETBPTHHA, Ia Ce AOMaje OCMUHA, Ia OLy3UMa IIecHaecTWHa WTA. AKO je
BeJMurHa TmosasHor yria soOt jennaka 60°, oHma ce CBAKOM HOBOM CUMETDAJIOM IO-
61{1jajylcnefehmlyrn0BH: $-60° =30°, (5 — §)-60° =15°, (3 — 1 + §)-60° = 22,5°,
(3-3+4%—5)-60°=1875°.

6) Hacrasmajyhu nperxonau nocrynag, name 106ujamo: (% — i + % — %6 + 3%)
60° = 20,625°, (3 —14+%—- L+ L — &) 60° = 19,6875° urn. Ilpmuehyjemo
a CBAKOM HOBOM CHMETPAJIOM H0OMjaMO yrao KOju ce cBe Mame pasnukyje ox 20°.
Yommre, y3uMajyhu y 063up GpopMyny 3a 30up KOHAUHO MHOT'O WIAHOBA [€OMETPH]CKOT
HU3a, T00UjaMo:

1
<500s,, = (5 —
1
2
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1
T2

. . . . o
Haxne, koncrpyrmujom cumerpane Os, nobujamo yrao soOs, koju je 3a 220 Behn

nmm Mamu on 20°.

B-1) Bpoj 22%0 ce MO/Ke YUYMHUTHU IPOU3BOJLHO MAJUM, 33 JOBOJLHO Benuko n. Ha
npumep, 3a n = 11 umamo
20° 20°
— = —— =0,009765625° < 0,01°.
211 2048 ’ ’
Yommite, 3a 0uno koje € > 0, mocToju mpupoman Opoj n TakaB ma je 2" > 25—0. Heka
je mg HajMamu mpupomaH Opoj 3a KOju BayKU MOCIENHa HEjeTHAKOCT, Tj. QQTOD < e.

. o .
Bennuuna yraa soOsy,, pasnuxyje ce ox 20° 3a 520 , Tj. 338 Mame On € cremeHu. [

3. 3akspyuak

Bemurku 6poj ¢ymmaMeHTANHMX HAyYHUX DE3YJTATa je HOTIYHO WM3BAH OKBHUPA
MIKOJICKE HACTaBe. DBenuku OPOj OIIMYHUX pacmpaBa O HACTABM, HAKAJIOCT, HUKA-
4 ce HE y3qUrHe IO MaCOBHE Deajn3alnje y MKOJICKOj IPAKCU. DBeuka ymambeHOCT
OJl AKTYEJHUX HAYUHUX UCTPAKUBAILA U HEIPUIATOHEHOCT CaBpEMEHOM 00y CMaTpa-
jy ce BequKUM TPOOJIEMUMA HACTABE YOIMTE. Y OBOM WIAHKY CY NPENJIOKEHU HEKU
OPWIJIO3U IIKOJICKO] HACTABY MATEMATHUKE KOjU Cy WHCIMPUCAHU HABEIEHUM NpOOIeMU-
Ma caBpeMeHe HacraBe maremaruke. (OcCuM TOra, MPEIIOKEHN 33TAIMU OCTBAPY]Y U
MHOTEe Apyre OIIITe 3aXTeBe caBpeMeHOr obpa3oBama: oMoryhapajy akTUBHO yderme
7 (YHKIIMOHANHY IPUMEHY 3Hamba, Pa3BOj KPUTUUKOT MUINbEHA, HoBehame nuEdopMa-
TUYKE X MHGOPMAIMOHE NACMEHOCTH.
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