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METOD PRVIH INTEGRALA ZA REXAVAǋE
PARCIJALNIH JEDNAQINA

Opisa²emo metod rexavaǌa kvazilinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednaqina pomo²u prvih integrala. Dajemo dokaz koji se oslaǌa na Teoremu o
rangu, kao i nekoliko primera.

1. Karakteristike pridru�ene kvazilinearnoj
parcijalnoj jednaqini

Posmatrajmo nehomogenu kvazilinearnu jednaqinu:

(1) a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u),

gde su a, b i c neprekidne funkcije triju promenǉivih, a u = u(x, y) nepoznata
funkcija.

Oznaqimo sa
S := {(x, y, u(x, y)} ⊂ R3

grafik rexeǌa u. Ciǉ nam je, naravno, da odredimo funkciju u, ali svaka
informacija o ǌenom grafiku S je korisna.

Normala na povrx S u taqki (x, y, u(x, y)) data je sa

n = (ux(x, y), uy(x, y),−1).

Ali, kako je u rexeǌe jednaqine (1), to je

〈(a(x, y, u), b(x, y, u), c(x, y, u)), n〉 = 0 pa je (a(x, y, u), b(x, y, u), c(x, y, u)) ⊥ n.

Zato je prirodno da oqekujemo da kriva

γ(t) = (x(t), y(t), u(t)) ∈ R3

koja zadovoǉava jednaqine

(2)

x′(t) = a(x, y, u)

y′(t) = b(x, y, u)

u′(t) = c(x, y, u)
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le¼i na povrxi S. Primetimo pre svega da je (2) sistem obiqnih diferencijal-
nih jednaqina.

Definicija 1. Jednaqine (2) se zovu karakterististiqne jednaqine ili
sistem karakteristika za linearnu parcijalnu jednaqinu (1). Vektorsko poǉe
F (x, y, u(x, y)) := (a(x, y, u), b(x, y, u), c(x, y, u)) se zove poǉe karakteristika.
Sama kriva, tj. rexeǌe sistema (2) se zove karakteristika.

Doka¼imo da je S zaista sastavǉena od karakteristika.

Teorema 1. Neka je γ(t) karakteristika kroz taqku A (tj. rexeǌe
sistema (2) sa poqetnim uslovom γ(0) = A) i neka je taqka A na povrxi S.
Tada je cela karakteristika γ na S. Odavde sledi da je povrx S unija
karakteristika.

Dokaz. Neka je γ(t) = (x(t), y(t), z(t)). Definiximo krivu

α(t) := (x(t), y(t), u(x(t), y(t))).

Kriva α pripada povrxi S zbog svoje definicije. Ona je grafik funkcije u
restrikovane na krivu π ◦ γ, gde je π projekcija na ravan Oxy. Kako projekcija
taqke A na ravan Oxy ima koordinate (x(0), y(0)) i kako A ∈ S, to je α(0) = A.
Me±utim,

d

dt
α(t) = (x′(t), y′(t), uxx′(t) + uyy′(t))

= (a(x, y, u), b(x, y, u), uxa(x, y, u) + uyb(x, y, u))

= (a(x, y, u), b(x, y, u), c(x, y, u)),

i
α(0) = A = γ(0),

odnosno preslikavaǌa γ i α zadovoǉavaju isti Koxijev problem, pa, po Pika-
rovoj teoremi o egzistenciji i jedinstvenosti rexeǌa, ona moraju biti jednaka.
Kako α le¼i na S, to i γ le¼i na S.

Napomena 1. Gorǌa diskusija i definicija va¼e i za opxtiju jednaqinu
po funkciji u od n promenǉivih:

n∑

j=1

aj(x1, . . . , xn, u)uxj = c(x1, . . . , xn, u).

Sistem karakteristika je ovde

x′j(t) = aj(x1, . . . , xn, u), u′(t) = c(x1, . . . , xn, u).

za linearnu parcijalnu jednaqinu (1).
Videli smo da se tra¼ena hiperpovrx koja je grafik funkcije u(x1, . . . , xn)

u Rn+1 mo¼e dobiti kao unija karakteristika. Bez ikakvog poqetnog uslova
mi ovu uniju mo¼emo dobiti na mnogo naqina. Jedan od naqina za odre±ivaǌe
konkretne unije (konkretnog grafika, tj. konkretne funkcije u) je metod prvih
integrala.
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2. Homogena linearna jednaqina

Ako funkcije a, b i c u (1) zavise samo od (x, y):

a = a(x, y), b = b(x, y) c = c(x, y),

tada se jednaqina (1) zove linearna parcijalna jednaqina prvog reda. Ako je
c(x, y) = 0, tada se ona zove homogena.

Primer 1. Posmatrajmo jednaqinu transporta:

uτ + aux = 0,

u = u(τ, x). Ovde je a(τ, x) = 1, b(τ, x) = a, c(τ, x) = 0. Ako ǌoj pridru¼imo
odgovaraju²i sistem karakteristika, dobijamo:

τ ′(t) = 1

x′(t) = a

u′(t) = 0

odnosno

τ(t) = t + t0

x(t) = at + x0

u(t) = u0.

Kako karakteristika γ(t) = (τ(t), x(t), u(t)) le¼i na grafiku S funkcije u(τ, x),
to u ovom primeru imamo da prava

τ(t) = t + t0

x(t) = at + x0

u(t) = u0.

pripada S. To znaqi da je u konstantno, kadgod je τ(t) = t + t0 i x(t) = at + x0,
odnosno kadgod je x− aτ konstantno. Zato tra¼imo rexeǌe u obliku:

u(τ, x) = g(x− aτ),

za proizvoǉnu diferencijabilnu funkciju g. Proverom dobijamo da je ovakvo u
zaista rexeǌe jednaqine uτ + aux = 0:

uτ + aux = g′(x− aτ)(−a) + ag′(x− aτ) · 1 = 0. 4

Primer 2. Sistem karakteristika pridru¼en parcijalnoj jednaqini

yux − xuy = 0

jeste
x′ = y

y′ = −x

u′ = 0

odnosno

x(t) = x0 cos t + y0 sin t

y(t) = y0 cos t− x0 sin t

u(t) = u0.

Vidimo da su karakteristike krugovi x2 + y2 = const u ravni u = u0, odnosno
da je S rotaciona povrx, tj. da je u zavisi samo od x2 + y2, u = g(x2 + y2), za
proizvoǉnu diferencijabilnu funkciju g. Mo¼emo i proveriti da je ovo taqno:

yux − xuy = yg′(x2 + y2) · 2x− xg′(x2 + y2) · 2y = 0. 4
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Xta smo u radili u prethodna dva primera, koja su oba bili primeri ho-
mogenih linearnih jednaqina

a(x, y)ux + b(x, y)uy = 0 ?

Pronaxli smo jednaqinu karakteristike, i na neki naqin izrazili x i y, tako
da dobijemo funkciju koja je konstantna du¼ karakteristike (u primeru 1 to je
bio izraz x − aτ , a u primeru 2 izraz x2 + y2). Zatim smo tra¼ili rexeǌe u
obliku funkcije tog izraza (u primeru 1 g(x − aτ), a u primeru 2 g(x2 + y2)).
Formalizujmo sada ovaj postupak.

Posmatrajmo homogenu linearnu jednaqinu

(3)
n∑

j=1

aj(x1, . . . , xn)uxj
= 0

i ǌoj pridu¼ene karakteristike

(4)

x′1(t) = a1(x1, . . . , xn)
...

x′n(t) = an(x1, . . . , xn)

u′(t) = 0.

U sluqaju homogenog sistema, gde se u ne meǌa du¼ karakteristike, umesto gorǌe
krive posmatra²emo projektovanu karakteristiku (tj. ǌenu projekciju na ra-
van u = 0), koja predstavǉa rexeǌe sistema

(5)

x′1(t) = a1(x1, . . . , xn)
...

x′n(t) = an(x1, . . . , xn).

Definicija 2. Funkcija f : Rn → R se zove prvi integral sistema (5)
ako je f konstantna du¼ svakog rexeǌa tog sistema.

Primer 3. Ka¼emo da je vektorsko poǉe F konzervativno ili potenci-
jalno ako postoji funkcija U takva da je

F (x) = −∇U(x).

Funkcija U se zove potencijal vektorskog poǉa F .
Ako je vektorsko poǉe koje zadaje jednaqinu kretaǌa

(6) r′′ =
1
m

F

konzervativno, tada va¼i Zakon odr¼aǌa energije koji ka¼e da se totalna ener-
gija sistema

E(r) = K(r) + U(r)
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ne meǌa du¼ trajektorija r(t). U gorǌoj formuli je

K(r(t)) = m
‖r′(t)‖2

2

kinetiqka energija, a U je potencijalna energija, potencijal sile F , koja zavisi
samo od polo¼aja r, a ne i od brzine r′. Da bismo dokazali Zakon oquvaǌa
energije, dovoǉno je da proverimo da je

d

dt
E(r(t)) = 0,

gde je r(t) rexeǌe jednaqine (6). Kako je

d

dt
K(r(t)) =

m

2
d

dt
〈r′(t), r′(t)〉 = m〈r′(t), r′′(t)〉

i
d

dt
U(r(t)) = 〈∇U(r(t)), r′(t)〉 = −〈F (r(t)), r′(t)〉 = −m〈r′′(t), r′(t)〉,

to je
d

dt
E(r(t)) =

d

dt
K(r(t)) +

d

dt
U(r(t)) = 0.

Sistem (6) jednaqina drugog reda u Rn ekvivalentan je sistemu:

r′ = v

v′ =
1
m

F ,

jednaqina prvog reda u R2n. Iz Zakona o odr¼aǌu energije zakǉuqujemo da je
ukupna energija prvi integral sistema ako je sistem konzervativan. 4

Zadatak 1. Dokazati da je Hamiltonova funkcija H prvi integral Hamil-
tonovog sistema: 




ẋj =
∂H

∂yj

ẏj = − ∂H

∂xj

u R2n.

U dokazu teoreme 3 (koja nam daje rexeǌe homogene linearne jednaqine) ko-
risti²emo Teoremu o rangu koju navodimo bez dokaza.

Teorema 2. (Teorema o rangu) Neka je U otvorena okolina taqke
x0 ∈ Rn i F : U → Rm glatko preslikavaǌe takvo da je rang linearnog
preslikavaǌa dF (x) konstantan na U :

rang(dF (x)) = r, ∀x ∈ U .
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Tada postoje otvorene okoline U0 3 x0 i V0 3 y0 taqaka x0 i y0 = F (x0) i
difeomorfizmi:

ψ : U0 → Bn :=
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn |
n∑

j=1

x2
i < 1

}
,

ϕ : V0 → Bm :=
{

(y1, . . . , ym) ∈ Rm |
m∑

j=1

y2
i < 1

}

takvi da va�i

ϕ ◦ F ◦ ψ−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Dokaz Teoreme o rangu se mo¼e na²i u [2].

Definicija 3. Ka¼emo da su funkcije f1, . . . , fk linearno nezavisne u
taqki x0 ako su vektori ∇f1(x0), . . . ,∇fk(x0) linearno nezavisni.

Teorema 3. Za svakih n − 1 prvih integrala f1, . . . , fn−1 sistema (5),
i za proizvoǉnu diferencijabilnu funkciju g : Rn−1 → R, funkcija

u(x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn−1(x1, . . . , xn))

je rexeǌe jednaqine (3). Ako su f1, . . . , fn−1 linearno nezavisni prvi inte-
grali (na nekom skupu U) tada su sva rexeǌa jednaqine (3) lokalno ovog
oblika (za svako x ∈ U postoji okolina Ux na kojoj je rexeǌe ovog oblika).

Dokaz. Prvo ²emo dokazati da, za proizvoǉnu glatku funkciju g, i prve
integrale fj , g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn−1(x1, . . . , xn)) jeste rexeǌe jednaqine (3).
Pre svega, imamo:

∂

∂xj
g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn−1(x1, . . . , xn)) =

n−1∑

k=1

∂g

∂yk

∂fk

∂xj
.

Kako je fj konstantno du¼ karakteristike, imamo da je

0 =
d

dt
fj(x1(t), . . . , xn(t)) =

n∑

k=1

∂fj

∂xk
x′k =

n∑

k=1

∂fj

∂xk
ak(x1, . . . , xn),

kada je (x1(t), . . . , xn(t)) karakteristika. Zato je

n∑

k=1

ak
∂

∂xk
g(f1, . . . , fn−1) =

∑

k,j

ak
∂g

∂yj

∂fj

∂xj
=

n−1∑

j=1

[
∂g

∂yj

n∑

k=1

ak
∂fj

∂xk

]

=
n−1∑

j=1

∂g

∂yj
· 0 = 0,

pa g(f1, . . . , fn−1) jeste rexeǌe.
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Za dokaz drugog dela, pretpostavimo da je u(x1, . . . , xn) jedno rexeǌe jed-
naqine (3).

Za c = (c1, . . . , cn−1) ∈ Rn−1 oznaqimo

Γc := {f1 = c1, . . . , fn−1 = cn−1}.
Iz linearne nezavisnosti prvih integrala i Teoreme o implicitnoj funkciji
sledi da je skup Γc glatka kriva (ili prazan skup). Kako je karakteristika (4)
sadr¼ana u skupu Γc za neko c, sledi da je Γc (lokalno) karakteristika kroz
taqku c. Poxto je u konstantno du¼ karakteristike, sledi da je u konstantno
du¼ Γc za svako c za koje je Γc 6= ∅.

Kako su ∇f1, . . . ,∇fn−1 linearno nezavisni, preslikavaǌe

F = (f1, . . . , fn−1) : Rn → Rn−1

ispuǌava uslove Teoreme o rangu, za r = n− 1. Imamo da je

ϕ ◦ F ◦ ψ−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1),

tj.

(7) ϕ ◦ F ◦ ψ−1 = π,

gde je
π : Rn → Rn−1, π : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1)

projekcija.
Za fiksirano (a1, . . . , an−1) ∈ Bn−1 (Bn−1 je kodomen preslikavaǌa ϕ iz

Teoreme o rangu), vrednost izraza F (ψ−1(a1, . . . , an−1, xn)) je konstantna, poxto
ne zavisi od xn. To znaqi da je F konstantno du¼ krive

β : t 7→ ψ−1(a1, . . . , an−1, t),

odnosno da je kriva β skup oblika Γc za neko c.1 Kako je i u konstanstno du¼ Γc,
zakǉuqujemo da je

u(ψ−1(a1, . . . , an−1, xn)) = const,

pa je
u(ψ−1(x1, . . . , xn)) = f(x1, . . . , xn−1),

tj.

(8) u ◦ ψ−1 = f ◦ π.

Kako su u i ψ−1 glatki, to je i f glatko.
Iz (8) i (7) imamo

u ◦ ψ−1 = f ◦ π = f ◦ ϕ ◦ F ◦ ψ−1,

pa je u = f ◦ ϕ ◦ F . Izaberimo da je g = f ◦ ϕ.

1Preciznije, c = ϕ−1(a1, . . . , an−1).
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3. Nehomogena kvazilinearna jednaqina

Opxti sluqaj kvazilinearne jednaqine se lako svodi na homogeni linearni.
Posmatrajmo jednaqinu

(9)
n∑

j=1

aj(x1, . . . , xn, u)uxj
= c(x1, . . . , xn, u)

i ǌoj pridru¼enu karakteristiku

(10) x′j(t) = aj(x1, . . . , xn, u), u′(t) = c(x1, . . . , xn, u).

Teorema 4. Neka su f1, . . . , fn prvi integrali sistema (10) i neka je
g : Rn → R proizvoǉna diferencijabilna funkcija takva da je

(11)
∂

∂u
g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)) 6= 0

na skupu

P := {(x1, . . . , xn, u) | g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)) = 0,

(x1, . . . , xn) ∈ U} ⊂ Rn+1,

za neki otvoren skup U ⊂ Rn. Tada je sa

(12) g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)) = 0

definisano implicitno rexeǌe jednaqine (9) na U .

Primetimo da je uslov (11) prirodan jer nam daje mogu²nost da iz jed-
naqine (12) izrazimo u kao funkciju po (x1, . . . , xn) (barem lokalno).

Dokaz. Neka je U otvoren skup koji sadr¼i P na kom je tako±e ispuǌen
uslov (11). Odatle dobijamo

(13) 0 6=
n∑

j=1

∂g

∂yj

∂fj

∂u

u svakoj taqki iz skupa U . Za svako (x1, . . . , xn) ∈ π(U), gde je π : (x1, . . . , xn, u)
7→ (x1, . . . , xn) projekcija, imamo da va¼i (12), pa je
(14)

0 =
∂

∂xi
g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)) =

n∑

j=1

∂g

∂yj

(
∂fj

∂xi
+

∂fj

∂u
u′xi

)
.

Kako je fj prvi integral, sliqno kao u dokazu teoreme 3 imamo da va¼i

n∑

i=1

∂fj

∂xi
ai(x1, . . . , xn, u) +

∂fj

∂u
c(x1, . . . , xn, u) = 0,
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odnosno

(15)
n∑

i=1

∂fj

∂xi
ai(x1, . . . , xn, u) = −∂fj

∂u
c(x1, . . . , xn, u).

Ako jednaqinu (14) pomno¼imo sa ai(x1, . . . , xn, u) i prosumiramo po i, dobijamo:

0 =
∑

i,j

∂g

∂yj
ai

(
∂fj

∂xi
+

∂fj

∂u
u′xi

)
=

∑

j

∂g

∂yj

(∑

i

ai
∂fj

∂xi
+

∂fj

∂u

∑

i

aiu
′
xi

)
.

Uvrxtavaǌem (15) u prethodnu jednaqinu dobijamo

0 =
∑

j

∂g

∂yj

(
−∂fj

∂u
c(x1, . . . , xn, u) +

∂fj

∂u

∑

i

ai(x1, . . . , xn, u)u′xi

)

=
∑

j

∂g

∂yj

∂fj

∂u

(
−c(x1, . . . , xn, u) +

∑

i

ai(x1, . . . , xn, u)u′xi

)
.

Iz uslova (13) zakǉuqujemo da mora biti

−c(x1, . . . , xn, u) +
∑

i

ai(x1, . . . , xn, u)u′xi
= 0,

odnosno da u jeste rexeǌe.

Teorema 5. Ako postoji n funkcionalno nezavisnih prvih integrala
f1, . . . , fn sistema (10), i ako je jednaqinom

f(x1, . . . , xn, u) = 0

zadato implicitno rexeǌe jednaqine (9), tada postoji lokalno definisa-
na2 glatka funkcija g takva da je

f(x1, . . . , xn, u) = g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)).

Dokaz. Po±imo od implicitne veze izme±u u i x1, . . . , xn:

f(x1, . . . , xn, u) = 0

i diferencirajmo ovu jednaqinu po xj . Dobijamo:

∂f

∂xj
+

∂f

∂u
uxj = 0 tj.

∂f

∂xj
= −∂f

∂u
uxj .

Odavde je
n∑

j=1

aj
∂f

∂xj
=

∂f

∂u

n∑

j=1

−uxj aj = −c
∂f

∂u

2definisana u okolini taqke y0 := (f1(x0, u0), . . . , fn(x0, u0))
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ako je u rexeǌe jednaqine (9). Odavde vidimo da je f = f(x1, . . . , xn, u) rexeǌe
linearne homogene jednaqine

n∑

j=1

∂f

∂xj
+ c

∂f

∂u
= 0,

a iz teoreme 3 znamo da su ta rexeǌa lokalno oblika

f(x1, . . . , xn, u) = g(f1(x1, . . . , xn, u), . . . , fn(x1, . . . , xn, u)).

Primer 4. Jednaqina karakteristike pridru¼ene jednaqini uτ + aux = u2

je
τ ′(t) = 1

x′(t) = a

u′(t) = u2

odnosno

τ(t) = τ0 + t

x(t) = at + x0

u(t) =
u0

1− tu0
.

Odavde nalazimo dva linearno nezavisna prva integrala:

f1(τ, x, u) = aτ − x, f2(τ, x, u) =
1
u

+ τ,

pa je rexeǌe dato implicitno sa

g
(
aτ − x,

1
u

+ τ
)

= 0

za neku glatku funkciju g. 4
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