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KRITERIJUMI DEǈIVOSTI

Kriterijumi deǉivosti predstavǉaju pravila kojima se utvr±uje da li je
prirodan broj n deǉiv prirodnim brojem m. Ve²ina uqenika mo¼e samostalno
do²i do zakǉuqka da je broj deǉiv sa 2 ako je cifra jedinica parna, a sa 5
ako je cifra jedinica 0 ili 5. U xestom razredu osnovne xkole formulixu
se i kriterijumi deǉivosti sa 3 i 9, kao i sa 4 i 8. Kasnije se prezentuje i
uslov deǉivosti sa 11. Na osnovu toga se zakǉuquje i o uslovima pod kojima je
proizvoǉan prirodan broj deǉiv i nekim slo¼enim brojem. Ovde ²emo, polaze²i
od jednog opxtijeg stava, dokazati ispravnost pomenutih kriterijuma i izvesti
neke re±e korix²ene.

Paskalov kriterijum deǉivosti. Neka je n = akak−1 . . . a1a0 dekad-
ni zapis prirodnog broja n, ri ostatak pri deǉeǌu 10i prirodnim brojem m,
i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Tada je n deǉiv sa m ako i samo ako je sa m deǉiv broj
pm(n) = akrk + ak−1rk−1 + · · ·+ a1r1 + a0.

Iz qiǌenice da je 10i ≡ ri (mod m) za svako i iz datog skupa indeksa,
dobijamo niz kongruencija 10i · ai ≡ airi (mod m). Sabiraǌem ovih kongruencija
imamo da je n ≡ pm(n) (mod m), qime je Paskalov kriterijum dokazan.

Poka¼imo prvo da su standardni kriterijumi koje smo nauqili u osnovnoj
xkoli posledice dokazanog kriterijuma. Neka je m jednako 2 ili 5. Tada je 10i

jednak 0 za svaki prirodni izlo¼ilac i, te je p2(n) = p5(n) = a0, tj. prirodan
broj je deǉiv sa 2 (odnosno 5) ako i samo ako je sa 2 (odnosno 5) deǉiva ǌegova
cifra jedinica. U sluqaju da je m jednako 3 ili 9, ostaci deǉeǌa dekadnih

jedinica ovim brojevima su jednaki 1, pa je n ≡
k∑

i=0

ai (mod m). Iz ovoga slede

poznati kriterijumi za deǉivost prirodnog broja sa 3 (odnosno 9): broj je deǉiv
sa 3 (odnosno 9) ako i samo ako mu je zbir cifara deǉiv sa 3 (odnosno 9). Za

broj 11 odgovaraju²i ostaci su ri =
{

1, i = 2`,

−1, i = 2`− 1
, ` ∈ N, pa je p11(n) =

a0−a1 +a2−a3 + · · ·+(−1)kak. Zakǉuqujemo da je broj deǉiv sa 11 ako i samo
ako je razlika zbira cifara na parnim i zbira cifara na neparnim mestima
deǉiva sa 11. Na osnovu napisanog qitaocu se prepuxta da na sliqan naqin
utvrdi uslove deǉivosti prirodnog broja sa 4 i 8.
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Napomiǌemo da je kod odre±ivaǌa ostataka pri deǉeǌu dekadnih jedinica
nekim brojem qesto pogodno koristiti negativne ostatke koji su po apsolutnoj
vrednosti maǌi od odgovaraju²ih pozitivnih ostataka. Na primer, mo¼e se
koristiti da je 4 ≡ −3 (mod 7). Ovo ²emo iskoristiti za nala¼eǌe kriterijuma
za deǉvost brojem 7. U tabeli 1 dati su ostaci pri deǉeǌu dekadnih jedinica
10i sa 7, i ∈ {0, 1, . . . , 11}.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ri 1 3 2 −1 −3 −2 1 3 2 −1 −3 −2

Tabela 1. Ostaci pri deǉeǌu dekadnih jedinica sa 7

Na osnovu tabele i Paskalovog kriterijuma dobijamo da je

n ≡ a0 + 3a1 + 2a2 − a3 − 3a4 − 2a5 + a6 + · · · (mod 7)

(broj sabiraka na desnoj strani jednak je broju cifara broja n.
Na primer, za broj 54 838 dobijamo da je p7(54 838) = 8 + 3 · 3 + 2 · 8 −

1 · 4 − 3 · 5 = 14 deǉivo sa 7, pa je sa 7 deǉiv i taj broj. Za broj 8 517 broj
p7(8517) = 7+3 · 1+2 · 5− 1 · 8 = 12 nije deǉiv sa 7, pa ni 8 517 nije deǉiv sa 7.

U nizu ostataka pri deǉeǌu dekadnih jedinica sa 7 uoqavamo periodiqnost,
tako da cifre broja qiju deǉivost ispitujemo mo¼emo grupisati u blokove po
tri cifre, poqev od cifre jedinica. Za brojeve kojima broj cifara nije deǉiv
sa 3 dopisujemo ispred broja jednu ili dve nule, tako da u svakom bloku budu
po tri cifre. Na primer, broj 15 783 posmatramo kao 015 783, a kao blokove
izdvajamo 783 i 015 (783 i 15). Tada prvu trojku sabiraka u broju p7(n) mo¼emo
napisati u obliku a0 + 10a1 + 100a2 − 7a1 − 98a2 = a2a1a0 − 7b, b ∈ N. Na isti
naqin mo¼emo napisati i naredne trojke sabiraka, pa zakǉuqujemo da va¼i

p7(n) = a2a1a0 − a5a4a3 + a8a7a6 − · · · − 7c, c ∈ N.

Odavde sledi da je p7(n), a samim tim i n, deǉivo sa 7 ako i samo ako je broj
a2a1a0−a5a4a3 +a8a7a6−· · · deǉiv sa 7. Reqima: broj je deǉiv sa 7 ako i samo
ako je alterniraju�a suma trocifrenih blokova tog broja, poqev od cifre
jedinica, deǉiva sa 7.

Na primer, za broj 36 573 852 po ovom kriterijumu dobijamo 852−573+36 =
315. Sada direktnim izraqunavaǌem 315 : 7 = 45 utvr±ujemo da je 315 deǉivo
sa 7, pa je i dati broj deǉiv sa 7. Drugaqije, mogli smo za 315 izraqunati
p7(315) = 5 + 3 · 1 + 2 · 3 = 14, xto je tako±e deǉivo sa 7.

Sliqni kriterijumi se mogu izvesti i za deǉivost prirodnog broja sa 11
ili 13. U dokazima se na analogan naqin koriste Paskalov kriterijum i tabele
2, odnosno 3. Postupak i zakǉuqke prepuxtamo qitaocu.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ri 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

Tabela 2. Ostaci pri deǉeǌu dekadnih jedinica sa 11
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i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ri 1 −3 9 −1 3 −9 1 −3 9 −1 3 −9

Tabela 3. Ostaci pri deǉeǌu dekadnih jedinica sa 13

Za deǉivost sa 11 mo¼emo dobiti jox jedan kriterijum. Naime,

p11(n) = a0 +10a1−11a1 +a2 +10a3−11a3 + · · · = a1a0 +a3a2 +a5a4 + · · ·− 11b,

b ∈ N, pa zakǉuqujemo da je p11(n), a s ǌim i n, deǉiv sa 11 ako i samo ako je sa
11 deǉiv broj a1a0 + a3a2 + a5a4 + · · · . Odnosno, prirodan broj je deǉiv sa 11
ako i samo ako je sa 11 deǉiv zbir dvocifrenih blokova tog broja, poqev od
cifre jedinica. Na primer, za broj 15 114 imamo da je 14 + 51 + 1 = 66 deǉivo
sa 11, pa je i broj 15 114 deǉiv sa 11.

U praksi se za izvo±eǌe kriterijuma deǉivosti qesto koristi algebarska
kombinacija posledǌe cifre i broja koji iz datog broja nastaje odstraǌivaǌem
te cifre jedinica. Kod vixecifrenih brojeva taj se postupak ponavǉa vixe puta
dok se ne do±e do broja koji je lak za ispitivaǌe deǉivosti. Zbog toga ovakve
kriterijume deǉivosti nazivamo rekurzivnim.

Za broj 7 rekurzivni kriterijum glasi: broj je deǉiv sa 7 ako i samo
ako je razlika tog broja bez posledǌe cifre i dvostruke vrednosti te cifre
deǉiva sa 7. Odnosno, 10a + b ≡ 0 (mod 7) ako i samo ako je a− 2b ≡ 0 (mod 7).

Primenimo ovaj kriterijum na ve² proverenom primeru broja 315. Ima²emo
da je 31 − 2 · 5 = 21 deǉivo sa 7, pa je i 315 deǉivo sa 7. Za broj 36 617 imamo
3661− 14 = 3647, a zatim je 364− 14 = 350 deǉivo sa 7, pa to va¼i i za polazni
broj. Za broj 678 imamo 67− 16 = 51, pa broj nije deǉiv sa 7.

Doka¼imo i ovaj kriterijum. Neka je n = 10a + b. Tada iz a− 2b ≡ 0

(mod 7), odnosno
n− b

10
− 2b ≡ 0 (mod 7), dobijamo

n− 21b

10
≡ 0 (mod 7). Kako

10 nije deǉivo sa 7 a 21 jeste, zakǉuqujemo da je n deǉivo sa 7. Va¼i i obrat
jer je kongruencija relacija ekvivalencije.

U klasi rekurzivnih kriterijuma je i slede²i za broj 17. Prirodan broj
je deǉiv sa 17 ako i samo ako je razlika tog broja bez posledǌe cifre i
petostruke vrednosti te cifre deǉiva sa 17. Proverimo ovo pravilo na
primeru broja 12 529. Ima²emo 1252− 45 = 1207, zatim 120− 35 = 85 i, najzad,
8− 25 = −17. Dakle, broj 12 529 je deǉiv sa 17. Zaista, 12 529 : 17 = 737.

Kriterijum tvrdi da je n = 10a+b deǉiv sa 17 ako i samo ako va¼i a− 5b ≡ 0
(mod 17). Zaista, na osnovu niza ekvivalentnih kongruencija poqev od a− 5b ≡ 0

(mod 17), preko
n− b

10
− 5b ≡ 0 (mod 17), dolazimo do

n− 51b

10
≡ 0 (mod 17),

odakle se zakǉuquje da je i n deǉivo sa 17.

Bez dokaza i provere navodimo jox nekoliko kriterijuma ovog tipa.

Prirodan broj je deǉiv sa 19 ako i samo ako je zbir tog broja bez posledǌe
cifre i dvostruke cifre jedinica deǉiv sa 19.
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Prirodan broj je deǉiv sa 23 ako i samo ako je zbir tog broja bez posledǌe
cifre i sedmostruke cifre jedinica deǉiv sa 23.

Prirodan broj je deǉiv sa 29 ako i samo ako je zbir tog broja bez posledǌe
cifre i trostruke cifre jedinica deǉiv sa 29.

Zadaci

1. Odrediti sve proste trocifrene brojeve sa razliqitim ciframa kod kojih
je cifra jedinica jednaka zbiru ostale dve cifre.

Rexeǌe. Cifra jedinica ne sme biti parna jer inaqe taj broj ne bi bio
prost. Isto va¼i i za cifru 5, jer jer bi inaqe broj bio deǉiv sa 5. Ako bi
posledǌa cifra bila 3 ili 9, zbir cifara tog broja bi tako±e bio deǉiv sa 3
ili 9, pa on opet ne bi bio prost. Broj 1 iskǉuqujemo kao cifru jedinica jer
ne mo¼e biti jednak zbiru druge dve cifre. Zakǉuqujemo da je cifra jedinica
tra¼enog broja jednaka 7. Uslov zbira cifara zadovoǉavaju brojevi 167, 617,
257, 527, 347 i 437, od kojih su prosti: 167, 617, 257 i 347.

2. Prirodan broj n je 3 puta ve²i od zbira svojih cifara. Dokazati da je n
deǉiv sa 27.

Rexeǌe. Prvo zakǉuqujemo da je n deǉiv sa 3. Tada je i ǌegov zbir cifara
deǉiv sa 3. Kako je n tri puta ve²i od tog zbira, sledi da je onda n deǉivo sa 9.
No, tada je i zbir cifara broja n deǉiv sa 9, te je sam broj n deǉiv sa 27.

3. Zapis prirodnog broja sadr¼i jednu jedinicu, dve dvojke, tri trojke, itd,
devet devetki. Mo¼e li taj broj biti potpun kvadrat?

Rexeǌe. Zbir cifara ovog broja je 285, pa je on deǉiv sa 3, ali nije sa 9.
Broj sa ovakvim zapisom ne mo¼e biti potpun kvadrat.

4. Odrediti qetvorocifren broj xxyy tako da bude kvadrat prirodnog broja.

Rexeǌe. Broj xxyy je deǉiv sa 11, pa sa 11 mora biti deǉiv i broj qiji je on
kvadrat. Pritom, taj broj mora biti dvocifren. Direktnom proverom dobijamo
da ovaj uslov zadovoǉava samo broj 88. Tra¼eni broj je 7744.

5. Odrediti trocifrene brojeve koji su 12 puta ve²i od zbira svojih cifara.

Rexeǌe. Kao u zadatku 2. zakǉuqujemo da takav broj mora biti deǉiv sa
27. Po uslovu zadatka on mora biti deǉiv i sa 4, pa je deǉiv sa 108. Proverom
se dobija da od svih brojeva 108, 216, 324, . . . , 972 samo 108 zadovoǉava uslove
zadatka.

6. Dokazati da je broj 192021 . . . 7980 deǉiv sa 1980.

Rexeǌe. Dati broj se zavrxava sa 80, pa je deǉiv sa 20. Ostaje da se doka¼e
da je deǉiv sa 9 i sa 11. Za deǉivost sa 11 iskoristimo kriterijum po kojem
suma blokova od po dva uzastopna broja treba da bude deǉiva sa 11. U ovom
sluqaju ti blokovi qine aritmetiqki niz sa prvim qlanom 19 i posledǌim 80, u
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kojem, dakle, ima 62 qlana. Taj zbir je jednak
62
2

(19 + 80) = 31 · 99, pa je deǉiv
sa 11. Ujedno, iz ovog rezultata dobijamo i da je broj deǉiv sa 9. Dakle, dati
broj jeste deǉiv sa 9 · 11 · 20 = 1980.

7. Odrediti najmaǌi prirodan broj u kome se svaka dekadna cifra pojavǉuje
taqno jednom i koji je deǉiv sa 990.

Rexeǌe. Broj 990 je proizvod brojeva 2, 5, 9 i 11. Svaki desetocifreni broj
sastavǉen od raziqitih cifara uzetih taqno po jedanput, deǉiv je sa 9 jer je zbir
tih cifara jednak 45. Po kriterijumu deǉivosti sa 10, ¼eǉeni broj mora da se
zavrxava sa 0. Ostaje da se iskoristi deǉivost sa 11. Dakle, razlika izme±u
zbira cifara tra¼enog broja na neparnim mestima i zbira ǌegovih cifara na
parnim mestima mora biti neparan broj iz intervala od −15 do 25, deǉiv sa
11. To mogu biti samo −11 i 11. Neka je S zbir cifara na neparnim mestima,
gledano s leva na desno. Tada S mo¼e biti 17 ili 28. Lako je videti da postoje
samo dve mogu²nosti za S = 17, pri qemu je maǌi od ǌih jednak 1526384970.

Za S = 28 ispisa²emo po redu minimalne mogu²e cifre s leva na desno,
koliko god je to mogu²e, pod uslovom da zbir cifara na neparnim mestima na
kraju bude 28 (samim tim ²e zbir cifara na parnim mestima biti jednak 17).
Ako su prve qetiri cifre 1234, onda zbir preostale tri cifre na petom, sedmom
i devetom mestu treba da bude 24, xto je mogu²e samo ako su one jednake 7, 8 i
9, od kojih se dobija broj 1234758690 koji zadovoǉava uslove zadatka. To je i
tra¼eno rexeǌe, jer je maǌe od napred konstruisanog broja 1526384970.

8. Prirodni brojevi od 1 do 100 napisani su redom u nizu, bez razmaka. Zatim
je izme±u nekih brojeva stavǉen znak plus (na primer, 1234567+891011 . . . 15
+ 1617 . . . 99100). Mo¼e li rezultuju²i zbir biti deǉiv sa 111?

Rexeǌe. Ostatak datog broja pri deǉeǌu sa 3 jednak je ostatku zbira ǌe-
govih cifara pri deǉeǌu sa 3. To znaqi da je zbir ostataka pri deǉeǌu sa 3
svih brojeva odvojenih znacima plus jednak ostatku pri deǉeǌu sa 3 zbira svih
cifara brojeva od 1 do 100. Ovaj zbir cifara daje, kada se podeli sa 3, isti
ostatak kao zbir 1 + 2 + · · ·+ 100 = 5050. Kako 5050 nije deǉiv sa 3, ni zbir iz
uslova zadatka nije deǉiv sa 3, pa nije deǉiv ni sa 111 = 3 · 37.

9. Dat je skup svih stocifrenih brojeva napisanih samo pomo²u cifara 1 i 2.
Koliko me±u ǌima ima brojeva deǉivih sa 3?

Rexeǌe. Oznaqimo sa An skup n-tocifrenih brojeva u qijem zapisu se po-
javǉuju samo cifre 1 i 2, a sa Bn podskup skupa An qiji qlanovi su brojevi
deǉivi sa 3. Broj elemenata skupa An je 2n; oznaqimo sa xn broj elemenata sku-
pa Bn (treba da oderdimo vrednost x100). Primetimo da se svaki element skupa
An mo¼e dobiti tako da se nekom elementu a skupa An−2 dopixu s desne strane
neke dve cifre. Pritom, da bi se na taj naqin dobio element skupa Bn, postoje
tri mogu²nosti:

– ako je a deǉivo sa 3, treba dopisati 12 ili 21;

– ako a pri deǉeǌu sa 3 daje ostatak 1, treba dopisati 11;
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– ako a pri deǉeǌu sa 3 daje ostatak 2, treba dopisati 22.

Dakle, svaki element skupa Bn−2 generixe na ovaj naqin dva elementa skupa Bn,
a svaki element skupa An−2 \Bn−2 generixe jedan element skupa Bn. Zato va¼i
slede²a jednakost:

xn = 2xn−2 + (2n−2 − xn−2) = xn−2 + 2n−2.

Stavǉaju²i n ∈ {4, 6, . . . , 98, 100} u prethodnu jednakost (i koriste²i da je x2 =
2), dobijamo slede²e jednakosti

x2 = 2, x4 = x2 +22, x6 = x4 +24, . . . , x98 = x96 +296, x100 = x98 +298.

Odavde je

x100 = 298 + 296 + · · ·+ 24 + 22 + 2 = 449 + 448 + · · ·+ 42 + 4 + 2

= 2 +
450 − 4
4− 1

= 2 +
450 − 4

3
=

2 + 450

3
.
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