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1. Uvod

Za poqetak razmotrimo jedan zadatak koji se po-
javio na PISA testiraǌu 2000. godine [6].

Zadatak 1. Rezervoar za vodu ima oblik i
dimenzije kao na slici 1. U poqetku rezervoar je
prazan. Zatim je napuǌen vodom, brzinom puǌeǌa
od 1 litra u sekundi. Koji od grafika prikazanih
na slici 2 prikazuje kako se visina nivoa vode meǌa
tokom vremena?
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Sl. 2. Grafici

Izlagaǌe na ovu temu autori su odr¼ali na Dr¼avnom seminaru o nastavi matematike i
raqunarstva, januara 2023. godine u Beogradu.
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Odgovor na postavǉeno pitaǌe u ovom zadatku jeste: grafik B. Postoje razni
naqini da se ovaj odgovor obrazlo¼i. Jedno od intuitivnih obrazlo¼eǌa koje
su autori ovog teksta imali prilike da quju glasilo je: ,,Kako se posuda xiri
– sporije se puni“.

Pokuxajmo da damo obrazlo¼eǌe na nivou petnaestogodixǌaka (uzrast uqe-
nika koji uqestvuju na PISA testiraǌu).

Puǌeǌe rezervoara poqiǌe u trenutku t = 0, a zavrxava se u trenutku
t = T , za neko T > 0. Mo¼emo smatrati da je visina nivoa vode u rezervoaru
funkcija h : [0, T ] → [0, +∞). Podsetimo se da funkciju f iz nepraznog skupa X
u neprazan skup Y mo¼emo shvatiti kao pravilo pridru¼ivaǌa kojim se svakom
elementu skupa X pridru¼uje taqno jedan element skupa Y . Sve u svemu, potrebno
je da odredimo koji od grafika prikazanih na slici 2 jeste grafik funkcije h.
Kako je zapremina dela rezervoara oblika vaǉka tri puta ve²a od zapremine
dela rezervoara oblika kupe i brzina ulivaǌa vode konstantna, zakǉuqujemo da

se ,,kupa“ puni tokom vremenskog intervala
[
0,

T

4

]
, a ,,vaǉak“ tokom vremenskog

intervala
[T

4
, T

]
. Intuitivno je jasno (,,kupa se xiri“) da va¼i

(1) h
(T

4

)
− h

(T

8

)
< h

(T

8

)
− h(0),

kao i

(2) h(T )− h
(3T

4

)
= h

(3T

4

)
− h

(T

2

)
= h

(T

2

)
− h

(T

4

)
.

Xto se grafika zavisnosti visine nivoa vode u rezervoaru tiqe, postoje dve
mogu²nosti:
a) grafik je skiciran na intervalu [0, T ];
b) grafik je skiciran na intervalu [0, T1], gde je T1 > T .

Ako je taqno b) u ,,u¼i izbor’“ ulaze grafici A i E.
Ako je taqno a) u ,,u¼i izbor“ ulaze grafici B, C i D.
Primetimo da za grafik A nije ispuǌeno (1), dok za grafik E nije is-

puǌeno (2). Stoga, niti jedan od grafika A i E sigurno nije grafik funkcije h,
odnosno b) nije taqno. Daǉe, primetimo da za grafike C i D nije ispuǌeno (1).
Stoga, niti jedan od grafika C i D sigurno nije grafik funkcije h. Konaqno,
grafik funkcije h jeste grafik B.

Primetimo da konkretna vrednost brzine ulivaǌa vode u rezervoar nije
esencijalna. Bitno je samo da je ta brzina konstantna, tj. da se u jednakim
vremenskim intervalima sipaju jednake zapremine vode. Tako±e, ni konkretne
vrednosti dimenzija rezervoara nisu esencijalne. Za oblik grafika bitan je
samo oblik rezervoara. Ipak, te dimenzije (preciznije qiǌenica da je zapremina
dela rezervoara oblika ,,vaǉka“ tri puta ve²a od zapremine dela rezervoara
oblika ,,kupe“) pomogle su nam da damo obrazlo¼eǌe xta je taqan odgovor.

Pomenimo jox i da su problem postavǉen u zadatku 1 i neke ǌegove varijante
detaǉno obra±eni u radu [4].
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2. Analitiqki izraz funkcije koja predstavǉa
visinu nivoa vode u rezervoaru

U prikazanom obrazlo¼eǌu odgovora na pitaǌe postavǉeno u zadatku 1 nismo
eksplicitno izrazili qemu je jednaka visina nivoa vode u zavisnosti od vremena.
S obzirom na to da su date konkretne dimenzije rezervoara, mo¼emo li odrediti
eksplicitni analitiqki izraz kojim je data funkcija h? Mo¼da je to pogodan
zadatak za uqenike kada se u sredǌoj xkoli obra±uje nastavna tema ,,Funkcije“.

Neka je:

• v0 brzina ulivaǌa vode u rezervoar izra¼ena u m3/sec (u ovom sluqaju
v0 = 10−3 m3/sec);

• R polupreqnik osnova kupe i vaǉka izra¼en u m (u ovom sluqaju R = 0,5 m);

• H visina kupe i visina vaǉka izra¼ena u m (u ovom sluqaju H = 1,5m).

Za poqetak odredimo domen i kodomen funkcije h. Za kodomen mo¼emo uzeti
R, [0,+∞) ili [0, 2H]. U svakom sluqaju skup slika (skup vrednosti) funkcije
jeste [0, 2H]. Da bismo odredili domen funkcije, treba da odredimo T , odnosno
vreme potrebno da se rezervoar napuni do vrha. Primetimo da je T jednako
qetvorostrukoj vrednosti vremena potrebnog da se napuni deo rezervoara oblika
kupe. Ako je deo rezervoara oblika kupe napuǌen do vrha, onda je zapremina vode
koja se nalazi u tom delu rezervoara s jedne strane jednaka

(3) v0
T

4
,

dok je s druge strane ta zapremina jednaka

(4)
1
3
R2πH.

Iz (3) i (4) dobijamo v0
T

4
=

1
3
R2πH, tj. T =

4R2πH

3v0
. Dakle, domen funkcije h

jeste
[
0,

4R2πH

3v0

]
, odnosno

h :
[
0,

4R2πH

3v0

]
→ [0, 2H].

Odredimo sada eksplicitni analitiqki izraz za funkciju h.

Najpre odredimo h = h(t) za t ∈
[
0,

T

4

]
. Primetimo da u tom sluqaju va¼i

v0t =
1
3
r2πh.

Kako bismo odredili vezu r i h posmatrajmo sliku 3.
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H
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r

R

Sl. 3. Deo rezervoara oblika kupe

Na osnovu sliqosti odgovaraju²ih trouglova va¼i
r

h
=

R

H
. Otuda je

h = h(t) = 3

√
3H2v0

R2π
3
√

t.

Odredimo h = h(t) za t ∈
[T

4
, T

]
. U tom sluqaju va¼i

v0

(
t− T

4

)
= R2π(h−H).

Otuda je

h = h(t) =
v0

R2π
t +

2
3
H.

Dakle, T =
4R2πH

3v0
, a funkcija h : [0, T ] → [0, 2H] definisana je sa

h(t) =





3

√
3H2v0

R2π
3
√

t, t ∈
[
0, T

4

]
,

v0

R2π
t +

2
3
H, t ∈

[
T
4 , T

]
.

Primetimo da funkcija h ima slede²a svojstva:
1) h(0) = 0;
2) strogo je rastu²a na svom domenu;
3) neprekidna je na svom domenu;
4) konkavna je na svom domenu.

Interesantno je ispitati da li je funkcija h neprekidno diferencijabilna

u taqki t =
T

4
. Taj zadatak ostavǉamo zainteresovanim qitaocima za ve¼bu, a u

narednom odeǉku ²emo posredno pokazati da je odgovor potvrdan.

3. Ulivaǌe vode u posudu koja ima oblik rotacione povrxi
– direktan problem

U ovom odeǉku razmatramo pomenuti problem ulivaǌa vode u rezervoar
odgovaraju²eg oblika, pri qemu pre svega ispitujemo svojstva funkcije visine
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pomo²u osnovnih tvr±eǌa matematiqke analize. Na osnovu toga, smatramo da
razmatraǌe ovog problema mo¼e da bude dobar zadatak za uqenike qetvrte go-
dine sredǌe xkole i prve godine fakulteta. Naime, prilikom razmatraǌa ovog
problema uqenici i studenti mogu videti direktnu primenu velikog broja os-
novnih tvr±eǌa matematiqke analize koja se odnose na monotonost, neprekid-
nost, diferencijabilnost, konveksnost i integrabilnost realnih funkcija re-
alne promenǉive.

Neka je H > 0 i neka je data funkcija r : [0,H] → R, sa slede²im svojstvima:
(r1) r je neprekidna na [0, H];
(r2) r(x) > 0 za x 6= 0.

Rotacijom krive

cr = {(0, y) : y ∈ [0, r(0)]} ∪ {(x, r(x)) : x ∈ [0,H]}
oko x-ose dobijamo povrx σr.

Povrx σr interpretiramo kao granicu rezervoara, a krivu cr nazivamo ge-
neratrisa rezervoara. Postavimo taj rezervoar (koji tako±e obele¼avamo sa
σr) tako da ǌegova osa rotacije bude u vertikalnom polo¼aju (slika 4) i kroz
gorǌi deo sipamo vodu konstantnom brzinom v0 (u jednakim intervalima vremena
uliva se jednaka zapremina vode).

y

x

cr

H

rs

Sl. 4. Generatrisa rezervoara i rezervoar

Pretpostavimo da proces ulivaǌa vode u rezervoar σr poqiǌe u trenutku
t = 0 i zavrxava se u trenutku t = T , kada je rezervoar u potpunosti napuǌen.
Razmotrimo zavisnost visine nivoa vode u rezervoaru od vremena. Ako sa h(t)
obele¼imo visinu nivoa vode u rezervoaru u trenutku t, funkciju h : [0, T ] → R
nazivamo funkcija visine.

Jasno je da je do trenutka t ∈ [0, T ] zapremina vode koja je sipana u rezervoar
jednaka v0t. S druge strane, korix²eǌem odgovaraju²e formule za zapreminu
rotacionog tela (videti, na primer odeǉak ,,Zapremina obrtnih tela“ u [1])
dobijamo da je ta zapremina jednaka

π

∫ h(t)

0

r2(ξ) dξ.

Dakle, za svako t ∈ [0, T ] va¼i jednakost

(5) v0t = π

∫ h(t)

0

r2(ξ) dξ.
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Otuda, mo¼emo zakǉuqiti da je funkcija h inverzna funkcija funkcije
g : [0, H] → R definisane sa

(6) g(x) =
π

v0

∫ x

0

r2(ξ) dξ.

Zaista, za svako t ∈ [0, T ] va¼i t = g(h(t)). Tako±e va¼i

T = h−1(H) = g(H).

Na osnovu definicije funkcije g i qiǌenice da je h = g−1 mo¼e se pokazati da
funkcija h ima slede²a svojstva:
(h1) h je strogo rastu²a i neprekidna na [0, T ];
(h2) h(0) = 0.

Zaista, funkcija g je strogo rastu²a i neprekidna (videti, na primer, stav
8.3.1 u [1]), pa je takva i funkcija h kao inverzna funkcija funkcije g (videti,
na primer, teoremu 5.5.2 u [1]).

S druge strane i intuitivno je jasno da funkcija h ima svojstva (h1) i (h2).
Xtavixe, kako je funkcija r neprekidna sledi da je funkcija g neprekidno

diferencijabilna. Stoga, na osnovu (6), formule za diferenciraǌe integrala po

gorǌoj granici i formule za izvod inverzne funkcije (h′ =
1

(h−1)′ ◦ h
=

1
g′ ◦ h

)

dobijamo slede²i

Stav 1.
a) Ako je r(0) 6= 0, onda za svako t ∈ [0, T ] va�i h′(t) =

v0

πr2(h(t))
.1

b) Ako je r(0) = 0, onda za svako t ∈ (0, T ] va�i h′(t) =
v0

πr2(h(t))
.

Daǉe, kao neposrednu posledicu stava 1 dobijamo

Stav 2.
a) Ako je r(0) 6= 0, onda je funkcija h neprekidno diferencijabilna na [0, T ]

i za svako t ∈ [0, T ] va�i h′(t) > 0.
b) Ako je r(0) = 0, onda je h neprekidno diferencijabilna na (0, T ],

lim
t→0+

h′(t) = +∞ i za svako t ∈ (0, T ] va�i h′(t) > 0.

Primetimo da je u svakom sluqaju h′ > 0, iz qega mo¼emo dobiti fiziqku in-
terpretaciju da visina vode u rezervoaru tokom opisanog procesa svakako raste
(xto je oqekivano i intuitivno jasno). Funkcija h′ predstavǉa brzinu promene
funkcije visine. Ta brzina u opxtem sluqaju nije konstantna i interesuje nas
ǌena brzina promene tj. ponaxaǌe funkcije h′′, ako h′′ postoji.

Stoga, ako dodatno pretpostavimo da je funkcija r diferencijabilna na
[0,H], iz stava 1 diferenciraǌem jednakosti h′(t) =

v0

πr2(h(t))
dobijamo

1Pod izvodom funkcije u krajǌim taqkama zatvorenog intervala u ovom qlanku podrazumevamo
odgovaraju²e jednostrane izvode.
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Stav 3.

a) Ako je r(0) 6= 0, onda za svako t ∈ [0, T ] va�i h′′(t) = −2v2
0

π2

r′(h(t))
r5(h(t))

.

b) Ako je r(0) = 0 onda za svako t ∈ (0, T ] va�i h′′(t) = −2v2
0

π2

r′(h(t))
r5(h(t))

.

Daǉe, podsetimo se da je funkcija h konveksna na [0, T ] ako za svako
t1, t2 ∈ [0, T ] i svako λ ∈ [0, 1] va¼i

h(λt1 + (1− λ)t2) 6 λh(t1) + (1− λ)h(t2).

Funkcija h je konkavna na [0, T ] ako za svako t1, t2 ∈ [0, T ] i svako λ ∈ [0, 1] va¼i

h(λt1 + (1− λ)t2) > λh(t1) + (1− λ)h(t2).

Slede²a dva stava su posledica stava 3, teoreme o znaku izvoda funkcije za
monotone funkcije (videti, na primer, stav 6.8.1 u [1]) i teoreme o karakteri-
zaciji konveksnosti funkcije na osnovu znaka drugog izvoda funkcije (videti, na
primer, stav 6.8.5 u [1]).

Stav 4.
a) Ako je r(0) 6= 0 i r je rastu�a na [0, T ], onda je r′ > 0 na [0, T ], h′′ 6 0 na

[0, T ] i funkcija h je konkavna na [0, T ].
b) Ako je r(0) = 0 i r je rastu�a na [0, T ], onda je r′ > 0 na [0, T ], h′′ 6 0 na

(0, T ] i funkcija h je konkavna na [0, T ].

Stav 5.
a) Ako je r(0) 6= 0 i r je opadaju�a na [0, T ], onda je r′ 6 0 na [0, T ], h′′ > 0

na [0, T ] i funkcija h je konveksna na [0, T ].
b) Ako je r(0) = 0 i r je opadaju�a na [0, T ], onda je r′ 6 0 na [0, T ], h′′ > 0

na (0, T ] i funkcija h je konveksna na [0, T ].

Podsetimo se i da rezervoar u zadatku iz uvodnog dela ovog teksta ima oblik
rotacione povrxi. U tom zadatku je H = 3 (u m) i funkcija r : [0,H] → R
definisana je sa

r(x) =





1
3
x, x ∈

[
0,

H

2

]
,

H

6
, x ∈

[H

2
,H

]
.

Primetimo da je r(0) = 0, pa na osnovu stava 2 sledi da je funkcija h neprekidno
diferencijabilna na (0, T ], lim

t→0+
h′(t) = +∞ i za svako t ∈ (0, T ] va¼i h′(t) > 0.

Kako u ovom sluqaju funkcija r nije diferencijabilna na [0,H], ne mo¼emo
primeniti stav 3 i ǌegove posledice, stav 4 i stav 5. No, kako funkcija r nije

diferencijabilna jedino u taqki x0 =
H

2
i kako postoje levi izvod funkcije r u

toj taqki r′−
(H

2

)
=

1
3

i desni izvod funkcije r u toj taqki r′+
(H

2

)
= 0, imamo da
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su odgovaraju²e restrikcije funkcije r diferencijabilne na
[
0,

H

2

]
i

[H

2
, H

]
.

Otuda, kako je funkcija r rastu²a na
[
0,

H

2

]
, primenom stava 4 dobijamo da je

funkcija h konkavna na intervalu
[
0,

T

4

]
. Daǉe, kako je restrikcija funkcije r

na
[H

2
,H

]
konstantna, na osnovu stava 1 dobijamo da je funkcija h linearna na

[T

4
, T

]
. Stoga, kako je h neprekidna funkcija, dobijamo da je funkcija h konkavna

na intervalu [0, T ].
Zainteresovanim qitaocima ostavǉamo da razmotre izlo¼eno u sluqaju jox

nekih konkretnih funkcija r. Na primer, predla¼emo da qitaoci
ispixu kako izgleda konkretizacija dobijenih rezultata u sluqaju da je funkcija
r : [0, H] → [0, +∞) definisana sa r(x) = 1, ili sa r(x) = x, ili sa r(x) =

√
x,

ili sa r(x) = x2, ili sa r(x) =
1√

1 + x
, ili sa r(x) = e−x itd.

Primetimo da ako dozvolimo da bude H = +∞ i uzmemo r(x) = e−x, dobijamo
,,beskonaqni“ neograniqeni rezervoar qija je zapremina konaqna i jednaka

π

2
. Taj

rezervoar bi se brzinom puǌeǌa v0 napunio za konaqno vreme T =
π

2v0
. Inaqe,

funkcija visine u ovom sluqaju definisana je sa

h(t) = −1
2

ln
(
1− 2v0t

π

)
.

Na kraju ovog odeǉka, skicira²emo jox ispitivaǌe konveksnosti funkcije
h bez upotrebe diferencijalnog raquna i odgovaraju²ih teorema istog. U tom
ciǉu podelimo interval [0,H] (skup vrednosti funkcije h, tj. visinu rezervoara)
taqkama na k > 2 podintervala jednakih du¼ina. Dakle, neka je

0 = h0 < h1 < · · · < hk−1 < hk = H,

pri qemu za svako i ∈ {1, . . . , k} va¼i hi − hi−1 =
H

k
. Daǉe, neka je ti (i ∈

{1, . . . , k}) vreme potrebno da se rezervoar napuni do visine hi. Jasno je da
va¼i hi = h(ti).

Ako je r rastu²a funkcija (tj. ako se rezervoar sa pove²aǌem svoje visine
xiri) onda iz 1 6 j < l 6 k sledi

tl − tl−1 > tj − tj−1,

tj. vreme da se napuni deo rezervoara ,,izme±u visine hj−1 i hj“ maǌe je od
vremena da se napuni deo rezervoara ,,izme±u visine hl−1 i hl“. Dakle,

h(tj)− h(tj−1)
tj − tj−1

> h(tl)− h(tl−1)
tl − tl−1

.

Otuda mo¼emo zakǉuqiti da pove²aǌem broja i vrednost koliqnika

h(ti)− h(ti−1)
ti − ti−1
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opada. Drugim reqima, sredǌa brzina promene funkcije visine opada, odakle se
mo¼e zakǉuqiti i da brzina promene funkcije visine opada. Dakle, funkcija h
je konkavna.

Napomenimo da su problemi sliqni ovome koji smo izlo¼ili u ovom odeǉku
razmatrani u radu [2], kao i u kǌizi [5].

4. Ulivaǌe vode u posudu koja ima oblik
rotacione povrxi – obratni problem

Razmotrimo sada i obratni problem.
Neka je data funkcija h : [0, T ] → R koja ima svojstva (h1) i (h2) i jedno od

slede²ih svojstva:
(h3a) h je neprekidno diferencijabilna na [0, T ] i za svako t ∈ [0, T ] va¼i h′(t) > 0;
(h3b) h je neprekidno diferencijabilna na (0, T ], lim

t→0+
h′(t) = +∞ i za svako

t ∈ (0, T ] va¼i h′(t) > 0.
Da li postoji funkcija r : [0, h(T )] → R sa svojstvima (r1) i (r2) takva da je
funkcija h funkcija visine koja odgovara rezervoaru σr u koji se uliva voda
brzinom v0?

Pretpostavimo da takva funkcija postoji. Tada za svako t ∈ [0, T ] va¼i

v0t = π

∫ h(t)

0

r2(ξ) dξ.

Diferenciraǌem posledǌe jednakosti dobijamo da za svako t ∈ [0, T ] va¼i

v0 = πr2(h(t))h′(t),

pa je funkcija r (ako postoji) definisana sa

(7) r(x) =
√

v0

πh′(h−1(x))
.

Stoga, ako je data funkcija h sa svojstvima (h1), (h2) i (h3a) ili (h3b), onda
funkcija r : [0, h(T )] → [0,+∞) definisana jednakox²u (7) ima svojstva (r1) i
(r2). Dakle, odgovor na postavǉeno pitaǌe je pozitivan, tj. obratni problem
ima rexeǌe.

Interesantno je razmotriti kojim izrazom je definisana funkcija r u sluqa-
ju nekih konkretnih funkcija. Na primer, ako je h : [0, T ] → [0, +∞) defin-
isana sa h(t) =

√
t, onda je funkcija r :

[
0,
√

T
] → [0, +∞) definisana je sa

r(x) =

√
2v0

π

√
x.

Posebno je interesantno razmotriti kojim izrazom je definisana funkcija
r ako je funkcija h neka konveksna funkcija.

Neka je funkcija h : [0, T ] → R definisana sa h(t) = t2. Primetimo da
ovako definisana funkcija h ne zadovoǉava niti uslov (h3a), niti uslov (h3b).
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Me±utim, ako bismo za ovako definisanu funkciju h primenili formulu (7),
dobili bismo

r(x) =
√

v0

2π

1
4
√

x
,

tj. odgovaraju²i rezervoar bi imao dno beskonaqne povrxine. S druge strane,
zapremina tog rezervoara jednaka je

π

∫ T 2

0

(√
v0

2π

1
4
√

x

)2

dx = v0T.

Pogodan primer konveksne funkcije h jeste funkcija definisana sa

h(t) = et − 1.

U tom sluqaju funkcija r definisana je sa r(x) =
√

v0

π(x + 1)
.

Napomenimo da je uopxteǌe obratnog problema detaǉno obra±eno u radu [3].
Naime, u tom radu pokazano je da ako funkcija h : [0, T ] → R ima svojstva (h1) i
(h2), a umesto jednog od svojstava (h3a) ili (h3b), ima svojstvo

(ch3a) h je konveksna na [0, T ], h′+(0) > 0 i h′−(T ) < +∞,
onda postoji odgovaraju²i uopxteni rezervoar za koji je funkcija visine upravo
funkcija h.

Zahvalnica. Autori se zahvaǉuju Saǌi Boxkovi² za pomo² u izradi
ilustracija.
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