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OD JEDNAQINE TRANSPORTA
DO METODA KARAKTERISTIKA

Apstrakt. U ovom radu izlo¼en je prirodan naqin za uvo±eǌe metoda karakteris-
tika, znaqajne geometrijske tehnike za rjexavaǌe xiroke klase parcijalnih diferenci-
jalnih jednaqina prvog reda. Polazna taqka je fiziqki motivisana jednaqina transporta
koja opisuje promjene skalarne veliqine uslijed kretaǌa fluida.

1. Uvod

Jednaqina transporta je specijalan sluqaj advekciono-difuzione jednaqine
koja opisuje promjene odre±enih osobina fluida izra¼enih skalarnim funkci-
jama. Takve osobine su, na primjer, temperatura, salinitet, ili opxtije kon-
centracija neke supstance. Promjena jedne ovakve skalarne funkcije s protokom
vremena odvija se sǉeduju²i dva principa:

1. princip difuzije i

2. princip advekcije.

Difuzija je spontano usredǌavaǌe. Promjena uslijed difuzije dexava se qak
i kada fluid miruje. Difuzija je razlog zaxto fluid u staǌu mirovaǌa tako±e
mijeǌa temperaturu, osim ako ǌegova temperatura ve² nije harmoniqno raspodi-
jeǉena. S druge strane, advekcija se odnosi na promjenu skalarne veliqine koja
nastaje iskǉuqivo pod uticajem kretaǌa fluida. Jednaqina transporta uzima u
obzir samo advekciju, to jest zanemaruje bilo kakve promjene nastale pod utica-
jem difuzije. U prirodi su pojave u kojima se difuzija mo¼e zanemariti rijetke.
Primjeri takvih pojava su kretaǌe Boze-Ajnxtajnovog kondenzata i, maǌe poe-
tiqno, kretaǌe otpada na povrxini okeana.

U odjeǉku 2 izvex²emo jednaqinu transporta iz zakona odr¼aǌa. U od-
jeǉku 3 rijexi²emo jednaqinu transporta pod pretpostavkom da je fluid ne-
stixǉiv. Odjeǉak 4 je posve²en metodu karakteristika koji je, izme±u ostalog,
primjenǉiv na jednaqinu transporta i u sluqaju kada fluid nije nestixǉiv.

2. Izvo�eǌe jednaqine transporta

U ovom odjeǉku izvex²emo jednaqinu transporta iz zakona odr¼aǌa. Neka
je Ω ⊂ Rn otvoren podskup koji predstavǉa prostor u kome se fluid kre²e. Neka
je I ⊂ R otvoren interval koji sadr¼i 0 i koji predstavǉa vremenski interval.
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Neka je V : Ω × I → Rn vektorsko poǉe koje predstavǉa brzinu fluida i neka
je φ tok fluida, to jest φt(p) ∈ Ω je pozicija u kojoj se nalazi taqka p ∈ Ω u
trenutku t ∈ I. Oznaqi²emo sa u : Ω × I → R skalarnu funkciju qiju promjenu
¼elimo da opixemo. Sǉede²i zakon odr¼aǌa matematiqki izra¼ava nepostojaǌe
promjene uslijed difuzije.

Zakon odr�aǌa. Za proizvoǉan otvoren podskup D ⊂ Ω takav da je
D kompaktan podskup skupa Ω, broj

∫
φt(D)

u(p, t) dp ne zavisi od t.

Ako u(·, t) predstavǉa gustinu u trenutku t, tada zakon odr¼aǌa govori da
se masa skupa D ne mijeǌa pri toku fluida. Drugim rijeqima, mase skupova D
i φt(D) su iste za sve t. U opxtem sluqaju, φt(D) nije definisano za sve t ∈ I.
Me±utim jeste za t dovoǉno blizu 0 jer je D kompaktan podskup skupa Ω. Zbog
toga zakon odr¼aǌa treba shvatiti na sǉede²i naqin:

∫
φt(D)

u(p, t) dp ne zavisi
od t ako je t takvo da ovaj izraz ima smisla.

Teorema 2.1. U situaciji ovog odjeǉka, ako glatka funkcija u : Ω×I →
R zadovoǉava zakon odr�aǌa u odnosu na vektorsko poǉe V : Ω × I → Rn,
tada va�i

(1) ∂tu + div(uV ) = 0.

Dokaz. Oznaqimo sa φ tok vektorskog poǉa V . Iz zakona odr¼aǌa sli-
jedi d

dt

∫
φt(D)

u(p, t) dp = 0, pri qemu dp oznaqava diferencijalnu formu dp1 ∧
dp2 ∧ · · · ∧ dpn. Koriste²i teoremu o smjeni promjenǉive u integralu na jeziku
diferencijalnih formi i Kartanovu formulu, dobijamo

0 =
d

dt

∫

φt(D)

u(p, t) dp =
d

dt

∫

D

φ∗t (u dp) =
∫

D

d

dt
φ∗t (u dp)

=
∫

D

φ∗t (∂tu dp + V yd(u dp) + d(V y(u dp))) .

Diferencijalna forma d(u dp) je n + 1 forma na n dimenzionom prostoru, pa je
zato jednaka 0. S druge strane,

d(V y(u dp)) = d((uV )y dp) = div(uV ) dp.

Slijedi

0 =
∫

D

φ∗t (∂tu + div(uV )) dp.

Poxto ova formula va¼i za proizvoǉan otvoren skup D qije je zatvoreǌe kom-
paktan podskup skupa Ω, va¼i ∂tu + div(uV ) = 0.

Diferencijalna jednaqina (1) naziva se jednaqina transporta ili jed-
naqina advekcije. Sǉede²e tvr±eǌe sadr¼i ekvivalentan oblik jednaqine tran-
sporta za vektorska poǉa qija je divergencija jednaka 0. Geometrijski, ovakva
vektorska poǉa generixu tokove koji quvaju zapreminu.
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Posǉedica 2.2. U situaciji teoreme 2.1, ako je divergencija vek-
torskog poǉa V jednaka 0, tada je jednaqina transporta ekvivalentna sa
∂tu + ∇u · V = 0. Ovdje, ∇u oznaqava gradijent funkcije u u odnosu na
p = (p1, . . . , pn), to jest ∇u = (∂p1u, . . . , ∂pn

u).

Dokaz. Tvr±eǌe slijedi iz teoreme 2.1 i div(uV ) = ∇u · V + u · div V .

3. Rjexavaǌe jednaqine transporta

Sǉede²a teorema opisuje rjexeǌe jednaqine transporta za konstantno vek-
torsko poǉe.

Teorema 3.1. Neka je V ∈ Rn i neka je f : Rn → R glatka funkcija.
Tada je rjexeǌe u : Rn × R→ R parcijalne diferencijalne jednaqine

∂tu + V · ∇u = 0,

koje zadovoǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p) za sve p ∈ Rn, dato sa u(p, t) =
f(p− t · V ).

Dokaz. Neposredno se provjerava da (p, t) 7→ f(p− t · V ) jeste rjexeǌe. Do-
ka¼imo da je svako rjexeǌe ovoga oblika. Neka je u : Rn × R → R proizvoǉno
rjexeǌe jednaqine transporta koje zadovoǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p) za
sve p ∈ Rn. Dokaza²emo da je u konstantno du¼ pravih u Rn+1 koje su paralelne
vektoru (V, 1). Neka je γ(t) = (p + tV, s + t) parametrizacija jedne takve prave.
Tada va¼i

d

dt
u(γ(t)) = (∂tu)(γ(t)) +∇u(γ(t)) · V (γ(t)) = 0.

Dakle, u(γ(t)) ne zavisi od t. Slijedi

u(p, s) = u(γ(0)) = u(γ(−s)) = u(p− s · V, 0) = f(p− s · V ).

Naredna teorema je uopxteǌe prethodne. Ona opisuje rjexeǌa parcijalne
diferencijalne jednaqine ∂tu+V ·∇u = 0 za autonomno vektorsko poǉe V : Ω →
Rn qiji je tok globalno definisan. Ova jednaqina jeste jednaqina transporta
pod pretpostavkom da V generixe nestixǉiv tok, odnosno pod pretpostavkom da
va¼i div V = 0.

Teorema 3.2. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren podskup. Neka je V : Ω → Rn

glatko vektorsko poǉe qiji je tok globalno definisan i neka je f : Ω → R
glatka funkcija. Tada je rjexeǌe u : Ω × R → R parcijalne diferencijalne
jednaqine ∂tu + V · ∇u = 0, koje zadovoǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p) za
sve p ∈ Ω, dato sa u(p, t) = f

(
φ−1

t (p)
)
. Ovdje je sa φ oznaqen tok vektorskog

poǉa V .

Dokaz. Doka¼imo prvo da u(p, t) = f(φ−1
t (p)) jeste rjexeǌe jednaqine trans-

porta. Poxto je V autonomno vektorsko poǉe, va¼i

∂

∂t

(
φ−1

t (p)
)

= −V
(
φ−1

t (p)
)
.
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Slijedi

(2) ∂tu(p, t) = df

(
∂

∂t

(
φ−1

t (p)
))

= −∇f
(
φ−1

t (p)
) · V (

φ−1
t (p)

)
.

S druge strane,

(3) ∇u(p, t) · V (p) = df
(
D(φ−1

t )(p)V (p)
)

= df
(
V (φ−1

t (p))
)
.

U posǉedǌoj jednakosti koristili smo da je V invarijantno u odnosu na svoj tok,
to jest D(φ−1

t )(p)V (p) = V (φ−1
t (p)). Jednakosti (2) i (3) impliciraju ∂tu+∇u ·

V = 0. Dakle, u jeste rjexeǌe jednaqine transporta. Neposredno se provjerava
da u zadovoǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p).

Neka je sada u : Ω × R → R neko rjexeǌe jednaqine transporta koje zado-
voǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p). Dokaza²emo da va¼i u(p, t) = f(φ−1

t (p)) za
sve (p, t) ∈ Ω×R. Neka je W : Ω×R→ Rn+1 autonomno vektorsko poǉe na Ω×R
dato sa W (p, s) := (V (p), 1). Tok ψt : Ω× R → Ω× R vektorskog poǉa W dat je
sa ψt(p, s) = (φt(p), t + s). Zaista

∂tψ(p, s) =
∂

∂t
(φt(p), s + t) = (∂tφt(p), 1) = (V (φt(p)), 1) = W (ψt(p, s)).

Doka¼imo sada da je u konstantno du¼ linija toka ψt, to jest da je konstantno
du¼ integralnih krivih vektorskog poǉa W . Va¼i sǉede²e

d

dt
(u(ψt(p, s))) = Du (∂tψt(p, s)) = Du(W (ψt(p, s))) = Du(V (φt(p)), 1)

= (∂tu)(φt(p), s + t) · 1 +∇u(φt(p), s + t) · V (φt(p)) = 0.

Dakle, u(ψt(p, s)) ne zavisi od t. Sǉede²i niz jednakosti zavrxava dokaz

u(p, t) = u(ψ0(p, t)) = u(ψ−t(p, t)) = u(φ−t(x), 0) = f(φ−1
t (p)).

4. Metod karakteristika

Jednaqina transporta ∂tu+div(uV ) = 0 je primjer kvazilinearne parcijalne
jednaqine prvog reda, to jest diferencijalne jednaqine oblika

(4) a1(p, u)∂p1u + · · ·+ an(p, u)∂pnu = b(p, u).

U ovom poglavǉu opisa²emo jedan metod za rjexavaǌe diferencijalnih jednaqina
ovog tipa, koji se zove metod karakteristika. Ovaj metod je po svojoj prirodi
geometrijski. ǋegov prvi korak jeste promjena perspektive: umjesto tra¼eǌa
nepoznate funkcije u, tra¼i²emo ǌen grafik Γu. Grafik Γu je hiperpovrx
u (n + 1)-dimenzionom prostoru. Drugim rijeqima, Γ(u) je podmnogostrukost
(n + 1)-dimenzionog prostora, qija je dimenzija jednaka n. Drugi korak je geo-
metrijska interpretacija kvazilinearne jednaqine. Funkcija u zadovoǉava jed-
naqinu (4) ako, i samo ako, ǌen grafik jeste tangentan na odre±eno vektorsko
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poǉe, koje zovemo karakteristiqno vektorsko poǉe jednaqine (4). Ovo tvr±e-
ǌe je predmet sǉede²e leme.

Lema 4.1. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren podskup i neka su a1, . . . , an, b :
Ω×R→ R glatke funkcije. Neka je V : Ω×R→ Rn+1 autonomno vektorsko
poǉe na Ω× R dato sa

V (p, s) := (a1(p, s), . . . , an(p, s), b(p, s)).

Tada je funkcija u : Ω → R rjexeǌe diferencijalne jednaqine (4) ako, i samo
ako, grafik Γu funkcije u jeste tangentan na vektorsko poǉe V u svakoj
svojoj taqki.

Dokaz. Grafik funkcije u je podmnogostrukost od Ω× R koja je data sa

Γu := {(p, u(p)) | p ∈ Ω} .

Grafik Γu mo¼e da se predstavi kao Fu = f−1(0) gdje je f : Ω × R → R glatka
funkcija data sa f(p, s) := u(p)− s. Pritom, 0 je regularna vrijednost funkcije
f . Da li je neki vektor ξ tangentan na Γu ili ne, mo¼e se provjeriti pomo²u
gradijenta funkcije f . Naime, ξ je tangentan na Γu u taqki (p0, u(p0)) ako, i samo
ako, va¼i ∇f(p0, u(p0)) ⊥ ξ, to jest ∇f(p0, u(p0)) · ξ = 0. Primjeǌuju²i ovo za-
pa¼aǌe na vektorsko poǉe V , zakǉuqujemo da je grafik Γu tangentan na vektorsko
poǉe V u svakoj svojoj taqki ako, i samo ako, va¼i ∇f(p, u(p)) · V (p, u(p)) = 0 za
sve p ∈ Ω. Poxto je

∇f(p, u(p)) = (∂p1u(u), . . . , ∂pnu(p),−1),

grafik Γu je tangentan na V u svakoj svojoj taqki ako, i samo ako, va¼i

a1(p, u(p))∂p1u(p) + · · ·+ an(p, u(p))∂pnu(p)− b(p, u(p)) = 0.

Ovim je dokazano tvr±eǌe leme.

Za podmnogostrukost M ⊂ Ω ka¼emo da je integralna podmnogostrukost vek-
torskog poǉa V : Ω → Rn ako je vektor V (p) tangentan na M u taqki p za
sve p ∈ M . U osnovi metoda karakteristika le¼i sǉede²e tvr±eǌe: podmno-
gostrukost je integralna ako, i samo ako, ona se raslojava na integralne krive.

Teorema 4.2. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren podskup i neka je V : Ω → Rn

glatko vektorsko poǉe. Glatka podmnogostrukost (bez granice) M ⊂ Ω
jeste integralna podmnogostrukost vektorskog poǉa V ako, i samo ako,
va�i sǉede�e tvr�eǌe: za svaku integralnu krivu γ vektorskog poǉa V ,
podskup (vremenskog intervala) γ−1(M) jeste otvoren.

Dokaz. Pretpostavimo da je inverzna slika podmnogostrukosti M u odnosu
na bilo koju integralnu krivu vektorskog poǉa V otvoren podskup vremenskog
intervala. Neka je p ∈ M proizvoǉna taqka i neka je γ : I → Ω integralna
kriva vektorskog poǉa V takva da va¼i γ(0) = p. Poxto je γ−1(M) otvoren
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podkup intervala I koji sadr¼i 0, postoji ε > 0 takvo da (−ε, ε) ⊂ I i takvo da
γ((−ε, ε)) ⊂ M . Odavde slijedi V (γ(0)) = γ′(0) ⊂ Tγ(0)M , to jest V je tangentno
na M u taqki p = γ(0). Poxto je p proizvoǉno izabrana taqka podmnogostrukosti
M , vektorsko poǉe V je tangentno na M u svakoj ǌenoj taqki. Dakle, M je
integralna podmnogostrukost vektorskog poǉa V .

Doka¼imo sada obrnuti smjer. Pretpostavimo da je M integralna podmno-
gostrukost vektorskog poǉa V . Oznaqimo sa m dimenziju podmnogostrukosti M .
Poxto je M ⊂ Ω podmnogostrukost, za svaku taqku p ∈ M postoje okolina koor-
dinatnog poqetka U ⊂ Rn, okolina O ⊂ Ω taqke p i difeomorfizam φ : U → O
takav da va¼i

1. φ(0) = p,

2. φ (U ∩ (Rm × {0})) = O ∩M .

Zato je dovoǉno dokazati tvr±eǌe za sluqaj Ω = Rn i M = Rm ×{0} ⊂ Rn.
Poxto je Rm×{0} integralna podmnogostrukost vektorskog poǉa V , restrikcija
V na Rm × {0} ima sǉede²i oblik

(∀p ∈ Rm × {0}) V (p) = (V 1(p), . . . , V m(p), 0 . . . , 0),

gdje su V 1, . . . , V m : Rm×{0} → R odre±ene glatke funkcije. Neka je V : Rm →
Rm vektorsko poǉe definisano sa

V (p1, . . . , pm) :=
(
V 1(p), . . . , V m(p)

)
,

gdje je p = (p1, . . . , pm, 0, . . . , 0) ∈ Rn. Ako je γ : I → Rm integralna kriva
vektorskog poǉa V , tada je

γ : I → Rn : t 7→ (γ(t), 0, . . . , 0)

integralna kriva vektorskog poǉa V . Odavde, i iz jedinstvenosti rjexeǌa Koxi-
jevog problema, slijedi da ako γ(t0) ∈ M za neku integralnu krivu γ vektorskog
poǉa V i za neki trenutak t0 iz vremenskog intervala, tada postoji ε > 0 takvo
da γ((t0 − ε, t0 + ε)) ⊂ M . Drugim rijeqima, skup γ−1(M) je otvoren.

Prethodna teorema zapravo svodi rjexavaǌe diferencijalne jednaqine (4)
na rjexavaǌe obiqnih diferencijalnih jednaqina prvog reda. Zaista, poxto je
grafik rjexeǌa jednaqine (4) integralna podmnogostrukost odgovaraju²eg karak-
teristiqnog vektorskog poǉa, on se (na osnovu teoreme 4.2) mo¼e rekonstru-
isati kao unija odre±ene familije integralnih krivih tog karakteristiqnog
vektorskog poǉa. Dakle, ako su integralne krive karakteristiqnog vektorskog
poǉa poznate, tada su poznata i rjexeǌa parcijalne diferencijalne jednaqine
(4), a tra¼eǌe integralnih krivih nekog vektorskog poǉa ekvivalentno je rje-
xavaǌu odgovaraju²e obiqne diferencijalne jednaqine prvog reda. Integralne
krive karakteristiqnog vektorskog poǉa zovu se karakteristike. Otuda i naziv
,,metod karakteristika“.

Razmotrimo sada Koxijev problem, to jest problem sa poqetnim uslovom, za
parcijalnu kvazilinearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda. Neka je Π ⊂ Rn
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glatka podmnogostrukost dimenzije n − 1 i neka je f : Π → R glatka funkci-
ja. Koxijev problem za diferencijalnu jednaqinu (4) sa poqetnim uslovom f na
podmnogostrukosti Π sastoji se u nala¼eǌu rjexeǌa u diferencijalne jednaqine
(4) koje zadovoǉava u(p) = f(p) za sve p ∈ Π.

Teorema 4.3. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren podskup, neka je Π ⊂ Ω glatka
podmnogostrukost dimenzije n − 1 i neka su a1, . . . , an, b : Ω × R → R i
f : Π → R glatke funkcije. Pretpostavimo da vektor

(a1(p0, f(p0)), . . . , an(p0, f(p0)))

nije tangentan na podmnogostrukost Π za neku taqku p0 ∈ Π. Tada postoji
okolina O ⊂ Ω taqke p0 i jedinstveno rjexeǌe u : O → R diferencijalne
jednaqine

(5) a1(p, u)∂p1u + · · ·+ an(p, u)∂pn
u = b(p, u)

koje zadovoǉava poqetni uslov u(p) = f(p) za sve p ∈ Π ∩ O.

Dokaz. Oznaqimo sa φ tok karakteristiqnog vektorskog poǉa. Postoje
ε1 > 0 i okolina O1 taqke p0 takvi da je φt(p) dobro definisano za p ∈ O1

i t ∈ (−ε1, ε1). Iz uslova teoreme slijedi da karakteristiqno vektorsko poǉe
nije tangentno na podmnogostrukost {(p, f(p)) | p ∈ Π} u taqki (p0, f(p0)). Kao
posǉedica, postoje okolina O2 ⊂ O1 taqke p0 i ε2 ∈ (0, ε1) takvi da je skup

S := {φt(p, f(p)) | p ∈ Π ∩ O2, t ∈ (−ε2, ε2)}
hiperpovrx u Ω× R. Poxto je izvod projekcije

dπ : T(p,f(p))S → TpΩ

izomorfizam za p ∈ Π∩O2, postoje okolina O3 ⊂ O2 taqke p0 i ε3 ∈ (0, ε2) takvi
da je hiperporvx

S′ := {φt(p, f(p)) | p ∈ Π ∩ O3, t ∈ (−ε3, ε3)}
grafik neke glatke funkcije u : O → R. Grafik S′ = Γu funkcije u se rasloja-
va, po konstrukciji, na integralne krive karakteristiqnog vektorskog poǉa, pa
lema 2.1 i teorema 4.2 impliciraju da je u rjexeǌe diferencijalne jednaqine (5).

Jedinstvenost rjexeǌa na O slijedi iz jedinstvenosti rjexeǌa Koxijevog
problema za obiqne diferencijalne jednaqine.

Ilustrova²emo sada metod karakteristika rjexavaǌem jednaqine transpor-
ta za vektorsko poǉe qiji tok nije stixǉiv. Neka je V : Rn → Rn vektorsko poǉe
na Rn dato sa V (p) = p. Neka je f : Rn → R funkcija data sa f(p) = e−|p|

2
. Na²i

²emo rjexeǌe u jednaqine transporta

(6) ∂tu + div(uV ) = 0
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koje zadovoǉava poqetni uslov u(p, 0) = f(p). Jednaqina (6) je ekvivalentna sa

∂tu +
n∑

j=1

pj∂pj u = −nu.

Ovo je kvazilinearna parcijalna diferencijalna jednaqina po n + 1 promjenǉi-
vih. ǋeno karakteristiqno vektorsko poǉe je jednako

W : (t, p1, . . . , pn, s) 7→ (1, p1, . . . , pn,−ns).

Kriva x = (xt, x1, . . . , xn, xs) : R → Rn+2 je integralna kriva karakteristiqnog
vektorskog poǉa W ako, i samo ako, ona jeste rjexeǌe sǉede²eg sistema obiqnih
diferencijalnih jednaqina

x′t = 1,

x′j = xj , j ∈ {1, . . . , n},
x′s = −nxs.

Dakle, x je integralna kriva vektorskog poǉa W ako, i samo ako, va¼i

x(z) =
(
z + ct, c1e

z, . . . , cnez, cse
−nz

)

za neke konstante ct, c1, . . . , cn, cs ∈ R. S obzirom na poqetni uslov u(p, 0) =
e−|p|

2
, grafik Γu nepoznate funkcije u sadr¼i podmnogostrukost

{(
0, p, e−|p|

2) ∣∣ p ∈ Rn
}
.

Podmnogostrukost {0} × Rn ⊂ Rn+1 odgovara podmnogostrukosti Π iz teore-
me 4.3. Grafik Γu dobi²emo kao uniju svih (slika) integralnih krivih karak-
teristiqnog vektorskog poǉa koje sijeku

{(
0, p, e−|p|

2)}
. Oznaqimo sa xp, p ∈ Rn

integralnu krivu od W za koju va¼i xp(0) =
(
0, p, e−|p|

2)
. Eksplicitno

xp(z) =
(
z, p · ez, e−|p

2|−nz
)
.

Dakle, Γu =
⋃

p∈Rn xp(R). To jest,

{(t, p, u(p)) | t ∈ R, p ∈ Rn} =
{(

z, qez, e−|q|
2−nz

) | z ∈ R, q ∈ Rn
}
.

Da bismo naxli u(t, p) treba da na±emo z i q takve da va¼i (t, p, u(p)) =(
z, qez, e−|q|

2−nz
)
. Ovaj uslov jedinstveno odre±uje z = t i q = pe−t. Slijedi

u(t, p) = e−nt−e−2t·|p|2 .
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