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NEJEDNAKOST STEVIN-BOTEMA

Napomena urednixtva. U toku pripreme za xtampu ovog qlanka primili
smo tu¼nu vest da je preminuo dr Xefket Arslanagi², profesor u penziji Prirodno-
matematiqkog fakulteta u Sarajevu. Profesor Arslanagi² je ro±en u Trebiǌu 1942.
godine, a u svojoj bogatoj akademskoj karijeri objavio je 60 nauqnih radova iz oblasti ana-
litiqkih i geometrijskih nejednakosti, preko 600 struqnih radova iz matematike i ǌene
metodike, kao i 44 kǌige posve²ene prete¼no radu sa mladim matematiqarima. Ure±ivao
je qasopis ,,Triangle’’ a bio je saradnik vixe drugih qasopisa, me±u ǌima ,,Tangente“ i
,,Nastave matematike“ koje izdaje Druxtvo matematiqara Srbije i u kojima je objavǉeno
nekoliko desetina ǌegovih qlanaka. Izra¼avamo veliko ¼aǉeǌe zbog ǌegovog odlaska i
najdubǉe sauqex²e porodici.

U ovom qlanku ²emo izlo¼iti jednu zanimǉivu nejednakost koja ima veliku
primjenu kod dokazivaǌa raznih va¼nih geometrijskih nejednakosti koje va¼e za
elemente trougla. Rijeq je o sǉede²oj nejednakosti:

(1) (λ1 + λ2 + λ3)2R2 > λ2λ3a
2 + λ1λ3b

2 + λ1λ2c
2,

gdje su λ1, λ2, λ3 realni brojevi, te a, b, c du¼ine stranica trougla, a R je
polupreqnik opisane kru¼nice tog trougla. Dokazano je da va¼i i uopxteǌe
nejednakosti (1) koje glasi

(2)
( n∑

k=1

λk

)2

R2 >
∑

16i<j6n

λiλj |AiAj |2,

gdje su λk (1 6 k 6 n) realni brojevi, te |AiAj | (1 6 i < j 6 n) du¼ine stranica
upisanog poligona A1A2 . . . An u kru¼nicu qiji je polupreqnik R. Nejednakosti
(1) i (2) potiqu od S. Stevina i O. Boteme1, pa se u literaturi po ǌima i
nazivaju.

Dokazi nejednakosti (1) i (2) se mogu na²i u kǌizi [1], str. 27–29.
Navedene nejednakosti, pogotovo nejednakost (1), imaju veliki broj posǉedi-

ca koje se u [1] mogu na²i kao poznate nejdnakosti koje va¼e za elemente trougla.
Navodimo neke od ǌih.

Posǉedica 1. Za λ1 = a2, λ2 = b2, λ3 = c2 dobijamo nejednakost 4.4 iz [1]
koja glasi:

a2 + b2 + c2 > 4P
√

3,

gdje je P povrxina datog trougla.

1S. Stevin (1548–1620), O. Bottema (1901–1992), holandski matematiqari
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Posǉedica 2. Za λ1 = a(4s2 − a2 − b2 − c2 − 2as), λ2 = b(4s2 − a2 − b2 −
c2 − 2bs), λ3 = c(4s2 − a2 − b2− c2 − 2cs) imamo nejednakost 4.7 iz [1] koja glasi:

4P
√

3 + Q 6 a2 + b2 + c2 6 4P
√

3 + 3Q,

gdje je s poluobim datog trougla, a Q = (b− c)2 + (c− a)2 + (a− b)2.

Posǉedica 3. Za λ1 = a, λ2 = b, λ3 = c iz (1) dobijamo, redom, sǉede²e
me±usobno ekvivalentne nejednakosti:

(a + b + c)2R2 > a2bc + b2ac + c2ab,

(a + b + c)2 > 4RP,

2s ·R2 > 4Rrs,

R > 2r,

gdje su R i r radijusi opisane i upisane kru¼nice datog trougla, a ovo je nejed-
nakost 5.1 iz [1], poznata kao Ojlerova nejednakost.

Posǉedica 4. Za λ1 = 2s−3a, λ2 = 2s−3b, λ3 = 2s−3c i λ1 = λ2 = λ3 = 1
imamo nejednakost 5.13 iz [1] koja glasi

36r2 6 a2 + b2 + c2 6 9R2.

Posǉedica 5. Za λ1 = a(s − a), λ2 = b(s − b), λ3 = c(s − c) imamo
nejednakost 5.7 iz [1] koja glasi:

2s2(2R− r) 6 R(4R + r)2.

Posǉedica 6. Za λ1 = 2s− a, λ2 = 2s− b, λ3 = 2s− c imamo nejednakost
5.25 iz [1] koja glasi;

8r(R− 2r) 6 Q 6 8R(R− 2r).

Sada ²emo izvesti jox neke zanimǉive nejednakosti koje slede iz Stevin-
Botema nejednakosti (1).

Nejednakost 1. Neka su x, y, z ∈ R+, a, b, c su du¼ine stranica trougla i
P je ǌegova povrxina. Tada va¼i nejednakost

(3) a2x + b2y + c2z > 4P
√

xy + yz + zx.

Dokaz. Za λ1 = a2x, λ2 = b2y, λ3 = c2z dobijamo iz (1):

(a2x + b2y + c2z)2R2 > a2b2c2(yz + zx + xy),

a odavde, zbog abc = 4RP ,

(a2x + b2y + c2z)2R2 > 16R2P 2(yz + zx + xy),

odnosno nejednakost (3).
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Jednakost u (3) va¼i ako i samo ako je a = b = c, tj. ako je dati trougao
jednakostraniqan.

Nejednakost 2. Neka su m,n, p > 0 i neka su a, b, c du¼ine stranica
trougla qija je povrxina P . Tada va¼i nejednakost

(4) a2 · m

n + p
+ b2 · n

m + p
+ c2 · p

m + n
> 2

√
3 P.

Dokaz. Stavǉaju²i u (3) da je x =
m

n + p
, y =

n

m + p
, z =

p

m + n
dobijamo:

a2 · m

n + p
+ b2 · n

m + p
+ c2 · p

m + n

>
√

m

n + p
· n

m + p
+

n

m + p
· p

m + n
+

p

m + n
· m

n + p
· 4P,

xto ²emo kra²e zapisivati kao

(5)
∑

a2 · m

n + p
>

√∑ m

n + p
· n

m + p
· 4P.

Dokaza²emo sada da va¼i nejednakost

(6)
∑ m

n + p
· n

m + p
> 3

4
, tj. 4

∑
mn(m + n) > 3

∏
(m + n).

Neka je s = m + n + p; tada se (6) mo¼e zapisati kao

4
∑

(m2n + mn2) > 3
∏

(s−m) = 3
[
s2 − sP 2 +

(∑
mn

)
s−mnp

]
,

xto je ekvivalentno sa

4
∑

(m2n + mn2) > 3
(∑

mn
)
− 3mnp,

odnosno
∑

(m2n+mn2) > 6mnp, a ova nejednakost je taqna na osnovu nejednakosti
izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine za xest pozitivnih brojeva. Dakle,
nejednakosti (6) su taqne. Sada iz ǌih i nejednakosti (5) slijedi nejednakost (4).

Jednakost u nejednakosti (4) va¼i ako i samo ako je m = n = p i a = b = c.

Nejednakost 3. (Nejednakost Sege-Poja2) Neka su a, b, c du¼ine stranica
trougla i P ǌegova povrxina. Tada va¼i nejednakost

(7) a2b2c2 >
(4P√

3

)3

.

Dokaz. Kako je R =
abc

4P
, iz (1) dobijamo da je

(8) (λ1 + λ2 + λ3)2 · a2b2c2

16P 2
> a2λ2λ3 + b2λ1λ3 + c2λ1λ2.

2G. Szegö (1895–1985), G. Polya (1887–1985) – ameriqki matematiqari ma±arskog porijekla
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Stavǉaju²i x = λ2λ3, y = λ1λ3 i z = λ1λ2 u (3), dobijamo

(9) a2λ2λ3 + b2λ1λ3 + c2λ1λ2 > 4P
√

λ1λ2λ3(λ1 + λ2 + λ3).

Sada iz (8) i (9) slijedi

(λ1 + λ2 + λ3)2 · a2b2c2

16P 2
> 4P

√
λ1λ2λ3(λ1 + λ2 + λ3),

odnosno

a2b2c2 >
√

λ1λ2λ3(λ1 + λ2 + λ3) · (4P )3

(λ1 + λ2 + λ3)2
.

Uzimaju²i specijalno da je λ1 = λ2 = λ3 =
1
3
, dobijamo nejednakost (7). Jed-

nakost va¼i ako i samo ako je a = b = c.

Nejednakost 4. Neka su a1, b1, c1 i a2, b2, c2 du¼ine stranica dvaju
trouglova, a P1 i P2 su ǌihove povrxine. Tada va¼i nejednakost

(10) a1a2 + b1b2 + c1c2 > 4
√

3 ·
√

P1P2.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine
za tri broja imamo

a1a2 + b1b2 + c1c2 > 3 3
√

(a1a2)(b1b2)(c1c2) = 3 3
√

a1b1c1 · 3
√

a2b2c2,

a odavde zbog (7):

a1a2 + b1b2 + c1c2 > 3

√
4P1√

3
·
√

4P2√
3

= 4
√

3 ·
√

P1P2.

Jednakost u (10) va¼i ako i samo ako je a1 = b1 = c1 i a2 = b2 = c2, tj. ako su
oba trougla jednakostraniqni.

Nejednakost 5. Neka su a1, b1, c1 i a2, b2, c2 du¼ine stranica dvaju
trouglova, a P1 i P2 su ǌihove povrxine. Tada va¼i nejednakost

(11)
∑

a2
1(b

2
2 + c2

2 − a2
2) > 16P1P2.

Dokaz. Neka je a1 = a, b1 = b, c1 = c i x = b2
2 + c2

2 − a2
2, y = a2

2 + c2
2 − b2

2,
z = a2

2 + b2
2 − c2

2. Tada iz (3) dobijamo

(12)
∑

a2
1(b

2
2 + c2

2 − a2
2) >

√∑
(b2

2 + c2
2 − a2

2)(a
2
2 − b2

2 + c2
2) · 4P1.

Tako±e imamo

∑
(b2

2 + c2
2 − a2

2)(a
2
2 − b2

2 + c2
2) =

∑
(c4

2 − b4
2 − a4

2 + 2a2
2b

2
2)

(13)

= 2
∑

a2
2b

2
2 −

∑
(c4

2 − b4
2 − a4

2) = 2
∑

a2
2b

2
2 −

∑
a4
2 = 16P 2

2 .
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Sada iz (12) i (13) slijedi nejednakost (11). Jednakost va¼i ako i samo ako je
a1 = b1 = c1 i a2 = b2 = c2.

LITERATURA
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