
NASTAVA MATEMATIKE U OSNOVNOJ I SREDǋOJ XKOLI

Dr Jovan Karamata

PRAKTIQNE MOGU�NOSTI MATEMATIQKIH REXEǋA

Napomena urednixtva. Xkolske 1931/32 godine pokrenut je u Beogradu qa-
sopis ,,Matematiqki list za sredǌu xkolu“. Urednik je bio dr Radivoje Kaxanin (tada)
vanredni profesor Univerziteta u Beogradu. Prema ǌegovim reqima:

,,Pokretaǌe ovog qasopisa treba smatrati kao izraz te¼ǌe i pokuxaj da se u sredǌo-
xkolsku matematiqku nastavu unese malo vixe ¼ivota; da se i u naxoj xkolskoj kǌi¼ev-
nosti stvori mogu²nost za odr¼avaǌe qvrx²ih veza, s jedne strane izme±u matematiqkih
nauka i onih koji ¼ele da se bave ǌima, a s druge strane izme±u svih onih koje ove nauke
mogu da interesuju. Jer, u ovom pogledu je naxa xkolska kǌi¼evnost bila do sada jedan
izuzetak prema onome xto se na strani daje videti. A mo¼e se re²i i to da se kod nas

Preuzeto iz Matematiqkog lista za sredǌu xkolu, Beograd, 1931-1932, broj 1 i 2, str. 17–24.
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uopxte egzaktnim naukama poklaǌalo srazmerno malo pa¼ǌe, a znatno maǌe no xto se to
qini kod drugih naroda.“

Na¼alost, ovaj qasopis je izlazio samo dve xkolske godine. Ipak, predstavǉao je
va¼an pokuxaj unoxeǌa novih metoda u sredǌoxkolsku nastavu (ne zaboravimo da se u to
vreme u sredǌu xkolu polazilo sa 11 godina).

Da bismo naxim sadaxǌim qitaocima bli¼e predstavili pomenuti qasopis, preno-
simo u ovoj svesci Nastave matematike jedan qlanak Jovana Karamate, verovatno naxeg,
u svetskim razmerama, najpoznatijeg matematiqara 20. veka, koji demonstrira va¼nost
diskusije prilikom rexavaǌa elementarnog matematiqkog zadatka.

Rexavaǌe matematiqkih zadataka, koje obiqno zovemo problemima, deli se
na tri, u suxtini razliqita dela: 1) izra¼avaǌe podataka matematiqkim iz-
razima i postavǉaǌe zadataka u jednaqine; 2) rexavaǌe postavǉenih jednaqina;
3) diskusija dobivenih rezultata. Pri rexavaǌu zadataka glavnu potexko²u
qine prvi i tre²i deo; jer za onoga ko potpuno vlada algebarskim radǌama,
drugi deo rexava se tako re²i sam od sebe, primeǌuju²i na dobivene jednaqine
poznata pravila iz algebre. Od naroqite va¼nosti je bax tre²i deo i, kao xto
sam naslov kazuje, ciǉ je ovoga qlanka da u prvom redu na ǌega obrati pa¼ǌu.
Xto se tiqe prvog dela, on sam po sebi ne iziskuje naroqito objaxǌavaǌe, ve²
zahteva samo okretnost u mixǉeǌu.

Va¼nost i naqin obrade tre²eg dela rexavaǌa zadataka pokaza²emo na po-
drobnom rexavaǌu ovog zadatka:

Na pravoj liniji nalaze se dva izvora svetlosti, A i B, razliqite
jaqine. Na�i na toj pravoj liniji onu taqku C koju podjednako osvetǉavaju
oba izvora svetlosti.

Pri tome se pretpostavǉa kao poznat zakon iz fizike, da jaqina svetlosti
opada sa kvadratom rastojaǌa.

I

Uzmimo prvo da odstojaǌe svetlosnih izvora iznosi 1,5m, jaqina svetlosnog
izvora A 12, a izvora B 3 jedinice jaqine (intenziteta). Da bismo utvrdili
polo¼aj taqke C na pravoj AB, izaberimo za nepoznatu odstojaǌe AC i oznaqimo
ga sa x (sl. 1).

Slika 1

Kako je jaqina osvetǉeǌa izvora A na odstojaǌu od 1 m jednaka 12, na

odstojaǌu od 2m jednaka
12
22

, na odstojaǌu od 3m jednaka
12
32

jedinica jaqine
osvetǉeǌa, itd, to ²e uopxte na odstojaǌu od x metara jaqina osvetǉeǌa svet-

losnog izvora A biti
12
x2

; tako isto jaqina osvetǉeǌa svetlosnog izvora B na
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odstojaǌu od (1,5 − x)m bi²e
3

(1,5− x)2
jedinica jaqine osvetǉeǌa. Taqka C

bi²e, prema tome, podjednako osvetǉena od oba izvora A i B ako x izaberemo
tako da bude

12
x2

=
3

(1,5− x)2
.

Ovim smo zavrxili prvi deo rexavaǌa.

Drugi deo se sastoji u tome da se postavǉena jednaqina rexi. Najbr¼e ²emo
je rexiti ovako. Obe strane jednaqine podelimo sa 3:

4
x2

=
1

(1,5− x)2
,

izvadimo drugi koren na obe strane, i dobi²emo dve jednaqine:

2
x

= +
1

1,5− x
i

2
x

= − 1
1,5− x

.

Odavde sleduje
2(1,5− x) = x ili 2(1,5− x) = −x,

dakle
3− 2x = x ili 3− 2x = −x,

pa je konaqno
x = x1 = 1 m ili x = x2 = 3m.

Ovim je zavrxen i drugi deo rexavaǌa.

Ostaje jox da ispitamo ukoliko dobiveni rezultati odgovaraju postavǉenom
zadatku. Vidimo da smo za tra¼eno odstojaǌe x dobili dve vrednosti: x1 = 1 m
i x2 = 3 m; to znaqi da postoje dve taqke, C1 i C2, koje su podjednako osvetǉene
(sl. 2). Posmatrajmo prvu, C1, koja je udaǉena 1m od taqke A, prema tome
1,5m − 1m = 0,5 m od taqke B; ona je dakle dvaput bli¼a taqki B nego taqki
A; ovo odgovara zadatku, jer je jaqina svetlosnog izvora A qetiri puta jaqa od
jaqine izvora B.

Slika 2

Druga taqka, C2, udaǉena je 3m od taqke A; ona se dakle nalazi izvan
odseqka AB, na odstojaǌu 1,5m od taqke B. Dakle, i u ovom sluqaju, taqka
C2 dvaput je bli¼a taqki B nego taqka A. Prema tome i ovo rexeǌe odgovara
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zadatku. To mo¼emo ovako objasniti. Svetlosni zraci koji polaze iz taqaka A i
B razilaze se se na sve strane, te ²e zrak koji polazi iz taqke A prema taqki B
(ako ga taqka B ne zadr¼i), biti u taqki C2 iste jaqine kao i zrak koji polazi
iz taqke B u istom pravcu. Time je i tre²i deo rexavaǌa zavrxen i zadatak
potpuno rexen.

II

U rexenom primeru jaqina svetlosti u taqki A bila je ve²a od jaqine u
taqki B. Posmatrajmo sada isti zadatak, ali uzmimo da je jaqina svetlosti u
taqki A jednaka 0,5, a u taqki B jednaka 8 jedinica, tj. da je jaqina svetlosnog
izvora ve²a u taqki B nego u taqki A. Pri tome zadr¼avamo isto rastojaǌe od
1,5m izme±u taqaka A i B.

Ako i sad oznaqimo sa x tra¼eno odstojaǌe taqke C od taqke A, jednaqina
²e, sliqno pre±axǌem sluqaju, glasiti

0,5
x2

=
8

(1,5− x)2
.

Kad pomo¼imo obe strane ove jednaqine sa 2 i izvuqemo drugi koren, dobi²emo
opet dve jednaqine:

1
x

= +
4

1,5− x
i

1
x

= − 4
1,5− x

.

Dakle, imamo
1,5− x = 4x ili 1,5− x = −4x.

Odave dobijemo dve vrednosti za x:

x = x1 = 0,3m = 30 cm i x = x2 = −0,5m = −50 cm.

Prvo rexeǌe je pozitivno. Tra¼ena taqka C ′ udaǉena je 30 cm od taqke A,
tj. 150 cm − 30 cm = 120 cm od taqke B. Ona je dakle qetiri puta bli¼e taqki

A nego taqki B. Ovo odgovara zadatku, jer je jaqina u taqki A
8

0,5
= 16 puta

maǌa od jaqine u taqki B.

Slika 3

Drugo rexeǌe je negativno; treba videti da li i ono odgovara zadatku i
kako. Kod prvog zadatka (sl. 2), videli smo da se sa obe strane izvora slabije
jaqine nalazi po jedna taqka podjednako osvetǉena. Uporedimo li ovu qiǌenicu
sa sadaxǌim naxim zadatkom, zakǉuqujemo da se i u ovom sluqaju mora nalaziti
sa leve strane taqke A jedna taqka C ′′ koja je podjednako osvetǉena kao i taqka C ′.
Mi smo, me±utim, dobili da je druga taqka udaǉena −50 cm od taqke A. Uzmemo



24 J. Karamata

li da se taqka C ′′ nalazi levo od taqke A za 50 cm, tj. na 150 cm+50 cm = 200 cm

levo od taqke B, vidimo da je ta taqka
200
50

= 4 puta bli¼e taqki A nego taqki B.
To je, prema tome, druga taqka koja odgovara postavǉenom zadatku. Znak minus
(−) u drugom rezultatu kazuje, dakle, da se taqka C ′′ nalazi na 50 cm od taqke A,
no sa suprotne strane od taqke C ′. I tako, oba rexeǌa odgovaraju postavǉenom
zadatku.

III

Posmatrajmo jox uvek isti zadatak, ali uzmimo sad da su svetlosni izvori
A i B iste jaqine, recimo 5 jedinica. Rastojaǌe taqaka A i B neka bude opet
1,5m. Jednaqina koja odre±uje odstojaǌe x taqke C od A glasi²e u ovom sluqaju

5
x2

=
5

(1,5− x)2
.

Ako podelimo sa 5 i izvadimo drugi koren, dobi²emo

1
x

= +
1

1,5− x
ili

1
x

= − 1
1,5− x

,

tj.
1,5− x = x ili 1,5− x = −x.

Prva jednaqina daje x = x1 =
1,5
2

= 0,75m = 75 cm; to znaqi da je taqka C

podjednako udaǉena od taqaka A i B, xto smo mogli i predvideti, jer su jaqine
svetlosnih izvora A i B jednake.

Druga jednaqina, me±utim, ne daje nikakvo rexeǌe; ona nije zadovoǉena ni
za jednu vrednost od x jer iz ǌe izlazi 1,5 = x − x = 0, xto je besmisleno. U
ovom sluqaju postoji, dakle, svega jedna taqka C koja je podjednako osvetǉena od
izvora A i B, xto se sla¼e sa uslovovm da su jaqine svetlosnih izvora jednake.
U tom sluqaju, naime, C mora biti podjednako udaǉena od A i B, a jedina taqka
na pravoj AB koja je podjednako udaǉena od A i B je taqka koja se nalazi na
sredini izme±u ǌih.

IV

Ova tri primera samo su posebni sluqajevi opxteg zadatka u kome jaqine i
rastojaǌa A i B nisu dati brojnim vrednostima ve² slovima. Zato ²emo rexiti
i taj opxti zadatak, oznaqivxi sa a jaqinu izvora A, sa b jaqinu izvora B, a
sa d rastojaǌe taqaka A i B. Neka je, daǉe, x odstojaǌe tra¼ene taqke C od
taqke A. Tada ²e jaqina osvetǉeǌa izvora A u taqki C biti

a

x2
, a izvora B:

b

(d− x)2
. Da bi, dakle, taqka C bila podjednako osvetǉena od izvora A i B,

mora biti
a

x2
=

b

(d− x)2
.
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Va±eǌem drugog korena dobivamo:
√

a

x
= +

√
b

d− x
ili

√
a

x
= −

√
b

d− x
,

te dolazimo do jednaqina

(d− x)
√

a = x
√

b i (d− x)
√

a = −x
√

b;

ove jednaqine daju rexeǌa:

x = x1 = d

√
a√

a +
√

b
i x = x2 = d

√
a√

a−
√

b
.

Diskusija. Prvo rexeǌe je uvek pozitivno. Iz drugog rexeǌa vidimo
da treba razlikovati tri sluqaja, prema tome da li je imenilac u x2, naime√

a −
√

b, pozitivan, negativan ili nula, tj. da li je a > b, ili a < b, ili
a = b. Ranije rexena tri primera sa odre±enim brojevima odgovaraju upravo
ovim sluqajevima.

1. a > b. Prvo rexeǌe daje odstojaǌe taqke C1 od taqke A

x1 = d

√
a√

a +
√

b
,

a za odstojaǌe C1B

x′1 = d− x1 = d

√
b√

a +
√

b
;

taqka C1 nalazi se, dakle, izme±u A i B, jer je x1 < d, i to bli¼e taqki B, jer
je

d

√
b√

a +
√

b
< d

√
a√

a +
√

b
.

Druga taqka C2 je od taqke A na odstojaǌu

x2 = d

√
a√

a−
√

b
;

ono je pozitivno, jer je a > b, a ve²e je od d, jer je

d < d

√
a√

a−
√

b
.

Prema tome, taqka C2 nalazi se izvan odseqka AB, i to bli¼e taqki B od koje

je udaǉena za x2 − d = d

√
b√

a−
√

b
.

2. a < b. Taqka C ′, data prvim rexeǌem, nalazi se i ovaj put izme±u taqaka
A i B, ali sad bli¼e taqki A. Drugo rexeǌe, me±utim, daje negativnu vrednost
za tra¼eno odstojaǌe, i to

x2 = −d

√
a√

b−√a
.
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Prema gore rexenom drugom primeru, to znaqi da se taqka C ′′ nalazi na odsto-
jaǌu

AC ′′ = d

√
a√

b−√a

od taqke A, ali sa suprotne strane od taqke B. Da je ovo zaista tako, mo¼emo
se lako uveriti. Tada je, naime, odstojaǌe taqke C ′′ od taqke B jednako

BC ′′ = d

√
a√

b−√a
+ d = d

√
b√

b−√a
,

pa je prema tome
AC ′′

2

BC ′′
2 =

a

b
, tj.

AC ′′
2

a
=

BC ′′
2

b
,

xto kazuje da je zaista taqka C ′′ podjednako osvetǉena od izvora A i B. (Znak
minus dakle i u ovom opxtem sluqaju odre±uje polo¼aj taqaka koje le¼e levo od
taqke A). I u ovom sluqaju imamo dve taqke C ′ i C ′′, ali su ovaj put one bli¼e
taqki A (opet izvoru maǌe jaqine).

3. a = b. U ovom sluqaju su svetlosni izvori jednake jaqine; taqka C
mora, prema tome, biti podjednako udaǉena od taqka A i B, kao xto i daje prvi

rezultat, jer je tada AC = BC =
d

2
. Drugi rezultat, me±utim, ne daje nixta,

jer imenilac u x2 postaje jednak nuli, a deǉeǌe nulom nema smisla.

Gorǌa diskusija je bila izvedena pod pretpostavkom da je d > 0. Posmat-
rajmo xta ²e biti ako je d = 0, tj. ako se taqke A i B poklapaju.

1) Ako su jaqine svetlosnih izvora razliqite, dobijamo rexeǌe x1 = x2 = 0,
tj. obe ²e se taqke C poklopiti sa ve² poklopǉenim taqkama A i B. U tom
sluqaju, sem te taqke ne²e postojati vixe nijedna taqka koja bi bila podjednako
osvetǉena od oba izvora, xto odgovara stvarnosti.

2) Ako su jaqine svetlosnih izvora jednake, prvo rexeǌe je x1 = 0, tj. taqka

C ²e se poklopiti sa taqkama A i B. Drugo rexeǌe dobija oblik x2 =
0
0
,

xto znaqi da je polo¼aj ove taqke neodre±en. Tako u stvari i jeste, jer ako su
svetlosni izvori iste jaqine i nalaze se u istoj taqki, taqka C uvek ²e biti
podjednako osvetǉena od oba izvora, ma gde se ona nalazila na pravoj AB (ili
u prostoru).

Time je diskusija do kraja izvedena i zadatak rexen. Iz predǌeg vidimo da
smo pri vo±eǌu diskusije zadatka datog slovima uglavnom obratili pa¼ǌu na
dve stvari:

1. na to da se ispita u kakvom su odnosu veliqine date zadatkom (a, b i d)
da bi rexeǌe bilo pozitivno, negativno, nula, neodre±eno, ili da ne postoji;

2. na to da se ispita, ukoliko ovi sluqajevi odgovaraju postavǉenom zadatku.

Ako je zadatak dat u brojevima, diskusija se sastoji samo u tome da se ispita
ukoliko i kako dobijena rexeǌa odgovaraju zadatku.
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V

U gorǌem zadatku trebalo je uglavnom razlikovati pozitivna i negativna
rexeǌa i ispitati ukoliko i kako negativna rexeǌa odgovaraju zadatku. Svi
sluqajevi odgovarali su zadatku, tj. bili su praktiqno mogu²i. Ali ima primera
kod kojih u izvesnim sluqajevima rexeǌa ne odgovaraju postavǉenom pitaǌu,
nisu praktiqno mogu²a. Ovo se mo¼e pojaviti, na primer, kad je rezultat nega-
tivan broj, ili razlomak, a priroda zadatka, me±utim, zahteva da rezultat bude
pozitivan ili ceo broj. To ²emo najlakxe uvideti na ovom zadatku.

Dva poligona imaju ukupno 21 stranicu; jedan ima dvaput toliko di-
jagonala koliko drugi; koliki je broj stranica svakoga?

Oznaqimo sa x broj stranica prvog poligona; tada ²e broj ǌegovih dija-

gonala biti
x(x− 3)

2
∗ Kako je zbir stranica poligona 21, to ²e broj stranica

drugog poligona biti (21−x), a broj ǌegovih dijagonala
(21− x)(18− x)

2
. Kako

je broj dijagonala drugog poligona dva puta ve²i od broja dijagonala prvoga, to
je

2 · x(x− 3)
2

=
(21− x)(18− x)

2
.

Mno¼eǌem sa 2 i uklaǌaǌem zagrada dobijamo

2x2 − 6x = x2 − (18 + 21)x + 18 · 21,

ili, ako sve prenesemo na levu stranu i uredimo,

x2 + 33x− 378 = 0.

Za x dobijamo dve vrednosti:

x =
−33±√1089 + 1512

2
=
−33±√2061

2
,

dakle je

x1 =
−33 + 51

2
= 9 i x2 =

−33− 51
2

= −42.

Prvi rezultat odgovara zadatku i lako se mo¼emo uveriti da poligon sa 21−9 =
12 stranica ima dvaput toliko dijagonala koliko poligon sa 9 stranica. Drugo
rexeǌe je negativno, a kako poligon sa negativnim brojem stranica ne postoji,
to ono otpada kao praktiqno nemogu²e.

Rexi²emo sad isti zadatak sa opxtim brojevima.

Dva poligona imaju ukupno n stranica; jedan ima dvaput toliko dija-
gonala koliko drugi; koliki je broj stranica svakoga?

∗Kroz svaki vrh jednog poligona od n stranica prolaze (n− 3) dijagonale; kako ima n vrhova
i kako je svaka dijagonala dva puta ubrojana, to je dvostruki broj dijagonala n(n− 3).
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Neka je x broj stranica prvog poligona; onda je
x(x− 3)

2
broj ǌegovih di-

jagonala. Broj stranica drugog poligona je (n − x), a
(n− x)(n− 3− x)

2
broj

ǌegovih dijagonala. Da bi broj dijagonala drugog poligona bio dvaput ve²i od
broja dijagonala prvog, mora biti

2x(x− 3)
2

=
(n− x)(n− 3− x)

2
,

odakle dobijamo jednaqinu

x2 + (2n− 9)x− n(n− 3) = 0.

Prema tome, imamo dva rexeǌa:

x1 =
−(2n− 9) +

√
(2n− 9)2 + 4n(n− 3)

2
,

x2 =
−(2n− 9)−

√
(2n− 9)2 + 4n(n− 3)

2
.

Rexeǌe x2 je uvek negativno; prema toma ne mo¼e odgovarati zadatku, Rexeǌe x1

je, me±utim, uvek pozitivno, jer je za n > 3:
√

(2n− 9)2 + 4n(n− 3) > 2n− 9.

Ali ovo jox nije dovoǉno da to rexeǌe odgovara zadatku. Naime, da bi isto odgo-
varalo, x1 ne samo da mora biti pozitivan broj, nego i ceo; u protivnom sluqaju
rexeǌe bi bilo praktiqki nemogu²e, jer ne postoji poligon sa iracionalnim
ili racionalnim, ali ne celim brojem stranica. Da bi x1 bio ceo broj, mora
pre svega broj (2n− 9)2 + 4n(n− 3) (koji je ceo broj jer je n ceo broj) biti pun
kvadrat, tj. imati oblik N2, gde je N ceo broj. Pretpostavimo da je taj uslov
ispuǌen, tj. da je

(2n− 9)2 + 4n(n− 3) = N2;

tada je N2 neparan broj, jer je zbir jednog neparnog i jednog parnog broja; no,
onda je i N neparan broj, tj. oblika N = 2m + 1. Prema tome, bi²e

x1 =
(2m + 1)− (2n− 9)

2
= m− n + 5.

Na osnovu ove diskusije, rexeǌe gorǌeg zadatka glasi:

Postavǉeni zadatak ima rexeǌe onda, i samo onda, kad je broj
(2n− 9)2 +4n(n− 3) kvadrat neparnog celog broja 2m+1. Tada prvi poligon
ima m− n + 5, a drugi 2n−m− 5 stranica. To je jedino praktiqno mogu�e
rexeǌe.∗∗

∗∗Mo¼e se dokazati da je 21 najmaǌa vrednost broja n za koju je navedeni uslov ispuǌen. Prva
slede²a vrednost je n = 108, u kom sluqaju je m = 148, a tra¼eni poligoni imaju 45, odnosno 63
stranice [prim. ured.].
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∗ ∗ ∗
Iz obra±ena dva zadatka vidi se kako se diskusija ima voditi i od kolike

je va¼nosti takva diskusija pri rexavaǌu zadataka. Jedan zadatak se mo¼e pot-
puno shvatiti tek kad je diskusija do kraja izvedena. Ona kazuje da li i ukoliko
postavǉeni zadatak ima smisla, tj. da li je i ukoliko rezultat praktiqno mogu²
(kao xto je to bio sluqaj u drugom zadatku). Osim toga, kada se u izvesnim
zadacima (kao xto je to bio sluqaj u prvom zadatku) dobijaju pored oqekivanog
rexeǌa jox i druga, ona omogu²uje da se uvidi kada i kako ti rezultati odgo-
varaju postavǉenom pitaǌu.

Naposletku, napomiǌemo da zadatke zadane u ovom listu treba redovno re-
xavati sa diskusijom, i ovoj obra²ati naroqitu pa¼ǌu. Kako se diskusija ima
voditi vidi se iz gorǌih zadataka, a docnije ²emo to u zgodnim prilikama
pokazivati i na drugim zadacima.


