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DOKAZI BINOMNE FORMULE I PITAGORINE TEOREME
POMO�U NEODRE�ENOG INTEGRALA

Dobro je poznato da u definiciji izvoda i neodre±enog integrala nije ko-
rix²ena binomna formula, kao ni Pitagorina teorema, a to znaqi da za ǌihov
dokaz mo¼emo koristiti izvode i neodre±eni integral. Suvixno je isticati
va¼nost binomne formule za matematiku. Daǉe, u [3] i [4] smo pokazali da
mo¼emo izvesti Pitagorinu teoremu pomo²u izvoda, a sada ²emo pokazati da
obe navedene teoreme mo¼emo izvesti i pomo²u neodre±enog integrala.

Dokaz binomne formule pomo�u neodre�enog integrala

U qetvrtom razredu sredǌe xkole dokazuje se i primeǌuje binomna formula,
najqex²e u obliku
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gde je a, b ∈ R i n ∈ N. Ta formula va¼i i za kompleksne brojeve, dakle mo¼e
biti i a, b ∈ C.

U ciǉu izvo±eǌa narednog dokaza, parametar a u jednakosti (1) ²emo za-
meniti promenǉivom x, tj. zapisati je u obliku
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Po±imo sada od trivijalnog identiteta (x + b)1 = x + b; ako taj identitet
neodre±eno integriramo, dobijemo

∫
(x + b)1 dx =

∫
(x + b) d(x + b) =

∫
x dx + b

∫
dx,

odnosno 1
2 (x + b)2 = 1

2x2 + xb + C2, gde je C2 neka konstanta. Stavǉaju²i x = 0,
dobijamo C2 = 1

2b2, pa dobijamo da je

(3) (x + b)2 = x2 + 2xb + b2,

xto je dobro poznati identitet iz osnovne xkole.
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Ako sada neodre±eno integriramo formulu (3), dobijemo

1
3
(x + b)3 =

1
3
x3 + x2b + xb2 + C3.

Stavǉaju²i x = 0 dobijemo C3 = 1
3b3, pa odatle sledi poznata formula za kub

binoma

(x + b)3 = x3 + 3x2b + 3xb2 + b3.

Da bismo strogo dokazali formulu (2), primeni²emo matematiqku indukciju
slu¼e²i se neodre±enim intergiraǌem. Dakle, pretpostavimo da va¼i (2), pa
ako obe strane neodre±eno integriramo, tada dobijamo
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Ako iskoristimo da je
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, dobijamo da je
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(x + b)n+1 =
(

n + 1
0

)
xn+1b0 +

(
n + 1

1

)
xnb1 + · · ·+

(
n + 1
n + 1

)
x0bn+1,

qime je binomna formula (2) u potpunosti dokazana.

Dokaz Pitagorine teoreme pomo�u neodre�enog integrala

Koliko postoji dokaza Piragorine teoreme? To pitaǌe je sebi postavio i
E. S. Loomis, pa se poqetkom proxlog veka dao na prikupǉaǌe ǌemu svih dostup-
nih dokaza te teoreme. Prikupio ih je 367 i izdao ih je u kǌizi The Pythagorean
Proposition, ali to ne znaqi da su tu prikupǉeni bax svi dokazi. Recimo i to, da
je NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) 1968. godine objavio to
isto delo u doteranoj verziji [1]. Daǉe, va¼no je napomenuti da je W. Dunham
objavio 1978. godine delo Mathematical Universe, gde on u predgovoru tvrdi da
Pitagorina teorema ima veliki broj algebarskih, kao i geometrijskih dokaza,
ali je uveren da ne postoji ǌen trigonometrijski dokaz. Moglo bi se re²i, da
je to bila ǌegova slutǌa, koju negira Nuno Luzia daju²i dva trigonometrijska
dokaza, koji su navedeni u radu [2].

Sada ²emo ovu teoremu dokazati pomo²u neodre±enog integrala. Polazimo
od identiteta

sin x cos x− cos x sin x ≡ 0,
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iz kojeg nakon neodre±ene integracije sledi, redom,
∫

sin x cosx dx−
∫

cos x sin x dx = C,

∫
sin x d(sinx) +

∫
cosx d(cos x) = C,

1
2

sin2 x +
1
2

cos2 x = C,

sin2 x + cos2 x = 2C.(5)

Budu²i da se radi o identitetu, tada on va¼i za svako x ∈ R, pa za x = 0
dobijamo iz (5) da je C = 1

2 , a to znaqi da va¼i

(6) sin2 x + cos2 x = 1.

Ako iskoristimo standardne oznake veliqina vezanih za pravougli trougao i
definicije vrednosti trigonometrijskih funkcija mera uglova u pravouglom

trouglu, tada imamo da je sin α =
a

c
, cos α =

b

c
. Ako to uvrstimo u relaciju

(6), gde smo x zamenili s α, dobijamo formulu Pitagorine teoreme

a2 + b2 = c2,

koja va¼i onda i samo onda kada je trougao pravougli. Ta se ekvivalencija mo¼e
lako dokazati, xto pripada sredǌoxkolskom gradivu.
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