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TRANSFORMACIJE GRAFIKA ELEMENTARNIH FUNKCIJA

Osnovne elementarne funkcije su: stepene, eksponencijalne, logaritamske,
trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije. Funkcije koje iz ǌih
nastaju konaqnom primenom aritmetiqkih operacija i kompozicije nazivamo ele-
mentarnim funkcijama. Ispitivaǌe svojstava ovih funkcija predmet je izuqa-
vaǌa sredǌoxkolskih kurseva matematike.

Ciǉ ovog rada je da poka¼emo kako se skicira grafik i odre±uju svojstva
funkcije y = Cf(ax + b) + D, (a, b, C, D su realni parametri i a,C su razli-
qiti od 0) u zavisnosti od svojstava elementarne funkcije y = f(x) i datih
koeficijenata, bez korix²eǌa diferencijalnog raquna. Bi²e razmotreni i neki
primeri ovakvih funkcija u kojima figurixe i apsolutna vrednost. Tako±e,
ilustrova²emo na primerima kako se ovako dobijeni grafici mogu iskoristiti
za analizu nekih transcendentnih jednaqina i nejednaqina koje se ne mogu rexiti
na elementaran naqin.

Osnovne elementarne funkcije

Svojstva stepene funkcije f(x) = xα celobrojnog izlo¼ioca su poznate i
ilustrovane su, za razne vrednosti izlo¼ioca α, na slikama 1 i 2.

Slika 1. Grafik funkcije y = xα za α ∈ N, α parno (levo), odnosno neparno (desno)
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Slika 2. Grafik funkcije y = xα za α ∈ Z, α < 0, α parno (levo), odnosno neparno (desno)

Uqenicima su maǌe poznata svojstva stepene funkcije s racionalnim iz-
lo¼iocem

m

n
(m ∈ Z, n ∈ N, NZD(m,n) = 1), pa su stoga u doǌoj tabeli

predstavǉena ta svojstva u zavisnosti od prirode izlo¼ioca.

izlo¼ilac domen i kodomen nule znak monotonost ekstremne
vrednosti

m > 0 f : R → [0, +∞) x = 0 f(x) > 0 f ↑, x ∈ (0, +∞) x = 0
m ∈ 2N x ∈ R \ {0} f ↓, x ∈ (−∞, 0)

n ∈ 2N + 1

m < 0 f : R \ {0} nema f(x) > 0 f ↓, x ∈ (0, +∞) nema
m ∈ 2N → (0,+∞) x ∈ R \ {0} f ↑, x ∈ (−∞, 0)

n ∈ 2N + 1

m > 0 f : [0, +∞) x = 0 f(x) > 0 f ↑, x ∈ [0,+∞) x = 0
m ∈ 2N + 1 → [0, +∞) x ∈ (0,+∞)

n ∈ 2N

m < 0 f : (0,+∞) nema f(x) > 0 f ↓, x ∈ (0, +∞) nema
m ∈ 2N + 1 → (0,+∞) x ∈ (0,+∞)

n ∈ 2N

m > 0 f : R → R x = 0 f(x) > 0, f ↑, x ∈ R nema
m ∈ 2N + 1 x ∈ (0,+∞)
n ∈ 2N + 1 f(x) < 0,

x ∈ (−∞, 0)

m < 0 f : R \ {0} nema f(x) > 0, f ↓, x ∈ (0, +∞) nema
m ∈ 2N + 1 → R \ {0} x ∈ (0,+∞) f ↓, x ∈ (−∞, 0)
n ∈ 2N + 1 f(x) < 0,

x ∈ (−∞, 0)
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Slika 3. Primeri grafika stepenih funkcija racionalnog izlo¼ioca

f(x) = x1/2, g(x) = x−1/2, f1(x) = x1/3 i g1(x) = x−1/3

Eksponencijalna funkcija je funkcija u kojoj se nezavisno promenǉiva
javǉa u izlo¼iocu (eksponentu) stepena. Analitiqki je zadajemo formulom
y = ax, pri qemu je a > 0 i a 6= 1.

Slika 4. Primeri grafika eksponencijalnih funkcija f(x) = 2x i g(x) = (1/2)x

Kod logaritamske funkcije nezavisno promenǉiva se javǉa u argumentu
logaritma. Analitiqki je zapisujemo formulom y = loga x (a > 0, a 6= 1). Ona
je inverzna eksponencijalnoj funkciji y = ax, pa su ǌihovi grafici simetriqni
u odnosu na pravu y = x (slika 5).
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Slika 5. Eksponencijalna i logaritamska funkcija Slika 6. Logaritamske funkcije

Na slikama 7–10 predstavǉeni su grafici trigonometrijskih i ǌima in-
verznih funkcija. Qitaocu se prepuxta da sa grafika ,,proqita“ svojstva tih
funkcija.

Slika 7. Grafik funkcije f(x) = sin x
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Slika 8. Funkcija f(x) = tg x Slika 9. Funkcija f(x) = arcsin x

Slika 10. Grafik funkcije f(x) = arctg x

Elementarne transformacije grafika funkcija

Pretpostavimo da je data osnovna elementarna funkcija y = f(x). Nax
zadatak je da bez korix²eǌa diferencijalnog raquna nacrtamo grafik funkci-
je y = Cf(ax + b) + D u kojoj neki izrazi mogu biti i pod znakom apsolutne
vrednosti. U tom postupku koristi²emo transformacije pomeraǌa, refleksije,
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sa¼imaǌa ili istezaǌa grafika, ili delova grafika, polazne funkcije i funkci-
ja pomo²u kojih se u tom postupku dolazi do krajǌe. U narednoj tabeli dat je
spisak takvih transformacija.

funkcija transformacija koju treba izvrxiti na grafiku funkcije

f(x) + D vertikalno pomeraǌe grafika za vrednost |D|,
navixe ako je D > 0, odnosno nani¼e ako je D < 0

f(x− b) horizontalno pomeraǌe grafika za vrednost |b|,
ulevo ako je b > 0, odnosno udesno ako je b < 0

Cf(x), istezaǌe grafika du¼ y-ose C puta ako je C > 1,
C > 0, C 6= 1 odnosno sa¼imaǌe ako je C < 1

f(ax) sa¼imaǌe grafika du¼ x-ose a puta ako je a > 1,
a > 0, a 6= 1 odnosno istezaǌe ako je a < 1

−f(x) osna refleksija u odnosu na x-osu

f(−x) osna refleksija u odnosu na y-osu

|f(x)| osna refleksija u odnosu na x-osu delova grafika koji
se nalaze u poluravni y < 0 (ispod x-ose),

zadr¼avaju²i delove grafika u poluravni y > 0

f(|x|) zamena dela grafika koji se nalazi u poluravni x < 0
(levo od y-ose) simetriqnom slikom u odnosu na y-osu dela

grafika iz poluravni x > 0, zadr¼avaju²i i taj deo grafika

Do grafika zadate funkcije y = Cf(ax+b)+D dolazimo preko niza grafika,
polaze²i od osnovne elementarne funkcije:

f(x) 7→ f
(
x +

b

a

)
7→ f

(
a
(
x +

b

a

))
≡ f(ax + b) 7→ Cf(ax + b) 7→ Cf(ax + b) + D.

Primenom ovih transformacija mogu se dobiti i grafici osnovnih elemen-

tranih funkcija: y = cos x = sin
(
x +

π

2

)
, y = ctg x = tg

(π

2
− x

)
, y = arccos x =

π

2
− arcsin x i y = arcctg x =

π

2
− arctg x. Na slici 11 predstavǉena je trans-

formacija grafika funkcije y = sin x u grafik funkcije y = cos x.

Primeri grafika elementarnih funkcija

Sada ²emo nacrtati grafike nekih elementarnih funkcija primenom trans-
formacija opisanih u prethodnom odeǉku.

Primer 1. y =
∣∣2x2 − 7|x|+ 5

∣∣.
Predstavimo datu funkciju u obliku

f(x) =
∣∣∣2

(
|x| − 7

4

)2

− 9
8

∣∣∣.
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Slika 11. Translacija grafika funkcije f(x) = sin x do grafika funkcije

g(x) = cos x = sin(x + π/2)

Nacrtajmo grafik ove funkcije korak po korak, polaze²i od grafika elementarne
funkcije y = x2:

x2 7→
(
x−7

4

)2

7→ 2
(
x−7

4

)2

7→ 2
(
x−7

4

)2

−9
8
7→ 2

(
|x|−7

4

)2

−9
8
7→

∣∣∣2
(
|x|−7

4

)2

−9
8

∣∣∣.

Slika 12. Grafici funkcija f1(x) = x2 i f2(x) = (x− 7/4)2
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Slika 13. Grafici funkcija f3(x) = 2(x− 7/4)2 i f4(x) = 2(x− 7/4)2 − 9/8

Slika 14. Grafici funkcija f5(x) = 2(|x| − 7/4)2 − 9/8 i f6(x) = |2(|x| − 7/4)2 − 9/8|

Primer 2. y =
2|x|+ 4
6− 3|x| .

Datu funkciju mo¼emo napisati u obliku y = −2
3
− 8

3
· 1
|x| − 2

. Do tog oblika

mo¼emo do²i preko niza funkcija:

1
x
7→ 1

x− 2
7→ −8

3
· 1
x− 2

7→ −2
3
− 8

3
· 1
x− 2

7→ −2
3
− 8

3
· 1
|x| − 2

(v. slike 15–17).
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Slika 15. Grafici funkcija f1(x) = 1/x i f2(x) = 1/(x− 2)

Slika 16. Grafici funkcija f3(x) = −8/(3(x− 2)) i f4(x) = −2/3− 8/(3(x− 2))
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Slika 17. Grafik funkcije f5(x) = −2/3− 8/(3(|x| − 2))

Primer 3. y = log1/2

∣∣∣1− 2
∣∣|x| − 1

∣∣
∣∣∣.

Datu funkciju1 dobijamo pomo²u niza funkcija

log1/2 x 7→ log1/2 2x 7→ log1/2 |2x| 7→ log1/2 |2(x− 1/2)|
7→ log1/2

∣∣1− 2|x|
∣∣ 7→ log1/2

∣∣1− 2|x− 1|
∣∣ 7→ log1/2

∣∣∣1− 2
∣∣|x| − 1

∣∣
∣∣∣.

(slike 18a, 18b).

Slika 18a. Niz grafika funkcija za konstrukciju grafika y = log1/2

∣∣∣1− 2
∣∣|x| − 1

∣∣
∣∣∣.

1Zadatak preuzet iz [1]
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Slika 18b. Niz grafika funkcija za konstrukciju grafika y = log1/2

∣∣∣1− 2
∣∣|x| − 1

∣∣
∣∣∣.

Primer 4. y = arcsin
2 + 3|x|

4
.

Do date funkcije dolazi se preko niza funkcija:

arcsin x 7→ arcsin
3
4
x 7→ arcsin

3
4

(
x +

2
3

)
7→ arcsin

3
4

(
|x|+ 2

3

)
≡ arcsin

2 + 3|x|
4

(slike 19–20).

Slika 19.
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Slika 20. Grafik funkcije y = arcsin
2 + 3|x|

4

Primena grafika elementarnih funkcija na rexavaǌe
transcendentnih jednaqina i nejednaqina

Konstrukcija grafika elementarnih funkcija opisana u prethodnom odeǉku
mo¼e se uspexno iskoristiti za analizu jednaqina i nejednaqina, ukǉuquju²i
one koje sadr¼e parametar, kao i one qija se rexeǌa ne mogu dobiti elementarno.
Ilustrujmo to narednim primerima.

Primer 5. U zavisnosti od parametra α ∈ [0, π] \ {π/2} odrediti broj
rexeǌa jednaqine ∣∣x2 − 3|x| − 4

∣∣ = x tg α + 4.

Rexeǌe. Funkcije f(x) =
∣∣x2 − 3|x| − 4

∣∣ i g(x) = x tg α + 4 za domen imaju
skup realnih brojeva, a za x = 0 obe imaju vrednost 4. Funkcija f je parna, pa se
u analizi mo¼emo ograniqiti na sluqajeve α ∈

[
0,

π

2

)
, jer su rexeǌa jednaqine

za α ∈
(π

2
, π

]
simetriqna rexeǌima za α ∈

[
0,

π

2

)
u odnosu na taqku x = 0. Broj

rexeǌa jednaqine jednak je broju preseqnih taqaka grafika tih dveju funkcija.

Uzmimo najpre da je α = 0. Tada na grafiku (slika 21) uoqavamo da osim
x3 = 0 jednaqina ima jox qetiri rexeǌa. Lako se uoqava i da u sluqaju α =

π

4
(slika 22) ti grafici imaju qetiri preseqne taqke, pa je broj rexeǌa jednak 4.
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Slika 21 Slika 22

Slede²i graniqni sluqaj je kada je grafik
funkcije g tangenta grafika funkcije f u taq-
ki (0, 4). Iz uslova da sistem jednaqina y =
−x2 + 3x + 4 ∧ y = x tg α + 4 ima jedinstveno
rexeǌe dobijamo da je tg α = 3, odnosno α =
arctg 3. U tom sluqaju data jednaqina ima dva
rexeǌa (slika 23).

Na osnovu svega reqenog, broj rexeǌa jed-
naqine predstavi²emo u narednoj tabeli.

Slika 23

α ∈ broj rexeǌa
[
0,

π

4

)
∪

(3π

4
, π

]
5

{π

4
,
3π

4

}
4

(π

4
, arctg 3

)
∪

(
π − arctg 3,

3π

4

)
3

[
arctg 3,

π

2

)
∪

(π

2
, π − arctg 3

]
2
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Primer 6. Odrediti celobrojna rexeǌa nejednaqine 1− ln |x| > e|x−1|.

Rexeǌe. Nejednaqina je definisana za sve realne brojeve izuzev za x = 0.
Oznaqimo f(x) = 1− ln |x| i g(x) = e|x−1| i konstruiximo grafike tih funkcija
na ve² opisani naqin (slika 24).

Slika 24

Na osnovu slike zakǉuqujemo da je rexeǌe nejednaqine odre±eno sa x ∈
[x1, 0)∪ (0, 1]. Kako je x1 ∈ (−1, 0), imamo da je x2 = 1 jedino celobrojno rexeǌe
nejednaqine.

Zadaci za ve�baǌe

1. Ne koriste²i diferencijalni raqun, skicirati grafike slede²ih funkcija:

a) y = | − 3x2 + 2|x|+ 1|; b) y = 3− |x2 − |x− 1||;

v) y =
2|x| − 4
3 + 3|x| ; g) y =

∣∣∣∣
2|x| − 4
6− 3|x|

∣∣∣∣;

d) y =
∣∣∣∣2−|x| −

1
2

∣∣∣∣: ±) y =
∣∣3|x−1| − 3

∣∣;

e) y = log2 |x− |x− 1||: ¼) y = arctg |1− 2|x||.

2. U zavisnosti od a ∈ (−2, 2) odrediti broj rexeǌa jednaqine:

a) |x2 − 4|x|+ 3| = a; b) a sin x = ln |x|.
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3. Odrediti zbir celobrojnih rexeǌa nejednaqine:

a) arcsin |x− 1| > | sin x|; b) |x| − 1 < e−|x−1|.
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2011.

Visoka xkola za vaspitaqe, Kruxevac

E-mail : mzivanovic@vaspks.edu.rs


