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Oktobra 2000. godine, odr¼ano je jedno od posledǌih izlagaǌa na Seminaru
za metodiku Matematiqkog fakulteta koji se u du¼em periodu sastajao meseqno
razmatraju²i delatne teme iz nastave i nauke. Predavaq je ovog meseca bio
Slavixa Prexi² koji je iste godine penzionisan u zvaǌu redovnog profesora,
ali je jox ispitivao studente ne samo iz algebre ve² i metodike. Prisustvovalo
je ne vixe od deset ǉudi ukǉuquju²i predavaqa, xto nije malo ako se imaju u
vidu burna zbivaǌa srpske politike koja su pretila da stvore jox jednu u nizu
neregularnih godina na univerzitetu.

Tema je glasila Neke metodoloxke ideje u matematici i zapoqela je
Prexi²evim stavom da opxta pedagogija matematike predstavǉa ǌeno upropax-
²avaǌe. Iluzija je da postoji jedinstvena pedagogija koja bi nam pomogla da
dr¼imo nastavu iz raznih predmeta – kao xto su matematika, fizika, geografija,
istorija, biologija, umetnosti i dr. Glavni razlog je xto svaka od tih oblasti
ima svoje posebnosti u tolikoj meri, da skoro da nema dve od ǌih kojima bi
odgovarala sliqna metoda. Stoga matematiku mo¼e dobro predavati samo onaj
ko je najpre dobar matematiqar i potom dobar metodiqar [3, Vi±eǌe 67, str. 52].

Prexi² zapravo nikada nije odvajao nastavu od istra¼ivaǌa u nauci. Sma-
trao ju je sastavnim delom nauqnog rada, tvrde²i da su isti postupci koji dovode
do otkri²a ujedno primenǉivi na nastavu matematike. Izlagaǌe prema tome
nije sadr¼alo opxta mesta, ve² se bezmalo ticalo matematiqke metodologije
qiji neotu±ivi qinilac predstavǉa nastavna delatnost. ǋegovu rekonstruk-
ciju uqini²emo oslaǌaju²i se na ǌegova dela Raznice i Misaona vi�eǌa u
kojima su predstavǉene tri tada pomenute ideje: prenosa, nepoznatih uporixni-
ca i svo±eǌa na rexeni oblik. Osim ǌih, u ovim delima su tako±e prisutne
metodoloxke ideje senke i tragova, pa ²e i o ǌima biti reqi.

1Qlanak je izlo¼en na konferenciji posve²enoj prof. dr Slavixi Prexi²u 14–15. decembra
2018. godine u Beogradu. Podr¼alo ga je Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja re-
publike Srbije kroz projekat III 044006.
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Metodoloxka ideja prenosa

Predstavǉaǌe ove ideje zapoqiǌemo primerom iz Raznica [1, str. 19] i pro-
pratnom metodoloxkom napomenom.

,,Rexiti po x ∈ R jednaqinu 2x + x = 23 + 3.
Rexeǌe. Nije texko videti da broj 3 jeste jedno rexeǌe. Dokazujemo da je

i jedino. Zaista, neka je a ma koji broj razliqit od 3. Tada:
Ako je a > 3, imamo 2a > 23, pa je 2a + a > 23 + 3, tj. 2a + a 6= 23 + 3.
Ako je a < 3, imamo 2a < 23, pa je 2a + a < 23 + 3, tj. 2a + a 6= 23 + 3.
Znaqi, nijedan broj izuzev 3 ne mo¼e biti rexeǌe, pa je zatvoren dokaz

jedinstvenosti tog rexeǌa.
Metodoloxka napomena 14.1. Mo¼emo se pitati da li takvu zamisao re-

xavaǌa ima samo ta jednaqina ili sliqno va¼i i za razne druge? Da bismo to
prozreli, razmotrimo navedeni dokaz qiji je plod: jednaqina izuzev 3 nema nikoje
drugo rexeǌe. Ta jednaqina se odnosi na strukturu R, pa se u navedenom dokazu
koriste razne ǌene qiǌenice kao: 3 je jedan od ǌenih qlanova, + je operacija,
2x raste kad se x pove²ava, itd. Inaqe je jasno da uopxte o strukturi R ima
beskrajno mnogo tvr±eǌa, ali usled konaqnosti taj (pa i svaki drugi) dokaz
mo¼e koristiti samo konaqan niz. I sada je pitaǌe kako da prona±emo te – re²i
²emo – uporixnice dokaza. Odmah istaknimo da u tom smislu postoje razne
mogu²nosti. Po pravilu, nakon nala¼eǌa uporixnica, a one su plod, slobodnije
reqeno, ,,logiqkog skroziraǌa, logiqkog ce±eǌa“ dotiqnog dokaza – gradi se novo
opxtije tvr±eǌe, za koje se ka¼e da iz polaznog nastaje metodoloxkom idejom
prenosa.

Recimo, ,,logiqkim skroziraǌem, ce±eǌem“ reqenog dokaza mo¼emo izre²i
ovo tvr±eǌe:

Neka je f : R → R realna funkcija koja je rastu²a i neka je a
ma koji realan broj. Tada x-jednaqina f(x) = f(a) ima jedinstveno
rexeǌe a.

Istiqemo da je ideja prenosa jedna od najva¼nijih istra¼ivaqkih, tj. metodo-
loxkih ideja u matematici uopxte.“

Metodoloxka ideja prenosa je zapravo izdanak xire ideje koju je Prexi²
nazivao udahni vazduh i naqini misaoni zagled: pokuxaj da se znaqeǌe izraza
zaboravi kako bismo ga sagledali izvan podrazumevane semantike. Polazimo od
izvesnog tvr±eǌa koje ¼elimo da uopxtimo tragaju²i za ǌegovim uporixnica-
ma, a potom ²e tvr±eǌe datog oblika va¼iti u svim okolnostima kada uoqene
uporixnice va¼e. ǋeni plodovi su metriqki prostori koji nastaju uopxteǌem
rastojaǌa ili pak normirani prostori koji su uopxteǌe apsolutne vrednosti.
Mnogi prostori u funkcionalnoj analizi su tako±e ro±eni prenosom izvesnih
tvr±eǌa o realnim brojevima [2, Vi±eǌe 43, str. 90–94].

On je ovu ideju opisivao reqima: ,,Kada stvari ²ute, vidimo mnogo vixe,“
pri qemu je takvo udahǌivaǌe vazduha smatrao za primer misaonog vinu�a.
Govorio je kako mora stvara more, a da qesto mora nastupa kada neki stav
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proglaxavamo prirodnim. U nameri da hladi glavu od takvih stavova, govorio
je: ,,Xto dikla navikla,“ hote²i time da ka¼e – xto bi ti uopxte bio prirodan
[2, Vi±eǌe 42, str. 88, fusnota 2]. Plodove ove metode je pritom nazivao oprane
rotkvice, naglaxavaju²i joj iskonski znaqaj. U izlagaǌu se, me±utim, zapitao
i o ǌenim granicama prime²uju²i da identitet jox niko nije imao smelosti
razmatrati na taj naqin. Ovom metodom se obiqno ne napadaju pojmovi jednakosti,
funkcije, skupa i sl, koji predstavǉaju logiqki skelet uopxtavanog tvr±eǌa.

Metodoloxka ideja nepoznatih uporixnica

Nasuprot ideji prenosa koja polaze²i od uporixnica omogu²ava uopxteǌe
stava, ovaj postupak se temeǉi na rekonstrukciji uporxinica kada je stav poznat.
Od osobe se primera radi tra¼i da zamisli broj, zatim mu doda jox toliko, pa
jox 10, pola baci u vodu i na kraju oduzme broj koji je zamislila da bi na kraju
ostalo 5. Ukoliko pak rekonstruixemo navedeni zadatak, potrebno je prisetiti
se uporixnica na kojima poqiva kako bismo polaze²i od uopxteǌa generisali
pojedinaqni primer. Prexi² je ovo nazvao metodoloxkom idejom nepoznatih
uporipnica.

Metodoloxka ideja svo�eǌa na rexeni oblik

Ako upitamo ±aka ,,koliko je 5+6“, a on nam odgovori ,,6+5“ – skloni smo da
se naǉutimo. Me±utim, on nam s punim pravom prigovara: ,,A xta si me uopxte
pitao?“ U tom pogledu, matematika umnogome nalikuje odgonetaǌu zagonetke xto
je qini neraskidivim qiniocem narodnog predaǌa. Pritom je od znaqaja da se
rexeǌe sintaksno odredi kako bismo bili naqisto xta znaqi rexavaǌe. S tim
u vezi, po matematiqkim zbirkama se qesto susre²u zadaci tipa uprosti izraz
– koji ni izbliza nisu uredno postavǉeni.

Ka¼emo da je preslikavaǌe F reproduktivno ako va¼i F ◦F = F , a jednaqina
ako je oblika x = F (x), gde je F reproduktivno preslikavaǌe. Za svaku jednaqinu
koja ima rexeǌe, postoji reproduktivna koja joj je ekvivalnetna. Sva rexeǌa su
tada zadata pravilom x = F (α), xto nas navodi da reprodukvinost smatramo
rexenim oblikom. Primera radi, funkcionalna jednaqina f(x) = f(−x) se svo-

di na oblik f = F (f), gde je F : f(x) 7→ f(x) + f(−x)
2

reproduktivno preslika-

vaǌe. Rexeǌa ove jednaqine su prema tome f = F (α), tj. f(x) =
α(x) + α(−x)

2
[2, Vi±eǌe 46, str. 102–105].

S tim u vezi, pomiǌem vi±eǌe profesora Prexi²a koje se nije naxlo u
ǌegovim delima. On je dugo godina boravio u svojoj vikendici na Avali i qesto
xetao po okolini, sre²u²i usput Cigane2 iz kraja. Deca su ga volela jer bi
priqao s ǌima i dao im poneki dinar. Jednom prilikom je rekao Ciganqetu:
,,Da²u ti banku ako mi odgovorix xta je sutra od juqe.“ Ono stade, razmisli,
pa reqe: ,,To je kao kad spavam, pa se probudim.“ Juqe je naime vqer, a sutra

2Upotrebǉavamo termin koji je prof. Prexi² koristio bez namere da bilo koga uvredi, xto
je oqigledno u nastavku qlanka.
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je s jutra – i xta bi bilo sjutra od veqeri nego kad spavax, pa se probudix.
Ciganqe je zapravo svelo zadatak na rexeni oblik. Prexi² je ovo isticao za
primer kako Cigani nisu trivijalni i da su daleko ispred zapadǌaka koje je
smatrao obrisanim govore²i kako nemaju qulo za bilo kakvu duhovnost.

Na reproduktivni oblik se nailazi u brojnim delatnostima me±u kojima je
umetniqko stvaralaxtvo. Delovaǌem slikara od stare slike nastaje nova, sve
dok se ne dospe do zavrxnog oblika. Zavrxena slika je plod stvaralaqkog proce-
sa, predstavǉaju²i rexeǌe koje odgovara pojmu reproduktivnosti [2, Vi±eǌe 47,
str. 105–106].

Metodoloxka ideja senke

Pretpostavimo da neku osobu zaklaǌa zid tako da je ne vidimo, ali opa¼amo
ǌenu senku tako da mo¼emo saznati ponexto o osobi. Sliqne igre su se qesto
javǉale u kvizovima, bilo da se radi o skrivenoj liqnosti ili predmetu.

Prexi² je za primer ove metodoloxke ideje uzimao teoriju Galoa koji je,
pri raspravǉaǌu pitaǌa da li je polinomna jednaqina J rexiva u radikalima,
svakoj jednaqini pridru¼io ǌenu senku G = Sen(J). Te senke su pripadale
novoj zemǉi koju je Galoa otkrio, nazvavxi je teorija grupa. Time je rexi-
vost izvesne jednaqine svedena na pitaǌe da li ǌena senka, koja predstavǉa
permutacije rexeǌa, ima opadaju²i niz normalnih podgrupa [2, Vi±eǌe 40, str.
68].

Osim ovog primera, senke su geometrijske projekcije, algebarski homomor-
fizmi i analitiqka operacija diferenciraǌa [3, Vi±eǌe 68, str. 61–73]. Eukli-
dov algoritam za iznala¼eǌe najve²eg zajedniqkog delioca je tako±e rukovo±en
metodoloxkom idejom senke, budu²i da se problem rekurzivno svodi na naredni
korak qije je rexeǌe isto kao u prethodnom [4, Vi±eǌe 112, str. 107–121].

Metodoloxka ideja tragova

Neka je data funkcionalna jednaqina f(x, y) + f(y, z) + f(z, x) = 0, u kojoj
je funkcija f : R2 → R nepoznata. Nije texko uvideti da joj je rexeǌe dato u
obliku f(x, y) = g(x)− g(y), budu²i da va¼i

(g(x)− g(y)) + (g(y)− g(z)) + (g(z)− g(x)) = 0.

Zapravo, najqex²e, kada vam neko ka¼e lako se vidi – to treba da znaqi
ne pitaj me kako sam ga rexio. Prexi² se ¼estoko suprotstavǉao takvom
stanovixtu. U povereǌu je govorio da kada matematiqar vixe od tri puta
upotrebi req trivijalno, tu je stvar propala. Ovaj izraz potiqe od naziva
za ni¼i stupaǌ obrazovaǌa koji obuhvata tri discipline: gramatiku, retoriku
i logiku (na latinskom trivium – tropu²e), gde matematika me±utim uopxte nije
spadala. Stoga se ona ne da trivijalizovati, ve² joj je svaki uvid od suxtinskog
znaqaja.

Metodoloxka ideja se sastoji u tome da o¼ivimo jednaqinu i dopustimo joj
da dejstvuje ostavǉaju²i tragove. Drugim reqima, razmatramo ǌene posledice
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ne bismo li tim putem iznaxli opxte rexeǌe. Na primer, za z = 0, jednaqina
postaje f(x, y)+f(y, 0)+f(0, x) = 0, odakle sledi f(x, y) = −f(y, 0)−f(0, x). Na
sliqan naqin dobijamo f(y, z) = −f(z, 0)− f(0, y) i f(z, x) = −f(x, 0)− f(0, z),
qime polazna jednaqina postaje

f(x, 0) + f(0, x) + f(y, 0) + f(0, y) + f(z, 0) + f(0, z) = 0.

Za y = z = 0, odatle sledi f(x, 0)+f(0, x) = 4f(0, 0) = 0, pa uvrxtavaju²i x = 0
dobijamo 6f(0, 0) = 0 otkuda dobijamo f(x, 0)+f(0, x) = 0, tj. −f(0, x) = f(x, 0).

Najzad, uz pomo² prvog traga proizilazi

f(x, y) = −f(y, 0)− f(0, x) = −f(y, 0) + f(x, 0) = g(x)− g(y),

pri qemu je g(x) = f(x, 0) proizvoǉna funkcija jedne promenǉive. Praǌem
rotkvice, tj. idejom prenosa, isti postupak rexava funkcionalnu jednaqinu qija
je oblast vrednosti ma koja grupa G [5, Vi±eǌe 160, str. 55–59].
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