HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIK0J HITKOJIN

Mapko Komruurma

JEIAH CTAB O IIOAYJAPHOCTHU TPOYTJIOBA

Y 0BOM WJIaHKY HaBeIE€HO je TBpheme koje maje jeman morpebaH U TOBOJBAH YCIOB
3a TMOAYIAPHOCT ABA TPOYINIA Y EYRIUACKOM MPOCTODPY, KAO M HEKE MOCJEIUIE TOT
TBphema.

TreOPEMA 1. Tpoyeroseu ABC u A1 B1C1 cy nodydaphu axo u camo axo
saxcu:
(Z) BC = BlCl, CA = ClAl u
(ii) mocmoje mauxe D u Dy xoje npunadajy ynympawmwocmu, pedom, oyacu AB

AD AD
u A1 B1 u npu mome sanmcu —— = 171w CcD = C1D,.

DB DB

Joxas. Hera cy Tpoyrnosu ABC u Ay B1Cy nogynapuu. Tana je BC' = B1(Ch,
CA = C1A;, AB = A1B; u £KCAB = {C1A1B;. Heka je D ymyrpamma Tauka

nysxu AB. Tanma nocroju jenmacrena Tauka D1 m3meby tauyaka Ay u By Taksa 1a je
A1D,  AD

= 22 Tamj
DB, DB e
Ai1Dq
A1Dy DB St AD
1 1

Cana na ocuoBy crasa CY C cuemnu na cy rpoyrnosu CAD u Cy A Dy nonynapuu, na
je CD = ClDl.

Cuuga 1
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Ila je xoujynrumja ycaosa (4) u (i1) HOBOBAH YCIOB 3a MOLYAAPHOCT TPOYIIIOBA
ABC u A1BC, 6uhie noka3aHo Ha NeBeT HAUMHA.

1. navun. Ysemumo osznake BC = B1Cy = a, CA = C1A; = b, AB = c,
AlBl = (1, AD = m, AlDl =m, DB = n, D1B1 =N, A= %,CD = C1D1 =d
(ci. 1). Ilo ycmosy teopeme je T = A, ma je 7 = T = AA—&-I == /\%’_1
pmvenmvo s CrjyaproBy! Teopemy ma AABC u tauky D nobujamo

d* = ECLQ + Eb2 — mn.
c ¢
Tj.

(1) d?

Awnanorno ce mobuja
A Ly A 2

2 d? = - :
@ 1t AT T @

U3 (1) u (2) cremn ma je ¢ = ¢q, ma cy tpoyraosu ABC u Ay B1Cy monynapuu Ha
ocuoBy craBa CCC.

_ A a? + 1 2 A c2
A+ A+1 A+1)277

Crnuka 2

2. navun. Kopuctuhemo o3make u3 mperxomaHor mokasa. Heka je F raura moy:xu
BC raksa ma je DE || AC, a F; rauka nywu ByCy rtarsa ma je D1E; || A1Cy

(ca. 2). Ha ocuoBy Tasecose teopeme je EC = %BC = Ta = )%Ha. Kako je
ADBE ~ ANABC, 1o je DE = %AC’ =2b= %_Hb. Amnasorso ce nobuja na je
A1Dq DB, nlb 1

mi A
BCi=—a= D\E, = AChr = —b=—=0b
AlBl 1 Cla )\—f—la . L AlBl 1 C1 )\+1

Tpoyraosu CDE u C1D1E; cy nomynapau Ha ocuoBy crasa CCC, na je L BCD =
AB1C1 D1, onakne je ma ocuoBy crasa CYC ABCD = AB;C1D,. W3 nocuenme
noayaapuoctu mobujamo ma je DB = D1B;. Cuemn ma je AB = A;Bj, na je na
ocuoBy craBa CCC ANABC =2 ANA1B1Ch.

Hanomena. Aro ca G ozmaummo tauky nyxu C'A TakBy nma je 4eTBOPOYTrao
DECG napanenorpam, Tajia ce U3 YMmHEHNLE 12 je 30up KBaapaTa LyKAHA I1jaroHasa
mapaJsesorpaMa jefHak 30upy KBaapara LysKWHA HETOBUX CTPAHUIA JOOUja ma je

A2 1
EG? =2(EC?> + DE*) - CD?*=2 2 2) — d2.
G2 = 2(EC2 + DE?) - C ((A+1)2a+(>\+1)2b> d

ElCl =

IM. Stewart (1717-1785), enriecku MaTeMaTAuap
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3. mawun. IlocToju m3omerpujcka TpaHCHOpMANUja TPOCTOPa KOja Tauke Ap
u Cy mpeciukasa penom y tauke A u C, a tauky By y tauky Bs, TakBy ma Bo
npunaga pasau Tpoyria ABC u mpu ToMm cy Tauke B u By ca ucte cTpaHe mpase
AC. Heka ce mame Tauka Dy onmcanoM TpanC)OpPMANUjOM HPECIUKABA y Tauky Ds.
Tana je Dy yuyrpamma Tauka nyxu ABs u npu ToMme je 1‘742%22 = ADllDBl = %7 Kao
u CDy =C1Dy =CD. Ila 6ucvo mokazaau na je AABC = AA; B1C 10BomBHO je

a mokaskeMo nma je By = B.

[IpermocraBumo cymporso, Tj. na Be # B. Tauka Bs Moke na ce HAJa3W Ha
npasoj AB wiu Ban me. Axo je rauka Bs ma mpasoj AB, tama cy Tauke A u By Ha
nosynpasoj [AB) ca mcre cTpane miu pazmmumTux cTpana tauke B. De3 ymamema
OMIITOCTU [OKA3a MPETIOCTABUMO na ¢y A u Bs ca pa3nmmumTux cTpaHa Tauke B,
1j. na Basku A — B — Bs. Tanma 36or 1542%2 = % Mopa butu A — D — Dy — Bs.
Axo 6u 6uno Dy = B, ouga 6u 3a omrpe yraose £ DBC u LBy BC' ua ocnoBunama
jemnakokparux Tpoyriosa Do DC u By BC Baxuino L DBC + £ B, BC = 180°, mTo
je memoryhe. He moske 6utu A — D — Dy — B, jep 6u ADy;BC umao msa Tyma yria.
He moske 6utu au A — D — B — Dy — By, jep 6u u3 jeqmaxoctu £C Do B = AC DBy
u £CBDy = LCByD cnemuno na je £DoCB = £DC By, mto je uemoryhe. Ciemu
na tauka By e mpunana npasoj AB. Tauke C', B u By He MOTY OUTH KOJIMHEADHE
jep 6u taga 36or BC = ByC mopado 6utu By = B. Takobe uu tauke C';, D u Do
He MoOry OuTu kouauHeapHe, jep 6u tama 36or CD = CDy 6uno Dy = D, na 6u u3

AD, _ AD —
DyB, — DB CIEMMIo By = B.

Herka cy M u N cpemumra ny:xu BBs u DD, pemom. Karo je BC' = BoC u
CD = CDy, 0 je CM1BBy u CNL1DDs (ca. 3). U3 jemmarkoctu g—g = SZDB?z,
Ha OCHOBY obpatne Tasecose Teopeme caenu na cy npase BBs u DDy mapasense.
Hobujamo na cy CM u C'N HOopMase Ha JBe mapajiejiHe IPABe W IPU TOM HMAjy
TAYHO je[Hy 3ajelHnuky Taury — Tauky C, mTo je Hemoryhe, ¢ 063upom ma HOpMAe
Ha JBe IapaleiHe MpaBe MOpajy OUTH mapaJiesiHe WK ce HOKJIamaTi. KoHavHO cienu
na Mopa butu By = B, ma cy tpoyriaosu ABC u Ay B1C4 3aucrta nomynapHu.

Cunugka 3 Ciuga 4

4. navun. Kopuctuhemo tauke Bs u Ds Koje Cy ommcaHe y IPETXOTHOM IOKa3y.
Heka je k rkpysxuuna y pasau AABC ca nenrpom C' u moaynpeunurom v BC' - C'A.

Hexka ce mpu umBepsuju y omHocy Ha kpy:xkmumy k tauke A, B, D, By u Dy upeciu-

kaBajy pemom y tauke A, B', D’ Bl u D} (ca. 4). Tanma je B'C = B%‘gA =CA
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u CA = %‘ACA = BC. Tauke A’,B’,C u D’ cy yetupu pasiuuure KOIUKIMIHE
Tauke 1 npu Tome ce tauke C' u D’ Hagaze ca pasmumuutux crpasa npase A’'B’, ma je
LA'D'B" = 180° — £ B'CA’ = 180° — £ BCA. U3 cauunoctu ANA'D'C uw ADAC
cnemn A’D’ = %AD, a u3 camunoctu AB'D'C u ADBC caemn B'D' = %gBD.
IlememeM TOCTIENHUX OBE]Y jeAHAKOCTU AOOUjaMo ma je

AD _CA AD _, OA

3 D X Ty
3) B'D" B'C BD B'C
Ha ocnoBy IlTonomejeBe Teopeme je
(4) AB .CD =B'C-AD +CA -B'D
A/
=B'C-\- ¢ B'D'+CA"-B'D

B'C
= (A+1).CA'-B'D,
Amanoruo ce nobuja na je BLC = CA, LA'D,B) = 180° — £B2CA = 180° —
AB1C1 A1, Kao u 1a je

(5) A'Dy . CA
BLD) BLC
u
(6) A'By-CDy=(A+1)-CA - B4D}.
: A'D' . A'D, CA' . CA _ BC . BC
Hememenm penanuja (3) u (5) padyHamo 557 B;DZ =5 Bo=0¢a 6a= 1.
’ ’ ! ’
Ilobujamo makme ma je ﬁ'g’ = £L5. Us jemmaxoctu (4) u (6) m ummennne xa
2 272
. . . . I ! Y4 . IRV
je CD' = CD) = BgDCA mobujamo ma je ﬁ’gé = gégé Cnemu na je % =

B'D’ A'D’ : 1278 0Yi 'R :
BrD] = App> Ti- TPOYIIOBU A'B'D" u A’ By D5 umajy mponopuuoHaiHe CTPaHUIE,
ma caenu na cy omn camunn. V3 cimunoctn je L A'D'B' = L A'DyB), na je {BCA =

AB1C1A;. Cana cy tpoyraosu ABC u A; B1Cy nonynapuu ma ocHoBy craBa CYC.

5. navun. Heka je F' npyra 3ajemauura rtauka npase C'D u KpysKHUIE ONUCAHE
oko AABC (cn. 5). W3 cmuunoctu ADFA u ADBC cnemu AF = g—gBC =
%ﬂ% u DF = A%’gB = (/\ﬁl)gg, a u3 cauunoctu ADFB u ADAC cnemn
BF 2:22—320,4 = 5% Pauymamo: CF = CD + DF = CD + 4258 —
%. Ha ocuosy Iltomomejese teopeme je AB-CF = AF-BC+ BF-CA, 1j.

AFD2d% 2?2 ca® 1 cb?
T D2d T AL 4 txaa
ca m, cpebuBama 1 KopeHoBama n00uja ma je

OOaKJie Ce IIoCJe neJ/bema MOCIeImhe je,Z[HaKOCTI/I

A+1 A+1)2
c_\/(/\+1)a2+ J)\r b2—( J;)d?

A+1 A+1)2
Amagorno ce nobuja ma je ¢; = \/()\—i— 1)a? + —)l: b2 — A+1) d?, ma je AB =

A1 B;. Ha ocuoBy craa CCC caenu nonynapuoct AABC u ANA1BCh.
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B2(x2y2)

c(0,0) A(1,0)
Cmuxa 5 Cruka 6

6. wmawun. Kopuctuhemo tauke Bs m Dy koje cy ommcane y tpehem mokasy.
Heka je y paBau AABC yBemen IlekapToB mpaBOyIJM KOODIWHATHU CHCTEM TAKO
na tauke C' u A umajy xoopmunare C(0,0) u A(1,0) (ca. 6). Hera tauka B uma
koopmunare B(xr1,Yy1), a tauka Ba(xa,y2). Tama tauke D u Dy uMajy KoOpauHATE
D(/\%‘_1 + %Hxl’ )%Hyl) u Dg()%Irl + /\ilxz, /\%Hyg) Kako je BC = ByC, umamo na

je u BC? = B,C?, 1j.

(7) T3+ = a5+ v

U3 jemmaroctn CD? = CD3 mvamo (1 + Az1)? + X2y = (1 + Axa)? + A%y3, 7j.
2Nz — w2) + N2(2? + y} — 23 — y3) = 0. Vspas y Apyroj 3arpaiu Tmociemse
jemmakocTu jenHak je Hyam Ha ocHOBY (7). ma mobujamo na je A(zy —x2) = 0, omarie
ciaenu na je

(8) 1 = T2,
c oB3upom 1a je A # 0. Uz (7) u (8) nobujamo na Baku

(9) Yt =3

Jemnaroct AB = ABs exBusasentHa je jemmaxoctu (xq — 1)% +yf = (w2 — 1)% + 43,
Hocnenma jennakoct je Tauna Ha ocHoBy (8) u (9). Cnemn na je AB = ABy = A1 By,
na cy tpoyraosu ABC u A BCy noaynapuu ua ocuoBy crasa CCC.

7. mavun. Osmaummo jom LCAB = a, LABC = (3, {BCA =, £DCA = ¢,
KBOD = 0, KBlclAl = 71, KchlAl = p1 u KBlchl = 91. Ha OCHOBY
CUHYCHE TeopeMe mpumemene Ha Tpoyrao ADC je singp = é—g sina = %_Hgsin «,

. . . DB .. .
NIOK U3 CUHYCHE Teopeme npuMemeHe Ha Tpoyrao DBC' nobujamo sinf = &5 sin 3 =

1 c . . .
1 sinf, 1j. ma crem na je

sin ¢ sin o ). @
sin 0 sin 3 b’

sin o a

¢ obsupom na je - 5 = § HA OCHOBY CMHYCHE T€ODeMe HPUMEHeHe Ha AABC. Kako

je siny = £sina, To je
siny  A+1 d

sing A a
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HM:M.%JM-Q

: soosingr oy
Awnanorno ce mobuja ga je =2 = )\ s o1 5

a
sin 61 b

singp  sing; siny  siny
— - —

(10) = _Sna : ey
sinf  sin6, sing  sing
Ioraxkxumo na je v = 1. Dbe3 ymamema ONMTOCTH JOKa3a HPETIOCTABUMO 4 je

~v1 < . Y3 kocunycHe Teopeme mpumemene a Tpoyriose A; B1C; u ABC nobujamo
na je
el =a® +b* —2abcosy; < a® +b* —2abcosy = ¢?,
¢ obsupom ma je ¢yHkmmja cos crporo omazajyhia ma marepsaay (0,7). Onaszme je
c1 < ¢. U3 xocunycue Teopeme mpumemene Ha Tpoyriose Ay D1Cy u ADC' nobujamo
na je

2 2 A2 2 2 2 A2 2
Crd - e YA - e

2bd 2bd

[Tpumvenom rocunycue Teopeme Ha Tpoyriaose B;D1Ch u BDC mobujamo na je

cos 1 = = Cos .

,2 02
a2+d2—(071 a2+d2_m

AF1)2
cost = ) > = cosf.
2ad 2ad
. siny __ sin(p+40) __ sin 0 sinyr __ sin 01 .

Kako je e = smp o = cos 6 + g Cosp m G- = cos O + oot S COS @1, TO je
Ha ocHoBY (10)

sin 64 sin 6 sin 6

cosf — cosfy = — cos ) — —— cosp = ——(cos 1 — cos ).
sin @1 sin sin

Kaxo je cospy > cos g, 10 je cos 1 < cos@, mro je memoryhe o63upom na je cosy >
cosf. Iobujamo ma He MOke Outy y; < . AHAJIOTHO ce HOKa3yje a He MOsKe OUTU HU
~v1 > . Caemu na mopa 6utu y; = -y, na ¢y tpoyraosu ABC u A B1Cy nonynapuu
ocuoBy craBa CYC.

8. nawun. Kopuctuhemo tauke Bs u Do onucane y rpehem nokasy. Huje orpa-
HUYEHE OMITOCTH ako mpernoctaBumMo aa ce tpoyraosu NAABC u AAB;C nanaze
y MCTOj paBHM KOjy NheMo mOCMATpaTH Kao KOMIUIEKCHY paBaH y K0jOj je CBaKoj Tadu-
KU [OJeJheH KoMIutekcan 6poj. Hera raukama A, B,C, By u Dy oarosapajy penom
KOMIUIEKCHU Opojesu a,b,c,by u do. (Ilakie o3make a,b,c u d Bume HE KOPUCTHU-

Mo 3a nysxwmue.) Kako je d —a = A(b—d), 10 je d = %Ha + %Hb, U CINYHO

dy = s4ra+ 25bo. Kaxo je [b—cf> = (b—c)(b—72) = [b]* + |c* — be — be, 10 je
|b — ¢| = |ba — ¢|, exBuBamenTHO Cca

(11) 1b]* = |b2]* = (b — ba)c + (b — by)e.
Takobe, jemmakoct |d — ¢| = |dy — ¢| je exBuBamenTHa ca

(12) |d? — |do|* = (d — dy)c + (d — dp)z.
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C mpyre crpane je

(13)
2 2 | 1 A 1 A 2
4" = Idz| _‘/\+1a+>\+1 _‘A+1a+)\+1b2
1 A 1 A=
= b a
()\+1a+)\+1 )(A+1a+)\+1b>
1 A 1 _ A —
_<A+1“+/\+1b2)(,\+1a+/\+1b2)
A2 2 2 A - —
TIOK je
o A .
(14) (d—d2)c+ (d—do)c= m((b —by)c+ (b—b9)c).
W3 penanuja (11)—(14) ce mobuja na je
A2 2 2 A Ty = A 2 2
Tj.
A 2 2 A = = =

Ilocne crpahuBame moCHEemmE jeIHAKOCTH Ca ﬁ, mobuja ce ga  BaEd
6] — |bo]* = a(b — ba) + @(b — by), mro je ckBuBamentHO ca |b—al = |by — al.
Caemn ma je AB = ABy; = A1 By, na cy tpoyraosu ABC u A, B;Cy moxynapsu Ha
ocuoBy craBa CCC.

9. wauum. HOpI/I_C>TI/IheMO crenehe osmaxe CA = @, OB — 77 CD — 7,
_3 A 16MO CJene _a =, UL
C1 B, :a_f, CiA1=bp uCiD;=d; (CH. 7)_ Kaxo je AD = \- DB, Tj. d_a =
— — = = AR 3
AMb—d) o0je d = )\%HE)—&—)%H b . Cnuuno ce mobuja na je dy = ,\%_1@—1}"'/\%_11)1-
Kaxo je
- - 2 ->2 - S —
ld|=ldi|e|dl"=|d|*"< d -d=d-di
Sl v P v i e
1 — A = 1 N A —
= b
Senili v LIPS v Kl e K0P
1, N , 2, —
@ .
o T o P e
1 — 12 A 7712 2\ N
= —— 717 'b
(>\+1)2|a1| +()\+1)2| 1| +()\+1)2a1 1,
crenu na je
(15) @b =a;- by,
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C
A SR Al DI ElF1Bl
Cunra 7 Cinra 8
¢ obsupom ma je |a’| = |aj| m |?| = |b_1)\ U3 jemmaroctu (15) caemn ma je
— —

cosd(a,b) = cosd(ar,b), maje £(a, b) = £(as, b). Cama cy Tpoyriosu
ABC u A B;Cy nonynapau Ha ocuoBy crasa CYC. m

Axo je D cpemnumre ny:xu AB Tana je % = 1, ma kopucrehn mpeTxoaHy TEOPEMY
mobujaMo a BasKu

HocnemmuA 1. Jlea mpoyena cy mehycobno nodydapha ako u camo aKo
uMajy 08a napa JeOHAKUT CMPAHUYG U jedHake mexncuwne dYyxcu Koje 00208apajy
mpehiem napy cmpanuya.

Axo je D Taura y kojoj 6ucekrpuca £ BC' A tpoyria ABC ceue crpanuny AB,
Tamga je Ha OCHOBY TEOPEME O OMCEKTPUCHU yTia TPOYyTJIa % = g—é, na gobujamo na

BaK1

ITocnemunA 2. Jlsea mpoyesa cy mehycobrno nodyoapHa aKo u camo axo
UMY 086G NaPa JEORAKUT CMPARUUG U jeOnare odceure ObuCEKkmpuca 3ar8ahenus
YRYMPAWBHUT Y2A084.

[ToncetuMmo ce ma cuMeaujaHOM TPOYTJIA HA3WBAMO NMPAaBY KOja je CUMETPUYHA Ca
TERUMHOM IYKM Y OJHOCY Ha OMCKETPUCY YHYTPAIIMEr yIid, KOHCTPYUCAHY U3 UCTOT
TemeHa Tpoyria. Ilpema jemmoj on ocobuna cuvemmjare (Bometw mHup. [1]), ako je D
TAuKA Y K(Q)joj cumenujana tpoyria ABC u3 remena C' ceue crpanuny AB, taga je
AD _ CA

5B = Boz Ia nobujaMo na BasKM

MMocaenuna 3. Zsa mpoyena cy mehycobro nodydapra axo u camo Ko uMa-
Jy 0ea napa jedHarur cmpaHuya u jeonake cumedujane xoje odzosapajy mpehem
napy cmpaHuya.

Axo je D nomnoxje sucune u3 temena C' omrpoyrior tpoyria ABC, tana je Ha
AD  VCA?>~CD?

DB~ \/BC? - CD?
HocnemmuA 4 /lsa owmpoyeaa mpoyeaa cy mehycobno nodydapra arxo u

CaMo aKo UMY 08G NAPG JEORAKUT CMPAHULA U JEORAKE BUCUNE KOje 00208aDPajY
mpehem napy cmpanuya.

ocuoBy Iluraropume Teopeme ma J00MjaMo ma BayKU

HMocaenuua 5. Hexa za mpoyenose ABC u A1 B1Cy nocmoje maywke D, E| F,
Dy, By u Fy maxee daje A—D—E—F—B, Ay—D1—E1—F1 — By, 55 = 254,
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4 — gigi, 48 = ngi CD = C,D,, CE = C1E, v CF = CiF,. Taoa je

AABC’ AA1BCh.

Dokaz. Heka je Ay = 42 Xy = 42 4 )y = 4L (cn. 8). Tama je DE =

A A Aa—A
AE_AD =% j»lAB_)\ ilAB = mABHEF: EB—FB = % +1AB

Az—A DE Aa—A1 | As+l . D\E A2—A
ASHAB = oihoamAB, ma je gp = 275L A?L- Amanorso je gk = 223t -
ifﬂ Ha ocuosy Teopeme 1 je ADFC’ = ANDEFy. Crnequ na je DF = Dy Fy,
Tj. %AB = %AlBl, makne AB = A;B;. U3 momymaphoctu
rakobhe caemu nma je LADC = LA D1Cy 1/1 ABFC = ABlFlCl, a kKako je AD =
5 AB = 25 A1By = AiDy m FB = 7 AB = X5 A1 By = F\ By, na ocrosy

craa CYC caemn nma je NADC = AAlDlCl u ABFC’ ABFCy. Hobujamo
nma je CA = C1A; u BC = B1C1, na cy tpoyraosu ABC u A; B1C: nonynapau Ha
ocuoBy craBa CCC. m

Ha kpajy HMje Temko DOKA3aTU Ha BaKU U

TEOPEMA 2. Tpoyesosu ABC u A1 B1C1 mehycobho cy cauuny axo u camo
axo 8ancu:
N CiA B:iC
(1) =3 = S
(i1) nocmoje mauxe D u Dy xoje npunadajy ynympawmocmu pedom oyxcu AB u

AD _ Ai1D; CiDy _ B1Cy
A1B1 u npu mome eancu Hf = pHEE u APt = B
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