
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Marko Koxqica

JEDAN STAV O PODUDARNOSTI TROUGLOVA

U ovom qlanku navedeno je tvr±eǌe koje daje jedan potreban i dovoǉan uslov
za podudarnost dva trougla u euklidskom prostoru, kao i neke posledice tog
tvr±eǌa.

Teorema 1. Trouglovi ABC i A1B1C1 su podudarni ako i samo ako
va�i:

(i) BC = B1C1, CA = C1A1 i

(ii) postoje taqke D i D1 koje pripadaju unutraxǌosti, redom, du�i AB

i A1B1 i pri tome va�i
AD

DB
=

A1D1

D1B1
i CD = C1D1.

Dokaz. Neka su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni. Tada je BC = B1C1,
CA = C1A1, AB = A1B1 i ]CAB = ]C1A1B1. Neka je D unutraxǌa taqka
du¼i AB. Tada postoji jedinstvena taqka D1 izme±u taqaka A1 i B1 takva da je
A1D1

D1B1
=

AD

DB
. Tada je

A1D1 =
A1D1

A1B1
A1B1 =

A1D1
D1B1
A1B1
D1B1

A1B1 =
A1D1
D1B1

A1D1
D1B1

+1
A1B1 =

AD
DB

AD
DB +1

AB = AD.

Sada na osnovu stava SUS sledi da su trouglovi CAD i C1A1D1 podudarni, pa
je CD = C1D1.
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Da je konjunkcija uslova (i) i (ii) dovoǉan uslov za podudarnost trouglova
ABC i A1B1C1 bi²e dokazano na devet naqina.

1. naqin. Uvedimo oznake BC = B1C1 = a, CA = C1A1 = b, AB = c,
A1B1 = c1, AD = m, A1D1 = m1, DB = n, D1B1 = n1, λ = m

n , CD = C1D1 = d

(sl. 1). Po uslovu teoreme je m1
n1

= λ, pa je m
c = m1

c1
= λ

λ+1 i n
c = n1

c1
= 1

λ+1 .
Primenimo li Stjuartovu1 teoremu na 4ABC i taqku D dobijamo

d2 =
m

c
a2 +

n

c
b2 −mn.

tj.

(1) d2 =
λ

λ + 1
a2 +

1
λ + 1

b2 − λ

(λ + 1)2
c2,

Analogno se dobija

(2) d2 =
λ

λ + 1
a2 +

1
λ + 1

b2 − λ

(λ + 1)2
c2
1.

Iz (1) i (2) sledi da je c = c1, pa su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni na
osnovu stava SSS.
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Slika 2

2. naqin. Koristi²emo oznake iz prethodnog dokaza. Neka je E taqka du¼i
BC takva da je DE ‖ AC, a E1 taqka du¼i B1C1 takva da je D1E1 ‖ A1C1

(sl. 2). Na osnovu Talesove teoreme je EC = AD
AB BC = m

c a = λ
λ+1a. Kako je

4DBE ∼ 4ABC, to je DE = DB
AB AC = n

c b = 1
λ+1b. Analogno se dobija da je

E1C1 =
A1D1

A1B1
B1C1 =

m1

c1
a =

λ

λ + 1
a i D1E1 =

D1B1

A1B1
A1C1 =

n1

c1
b =

1
λ + 1

b.

Trouglovi CDE i C1D1E1 su podudarni na osnovu stava SSS, pa je ]BCD =
]B1C1D1, odakle je na osnovu stava SUS 4BCD ∼= 4B1C1D1. Iz posledǌe
podudarnosti dobijamo da je DB = D1B1. Sledi da je AB = A1B1, pa je na
osnovu stava SSS 4ABC ∼= 4A1B1C1.

Napomena. Ako sa G oznaqimo taqku du¼i CA takvu da je qetvorougao
DECG paralelogram, tada se iz qiǌenice da je zbir kvadrata du¼ina dijagonala
paralelograma jednak zbiru kvadrata du¼ina ǌegovih stranica dobija da je

EG2 = 2(EC2 + DE2)− CD2 = 2
( λ2

(λ + 1)2
a2 +

1
(λ + 1)2

b2
)
− d2.

1M. Stewart (1717–1785), engleski matematiqar
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3. naqin. Postoji izometrijska transformacija prostora koja taqke A1

i C1 preslikava redom u taqke A i C, a taqku B1 u taqku B2, takvu da B2

pripada ravni trougla ABC i pri tom su taqke B i B2 sa iste strane prave
AC. Neka se daǉe taqka D1 opisanom transformacijom preslikava u taqku D2.
Tada je D2 unutraxǌa taqka du¼i AB2 i pri tome je AD2

D2B2
= A1D1

D1B = AD
DB , kao

i CD2 = C1D1 = CD. Da bismo dokazali da je 4ABC ∼= 4A1B1C1 dovoǉno je
da doka¼emo da je B2 ≡ B.

Pretpostavimo suprotno, tj. da B2 6= B. Taqka B2 mo¼e da se nalazi na
pravoj AB ili van ǌe. Ako je taqka B2 na pravoj AB, tada su taqke A i B2 na
polupravoj [AB) sa iste strane ili razliqitih strana taqke B. Bez umaǌeǌa
opxtosti dokaza pretpostavimo da su A i B2 sa razliqitih strana taqke B,
tj. da va¼i A − B − B2. Tada zbog AD2

D2B2
= AD

DB mora biti A − D − D2 − B2.
Ako bi bilo D2 ≡ B, onda bi za oxtre uglove ]DBC i ]B2BC na osnovicama
jednakokrakih trouglova D2DC i B2BC va¼ilo ]DBC + ]B2BC = 180◦, xto
je nemogu²e. Ne mo¼e biti A−D−D2 −B, jer bi 4D2BC imao dva tupa ugla.
Ne mo¼e biti ni A−D −B −D2 −B2, jer bi iz jednakosti ]CD2B = ]CDB2

i ]CBD2 = ]CB2D sledilo da je ]D2CB = ]DCB2, xto je nemogu²e. Sledi
da taqka B2 ne pripada pravoj AB. Taqke C, B i B2 ne mogu biti kolinearne
jer bi tada zbog BC = B2C moralo biti B2 ≡ B. Tako±e ni taqke C, D i D2

ne mogu biti kolinearne, jer bi tada zbog CD = CD2 bilo D2 ≡ D, pa bi iz
AD2
D2B2

= AD
DB sledilo B2 ≡ B.

Neka su M i N sredixta du¼i BB2 i DD2, redom. Kako je BC = B2C i
CD = CD2, to je CM⊥BB2 i CN⊥DD2 (sl. 3). Iz jednakosti AD

DB = AD2
D2B2

,
na osnovu obratne Talesove teoreme sledi da su prave BB2 i DD2 paralelne.
Dobijamo da su CM i CN normale na dve paralelne prave i pri tom imaju
taqno jednu zajedniqku taqku – taqku C, xto je nemogu²e, s obzirom da normale
na dve paralelne prave moraju biti paralelne ili se poklapati. Konaqno sledi
da mora biti B2 ≡ B, pa su trouglovi ABC i A1B1C1 zaista podudarni.
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4. naqin. Koristi²emo taqke B2 i D2 koje su opisane u prethodnom dokazu.
Neka je k kru¼nica u ravni 4ABC sa centrom C i polupreqnikom

√
BC · CA.

Neka se pri inverziji u odnosu na kru¼nicu k taqke A,B,D, B2 i D2 presli-
kavaju redom u taqke A′, B′, D′, B′

2 i D′
2 (sl. 4). Tada je B′C = BC·CA

BC = CA
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i CA′ = BC·CA
CA = BC. Taqke A′, B′, C i D′ su qetiri razliqite kocikliqne

taqke i pri tome se taqke C i D′ nalaze sa razliqitih strana prave A′B′, pa je
]A′D′B′ = 180◦ − ]B′CA′ = 180◦ − ]BCA. Iz sliqnosti 4A′D′C i 4DAC

sledi A′D′ = CA′
CD AD, a iz sliqnosti 4B′D′C i 4DBC sledi B′D′ = B′C

CD BD.
Deǉeǌem posledǌih dveju jednakosti dobijamo da je

(3)
A′D′

B′D′ =
CA′

B′C
· AD

BD
= λ · CA′

B′C
.

Na osnovu Ptolomejeve teoreme je

A′B′ · CD′ = B′C ·A′D′ + CA′ ·B′D′(4)

= B′C · λ · CA′

B′C
B′D′ + CA′ ·B′D′

= (λ + 1) · CA′ ·B′D′,

Analogno se dobija da je B′
2C = CA, ]A′D′

2B
′
2 = 180◦ − ]B2CA = 180◦ −

]B1C1A1, kao i da je

(5)
A′D′

2

B′
2D

′
2

= λ · CA′

B′
2C

i

(6) A′B′
2 · CD′

2 = (λ + 1) · CA′ ·B′
2D

′
2.

Deǉeǌem relacija (3) i (5) raqunamo A′D′
B′D′ : A′D′2

B′2D′2
= CA′

B′C : CA′
B′2C = BC

CA : BC
CA = 1.

Dobijamo dakle da je A′D′
A′D′

2
= B′D′

B′2D′2
. Iz jednakosti (4) i (6) i qiǌenice da

je CD′ = CD′
2 = BC·CA

CD dobijamo da je A′B′
A′B′2

= B′D′
B′2D′

2
. Sledi da je A′B′

A′B′2
=

B′D′
B′2D′

2
= A′D′

A′D′2
, tj. trouglovi A′B′D′ i A′B′

2D
′
2 imaju proporcionalne stranice,

pa sledi da su oni sliqni. Iz sliqnosti je ]A′D′B′ = ]A′D′
2B

′
2, pa je ]BCA =

]B1C1A1. Sada su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni na osnovu stava SUS.

5. naqin. Neka je F druga zajedniqka taqka prave CD i kru¼nice opisane
oko 4ABC (sl. 5). Iz sliqnosti 4DFA i 4DBC sledi AF = AD

CD BC =
λ

λ+1
ca
d i DF = AD·DB

CD = λ
(λ+1)2

c2

d , a iz sliqnosti 4DFB i 4DAC sledi

BF = DB
CD CA = 1

λ+1
cb
d . Raqunamo: CF = CD + DF = CD + AD·DB

CD =
(λ+1)2d2+λc2

(λ+1)2d . Na osnovu Ptolomejeve teoreme je AB ·CF = AF ·BC+BF ·CA, tj.

c · (λ+1)2d2+λc2

(λ+1)2d = λ
λ+1

ca2

d + 1
λ+1

cb2

d , odakle se posle deǉeǌa posledǌe jednakosti
sa c

(λ+1)2d , sre±ivaǌa i korenovaǌa dobija da je

c =

√
(λ + 1)a2 +

λ + 1
λ

b2 − (λ + 1)2

λ
d2.

Analogno se dobija da je c1 =

√
(λ + 1)a2 +

λ + 1
λ

b2 − (λ + 1)2

λ
d2, pa je AB =

A1B1. Na osnovu stava SSS sledi podudarnost 4ABC i 4A1B1C1.
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Slika 5 Slika 6

6. naqin. Koristi²emo taqke B2 i D2 koje su opisane u tre²em dokazu.
Neka je u ravni 4ABC uveden Dekartov pravougli koordinatni sistem tako
da taqke C i A imaju koordinate C(0, 0) i A(1, 0) (sl. 6). Neka taqka B ima
koordinate B(x1, y1), a taqka B2(x2, y2). Tada taqke D i D2 imaju koordinate
D( 1

λ+1 + λ
λ+1x1,

λ
λ+1y1) i D2( 1

λ+1 + λ
λ+1x2,

λ
λ+1y2). Kako je BC = B2C, imamo da

je i BC2 = B2C
2, tj.

(7) x2
1 + y2

1 = x2
2 + y2

2 .

Iz jednakosti CD2 = CD2
2 imamo (1 + λx1)2 + λ2y2

1 = (1 + λx2)2 + λ2y2
2 , tj.

2λ(x1 − x2) + λ2(x2
1 + y2

1 − x2
2 − y2

2) = 0. Izraz u drugoj zagradi posledǌe
jednakosti jednak je nuli na osnovu (7). pa dobijamo da je λ(x1− x2) = 0, odakle
sledi da je

(8) x1 = x2,

s obzirom da je λ 6= 0. Iz (7) i (8) dobijamo da va¼i

(9) y2
1 = y2

2 .

Jednakost AB = AB2 ekvivalentna je jednakosti (x1 − 1)2 + y2
1 = (x2 − 1)2 + y2

2.
Posledǌa jednakost je taqna na osnovu (8) i (9). Sledi da je AB = AB2 = A1B1,
pa su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni na osnovu stava SSS.

7. naqin. Oznaqimo jox ]CAB = α, ]ABC = β, ]BCA = γ, ]DCA = ϕ,
]BCD = θ, ]B1C1A1 = γ1, ]D1C1A1 = ϕ1 i ]B1C1D1 = θ1. Na osnovu
sinusne teoreme primeǌene na trougao ADC je sin ϕ = AD

CD sin α = λ
λ+1

c
d sinα,

dok iz sinusne teoreme primeǌene na trougao DBC dobijamo sin θ = DB
CD sin β =

1
λ+1

c
d sinβ, tj. pa sledi da je

sin ϕ

sin θ
= λ · sin α

sin β
= λ · a

b
,

s obzirom da je sin α
sin β = a

b na osnovu sinusne teoreme primeǌene na 4ABC. Kako
je sin γ = c

a sin α, to je
sin γ

sin ϕ
=

λ + 1
λ

· d

a
.
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Analogno se dobija da je sin ϕ1
sin θ1

= λ · a
b i sin γ1

sin ϕ1
= λ+1

λ · d
a , pa je

(10)
sin ϕ

sin θ
=

sin ϕ1

sin θ1
, i

sin γ

sin ϕ
=

sin γ1

sin ϕ1
.

Doka¼imo da je γ = γ1. Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavimo da je
γ1 < γ. Iz kosinusne teoreme primeǌene na trouglove A1B1C1 i ABC dobijamo
da je

c2
1 = a2 + b2 − 2ab cos γ1 < a2 + b2 − 2ab cos γ = c2,

s obzirom da je funkcija cos strogo opadaju²a na intervalu (0, π). Odavde je
c1 < c. Iz kosinusne teoreme primeǌene na trouglove A1D1C1 i ADC dobijamo
da je

cos ϕ1 =
b2 + d2 − λ2

(λ+1)2 c2
1

2bd
>

b2 + d2 − λ2

(λ+1)2 c2

2bd
= cos ϕ.

Primenom kosinusne teoreme na trouglove B1D1C1 i BDC dobijamo da je

cos θ1 =
a2 + d2 − c2

1
(λ+1)2

2ad
>

a2 + d2 − c2

(λ+1)2

2ad
= cos θ.

Kako je sin γ
sin ϕ = sin (ϕ+θ)

sin ϕ = cos θ + sin θ
sin ϕ cos ϕ i sin γ1

sin ϕ1
= cos θ1 + sin θ1

sin ϕ1
cosϕ1, to je

na osnovu (10)

cos θ − cos θ1 =
sin θ1

sin ϕ1
cosϕ1 − sin θ

sin ϕ
cos ϕ =

sin θ

sin ϕ
(cos ϕ1 − cos ϕ).

Kako je cos ϕ1 > cos ϕ, to je cos θ1 < cos θ, xto je nemogu²e obzirom da je cos θ1 >
cos θ. Dobijamo da ne mo¼e biti γ1 < γ. Analogno se dokazuje da ne mo¼e biti ni
γ1 > γ. Sledi da mora biti γ1 = γ, pa su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni
osnovu stava SUS.

8. naqin. Koristi²emo taqke B2 i D2 opisane u tre²em dokazu. Nije ogra-
niqeǌe opxtosti ako pretpostavimo da se trouglovi 4ABC i 4AB2C nalaze
u istoj ravni koju ²emo posmatrati kao kompleksnu ravan u kojoj je svakoj taq-
ki dodeǉen kompleksan broj. Neka taqkama A,B, C, B2 i D2 odgovaraju redom
kompleksni brojevi a, b, c, b2 i d2. (Dakle oznake a, b, c i d vixe ne koristi-
mo za du¼ine.) Kako je d − a = λ(b − d), to je d = 1

λ+1a + λ
λ+1b, i sliqno

d2 = 1
λ+1a + λ

λ+1b2. Kako je |b− c|2 = (b − c)(b − c) = |b|2 + |c|2 − bc − bc, to je
|b− c| = |b2 − c|, ekvivalentno sa

(11) |b|2 − |b2|2 = (b− b2)c + (b− b2)c.

Tako±e, jednakost |d− c| = |d2 − c| je ekvivalentna sa

(12) |d|2 − |d2|2 = (d− d2)c + (d− d2)c.



52 M. Koxqica

S druge strane je

|d|2 − |d2|2 =
∣∣∣∣

1
λ + 1

a +
λ

λ + 1
b

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣

1
λ + 1

a +
λ

λ + 1
b2

∣∣∣∣
2

(13)

=
( 1

λ + 1
a +

λ

λ + 1
b
)( 1

λ + 1
a +

λ

λ + 1
b
)

−
( 1

λ + 1
a +

λ

λ + 1
b2

)( 1
λ + 1

a +
λ

λ + 1
b2

)

=
λ2

(λ + 1)2
(|b|2 − |b2|2) +

λ

(λ + 1)2
(a(b− b2) + a(b− b2)).

dok je

(14) (d− d2)c + (d− d2)c =
λ

λ + 1
((b− b2)c + (b− b2)c).

Iz relacija (11)–(14) se dobija da je

λ2

(λ + 1)2
(|b|2 − |b2|2) +

λ

(λ + 1)2
(a(b− b2) + a(b− b2)) =

λ

λ + 1
(|b|2 − |b2|2),

tj.
λ

(λ + 1)2
(|b|2 − |b2|2) =

λ

(λ + 1)2
(a(b− b2) + a(b− b2)).

Posle skra²ivaǌe posledǌe jednakosti sa λ
(λ+1)2 , dobija se da va¼i

|b|2 − |b2|2 = a(b − b2) + a(b − b2), xto je ekvivalentno sa |b− a| = |b2 − a|.
Sledi da je AB = AB2 = A1B1, pa su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni na
osnovu stava SSS.

9. naqin. Koristi²emo slede²e oznake
−→
CA = −→a ,

−→
CB =

−→
b ,

−→
CD =

−→
d ,−−−→

C1B1 = −→a1 ,
−−−→
C1A1 =

−→
b1 i

−−−→
C1D1 = ~d1 (sl. 7). Kako je

−→
AD = λ · −→DB, tj.

−→
d −−→a =

λ(
−→
b −−→d ), to je

−→
d = 1

λ+1
−→a + λ

λ+1

−→
b . Sliqno se dobija da je

−→
d1 = 1

λ+1
−→a1+ λ

λ+1

−→
b1 .

Kako je

|−→d | = |−→d1 | ⇔ |−→d |2 = |−→d1 |2 ⇔ −→
d · ~d =

−→
d1 · ~d1

⇔ (
1

λ + 1
−→a +

λ

λ + 1
−→
b ) · ( 1

λ + 1
−→a +

λ

λ + 1
−→
b )

= (
1

λ + 1
−→a1 +

λ

λ + 1
−→
b1 ) · ( 1

λ + 1
−→a1 +

λ

λ + 1
−→
b1 )

⇔ 1
(λ + 1)2

|−→a |2 +
λ2

(λ + 1)2
|−→b |2 +

2λ

(λ + 1)2
−→a · −→b

=
1

(λ + 1)2
|−→a1 |2 +

λ2

(λ + 1)2
|−→b1 |2 +

2λ

(λ + 1)2
−→a1 · −→b1 ,

sledi da je

(15) −→a · −→b = −→a1 · −→b1 ,
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A B

C

D A B

C

D E F A1 B1

C1

D1 E1 F1

Slika 7 Slika 8

s obzirom da je |−→a | = |−→a1 | i |−→b | = |−→b1 |. Iz jednakosti (15) sledi da je
cos ](−→a ,

−→
b ) = cos ](−→a1 ,

−→
b1 ), pa je ](−→a ,

−→
b ) = ](−→a1 ,

−→
b1 ). Sada su trouglovi

ABC i A1B1C1 podudarni na osnovu stava SUS.

Ako je D sredixte du¼i AB tada je AD
DB = 1, pa koriste²i prethodnu teoremu

dobijamo da va¼i

Posledica 1. Dva trougla su me�usobno podudarna ako i samo ako
imaju dva para jednakih stranica i jednake te�ixne du�i koje odgovaraju
tre�em paru stranica.

Ako je D taqka u kojoj bisektrisa ]BCA trougla ABC seqe stranicu AB,
tada je na osnovu teoreme o bisektrisi ugla trougla AD

DB = CA
BC , pa dobijamo da

va¼i

Posledica 2. Dva trougla su me�usobno podudarna ako i samo ako
imaju dva para jednakih stranica i jednake odseqke bisektrisa zahva�enih
unutraxǌih uglova.

Podsetimo se da simedijanom trougla nazivamo pravu koja je simetriqna sa
te¼ixnom du¼i u odnosu na bisketrisu unutraxǌeg ugla, konstruisanu iz istog
temena trougla. Prema jednoj od osobina simedijane (vodeti npr. [1]), ako je D
taqka u kojoj simedijana trougla ABC iz temena C seqe stranicu AB, tada je
AD
DB = CA2

BC2 , pa dobijamo da va¼i

Posledica 3. Dva trougla su me�usobno podudarna ako i samo ako ima-
ju dva para jednakih stranica i jednake simedijane koje odgovaraju tre�em
paru stranica.

Ako je D podno¼je visine iz temena C oxtrouglog trougla ABC, tada je na

osnovu Pitagorine teoreme
AD

DB
=

√
CA2−CD2

√
BC2 − CD2

, pa dobijamo da va¼i

Posledica 4 Dva oxtrougla trougla su me�usobno podudarna ako i
samo ako imaju dva para jednakih stranica i jednake visine koje odgovaraju
tre�em paru stranica.

Posledica 5. Neka za trouglove ABC i A1B1C1 postoje taqke D, E, F ,
D1, E1 i F1 takve da je A−D−E−F −B, A1−D1−E1−F1−B1, AD

DB = A1D1
D1B1

,
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AE
EB = A1E1

E1B1
, AF

FB = A1F1
F1B1

, CD = C1D1, CE = C1E1 i CF = C1F1. Tada je
4ABC ∼= 4A1B1C1.

Dokaz. Neka je λ1 = AD
DB , λ2 = AE

EB i λ3 = AF
FB (sl. 8). Tada je DE =

AE−AD = λ2
λ2+1AB− λ1

λ1+1AB = λ2−λ1
(λ1+1)(λ2+1)AB i EF = EB−FB = 1

λ2+1AB−
1

λ3+1AB = λ3−λ2
(λ2+1)(λ3+1)AB, pa je DE

EF = λ2−λ1
λ3−λ2

· λ3+1
λ1+1 . Analogno je D1E1

E1F1
= λ2−λ1

λ3−λ2
·

λ3+1
λ1+1 . Na osnovu Teoreme 1 je 4DFC ∼= 4D1E1F1. Sledi da je DF = D1F1,
tj. λ3−λ1

(λ3+1)(λ1+1)AB = λ3−λ1
(λ3+1)(λ1+1)A1B1, dakle AB = A1B1. Iz podudarnosti

tako±e sledi da je ]ADC = ]A1D1C1 i ]BFC = ]B1F1C1, a kako je AD =
λ1

λ1+1AB = λ1
λ1+1A1B1 = A1D1 i FB = 1

λ3+1AB = 1
λ3+1A1B1 = F1B1, na osnovu

stava SUS sledi da je 4ADC ∼= 4A1D1C1 i 4BFC ∼= 4B1F1C1. Dobijamo
da je CA = C1A1 i BC = B1C1, pa su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni na
osnovu stava SSS.

Na kraju nije texko dokazati da va¼i i

Teorema 2. Trouglovi ABC i A1B1C1 me�usobno su sliqni ako i samo
ako va�i:

(i) C1A1
CA = B1C1

BC i

(ii) postoje taqke D i D1 koje pripadaju unutraxǌosti redom du�i AB i
A1B1 i pri tome va�i AD

DB = A1D1
D1B1

i C1D1
CD = B1C1

BC .
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