
NASTAVA MATEMATIKE U OSNOVNOJ XKOLI – MOJ QAS

Vera Jockovi�

TE�IXNE DU�I TROUGLA –
PRIMENA PITAGORINE TEOREME

Qas dodatne nastave u 7. razredu
osnovne xkole pri Matematiqkoj gimnaziji

Za Matematiqku gimnaziju ova godina je jubilarna. Mnogo prostora bi
se moralo upotrebiti qak i za puko nabrajaǌe svih uspeha naxe, po mnogo qemu
izuzetne, xkole. Sa moje taqke gledixta, jedna od va¼nijih zasluga Matematiqke
gimnazije je uvo±ǌe, 2004. godine, oglednih odeljeǌa 7. i 8. razreda osnovne
xkole za uqenike sa sklonostima za matematiku i fiziku. S jedne strane, bio
je priliqan poduhvat da se od strane prosvetnih institucija dobije dozvola za
takav korak, a s druge strane je bilo hrabro napraviti xkolu unutar xkole
(sredǌa i osnovna xkola funkcionixu po razliqitim zakonskim odredbama). U
svakom sluqaju, pokazalo se da je Ogled u svim svojim segmentima opravdao svoje
postojaǌe, i preko oqekivaǌa, pa je prestao da bude Ogled i dobio je redovan
status, ne samo u Matematiqkoj gimnaziji u Beogradu ve² i u drugim gradovima
Srbije koji ispuǌavaju odre±ene uslove.

U qemu je prednost uqenika koji 7. i 8. razred osnovne xkole poha±aju u
Matematiqkoj gimnaziji u odnosu na ǌihove vrxǌake? Oqekivalo bi se da je
to pojaqan kurs matematike, fizike i informatike. Me±utim, taj nivo nastave
je mogu²e posti²i i u obiqnoj xkoli izuzetnim zalagaǌem nastavnika i uqeni-
ka ili u dobro organizovanom individualnom radu, ali je texko izbe²i zamke
drugih faktora. Pokazalo se da na uspexnost utiqe najvixe okru¼eǌe vrxǌaka
sliqnih interesovaǌa i izmextaǌe iz sredina koje maǌe-vixe neguju osredǌost,
proseqnost, gde se, najqex²e, vixe vremena troxi na neradne, nezainteresovane
. . . nego na radne i zainteresovane uqenike.

Program matematike u 7. i 8. razredu osnovne xkole u Matematiqkim gimna-
zijama se realizuje kroz dva predmeta, algebru – 3 qasa i geometriju – 3 qasa.
Dakle, to je 50% vixe qasova nego u ostalim xkolama, ali ako se detaǉnije
pogledaju sadr¼aji, to je samo oko 10% vixe naslova nego xto pixe u sadr¼aju
programa ostalih osnovnih xkola. Deluje paradoksalno, ali ta prividno nelo-
giqna razlika daje mogu²nost da se sadr¼aji suxtinski dobro i temeǉno obrade.
Takav naqin rada je istovremena priprema za takmiqeǌa i za polagaǌe prije-
mnog ispita za nastavak xkolovaǌa u Matematiqkoj gimnaziji. To ne iskǉuquje
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potrebu za dodatnom nastavom koja se odvija paralelno sa redovnom, tokom cele
xkolske godine.

Naravno da uqenici imaju vixe obaveza i rade vixe od ostalih vrxǌaka,
ali to se odnosi i na ǌihove profesore koji detaǉno i pravovremeno pripremaju
nastavu. Pri tome se podrazumeva uskla±enost sadr¼aja algebre i geometrije.
Kao ilustraciju naqina rada navodim qas dodatne nastave iz Geometrije u 7.
razredu u okviru nastavne teme Pitagorina teorema.

Nastavna jedinica je: Primena Pitagorine teoreme – te¼ixne du¼i
trougla.

Za realizaciju ovog sadr¼aja potrebno znaǌe:

• iz geometrije: Pitagorina teorema, osobine paralelograma, osobine te¼ix-
nih du¼i;

• iz algebre: realni brojevi, sre±ivaǌe, sabiraǌe i mno¼eǌe polinoma.

Ciǉ qasa je utvr±ivaǌe Pitagorine teoreme i sre±ivaǌa algebarskih
izraza.

Na redovnom qasu ili kao doma²i zadatak ura±eni su primeri:

1. Du¼ine kateta pravouglog trougla ABC sa pravim uglom kod temena C su
a = 6 cm, b = 8 cm. Izraqunaj du¼ine te¼ixnih du¼i.

2. Taqka A2 je simetriqna sa temenom A trougla ABC u odnosu na sredixte
A1 stranice BC. Doka¼i da je ABA2C paralelogram.

Sadr�aj qasa

Posle kratkog podse²aǌa na osobine te¼ixnih du¼i rade se slede²i pri-
meri:

1. Ugao ACB trougla ABC je prav, a du¼ine te¼ixnih du¼i su ta = 15 cm,
tb = 20 cm. Izraqunaj obim tog trougla.

Rexeǌe. Obele¼avamo sa A1 i B1 re-
dom sredixta kateta BC i AC i primeǌu-
jemo Pitagorinu teoremu na pravougle tro-
uglove AA1C i BB1C. Tada slede jednako-
sti:

t2a =
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odnosno 225 =
a2

4
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4
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Slika 1
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225 =
125
4

+
3b2

4
, b = 5

√
31
3

cm. Du¼ina katete a se mo¼e dobiti na sliqan

naqin iz jednakosti 400 = a2 +
b2

4
ili primenom Pitagorine teoreme na polazni

trougao, tj. a2 = c2 − b2 = 500− 775
3

=
725
3

, pa je a = 5
√

29
3

cm.

Tra¼eni obim trougla je
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√
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√

31
3

+ 10
√
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)

cm. 4

2. Izrazi du¼ine stranica pravouglog trougla ABC u funkciji du¼ina
te¼ixnih du¼i ta i tb koje odgovaraju katetama a i b.

Rexeǌe. Obele¼avamo sa A1 i B1 redom sredixta kateta BC i AC i pri-
meǌujemo Pitagorinu teoremu na trouglove AA1C i BB1C. Tada slede jednako-
sti:

t2a =
a2

4
+ b2 i t2b = a2 +

b2

4
.

Sabiraǌem ove dve jednakosti dobijamo t2a + t2b =
5
4
(a2 + b2) =

5
4
c2, pa je c =

2
√

5
5

√
t2a + t2b . Du¼inu katete b izra¼avamo iz prve od jednakosti, tj.
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pa je
3b2

4
= t2a −
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5 (t2a + t2b)

4
, odnosno b2 =

4
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(4t2a − t2b), b =
2
15
√

15
√

4t2a − t2b .

Na analogan naqin je a =
2
15
√

15
√

4t2b − t2a. 4

3. Doka¼i da va¼i t2a + t2b + t2c =
3
2
c2 ako su c, ta, tb i tc, redom, hipotenuza

i te¼ixne du¼i pravouglog trougla ABC.
Uputstvo. Rexeǌe zadatka sledi neposredno iz prethodnog zadatka i qi-

ǌenice da za hipotenuzinu te¼ixnu du¼ i hipotenuzu va¼i t2c =
c2

4
. Ostaje da

uqenici to urade za doma²i. 4
4. Taqka M je sredixte stranice AB pravougaonika ABCD. Ako su di-

jagonale pravougaonika po
√

3 cm, a du¼ DM je 1,5 cm, izraqunaj du¼inu du¼i
BK gde je K sredixte stranice AD.

Rexeǌe. Neka je taqka O presek dijagonala pravougaonika ABCD, slika 2.
S obzirom da se dijagonale pravougaonika uzajamno polove i da su taqke M i
K sredixta stranica AB i AD, to su du¼i AO, DM i BK te¼ixne du¼i
pravouglog trougla ABD i na osnovu jednakosti dokazane u prethodnom zadatku

sledi AO2 + DM2 + BK2 =
3
2
BD2,odnosno

(√3
2

)2

+ 1,52 + BK2 =
3
2
√

3
2
, pa je

BK =
√

6
2

cm. 4
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Slika 2 Slika 3

5. Neka je ABCD paralelogram. Doka¼i da va¼i

AC2 + BD2 = 2 AB2 + 2 BC2.

Rexeǌe. Neka su du¼i CC1 i DD1 visine paralelograma iz temena C i D,
pri qemu je raspored taqaka, na primer, kao na slici 3. Trouglovi BCC1 i
ADD1 su podudarni (stav UUS), pa sledi da je BC1 = AD1. Primenimo Pita-
gorinu teoremu na trougao ACC1, pa je

(1) AC2 = AC2
1 +CC2

1 = (AB+BC1)2+CC2
1 = AB2+2·AB ·BC1+BC2

1 +CC2
1 .

Primenimo Pitagorinu teoremu na trougao BDD1 i dobijamo

(2) BD2 = BD2
1+DD2

1 = (BD−AD1)2+DD2
1 = BA2−2·BA·AD1+AD2

1+DD2
1.

Sabiramo jednakosti (1) i (2):

AC2 +BD2 = AB2 +2 ·AB ·BC1 +BC2
1 +CC2

1 +BA2−2 ·BA ·AD1 +AD2
1 +DD2

1.

Sada je oqigledno da je 2 ·AB ·BC1 = 2 ·BA ·AD1, a iz podudarnih pravouglih
trouglova ADD1 i BCC1 sledi AD2 = AD2

1 +DD2
1, odnosno BC2 = BC2

1 +CC2
1 ,

pa je daǉe

AC2 + BD2

= AB2 + 2 ·AB ·BC1 + BC2
1 + CC2

1 + BA2 − 2 ·BA ·AD1 + AD2
1 + DD2

1

= AB2 + BC2 + BA2 + AD2,

tj. AC2 + BD2 = 2 AB2 + 2 BC2, xto je i trebalo dokazati. 4

6. Doka¼i da za trougao ABC va¼i:

4t2a = 2c2 + 2b2 − a2, 4t2b = 2c2 + 2a2 − b2, 4t2c = 2a2 + 2b2 − c2,

gde su a, b, c du¼ine stranica, a ta, tb, tc du¼ine odgovaraju²ih te¼ixnih du¼i
tog trougla.
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Rexeǌe. Odredi se taqka A2 sime-
triqna sa temenom A u odnosu na sre-
dixte A1 stranice BC. Qetvorougao
ABA2C je paralelogram. [Dokaz ove
qiǌenice su uqenici uradili kao do-
ma�i zadatak i na ovom mestu se sa-
mo usmeno navode koraci tog dokaza.]

Slika 4

U jednakosti AC2+BD2 = 2 AB2+2BC2 dokazanoj u prethodnom zadatku se
uvode smene u skladu sa datim podacima, pa dobijamo AA2

2+BC2 = 2 AB2+2 AC2,
odnosno (2ta)2+a2 = 2c2+2b2, tj. 4t2a = 2c2+2b2−a2, xto je i trebalo dokazati.

Druga i tre�a jednakost ostaju za doma�i zadatak. Sugerixe se da za
doma�i provere da li dokazane jednakosti va�e i u specijalnim sluqajevi-
ma, tj. za pravougli i jednakostraniqni trougao.

Centralni deo qasa su 5. i 6. zadatak. Jednakosti dokazane u 6. zadatku
se mogu koristiti u raznim zadacima, a ako se zaborave lako se izvode.

7. Za bilo koji trougao va¼i t2a + t2b + t2c =
3
4
(a2 + b2 + c2), gde su a, b, c

du¼ine stranica, a ta, tb, tc du¼ine odgovaraju²ih te¼ixnih du¼i tog trougla.
Uputstvo. Jednakost je neposredna posledica triju jednakosti dokazanih

u prethodnom zadatku. Takav komentar obiqno daju uqenici. Zadatak ostaje
za doma�i.

Za doma�i uqenicima ostaje i slede�i zadatak.

8. Ako je T te¼ixte trougla ABC, doka¼i da va¼i jednakost

AT 2 + BT 2 + CT 2 =
1
3
(AB2 + BC2 + CA2).

9. Ako za katete a i b pravouglog trougla ABC va¼i da je b = a
√

11, odredi
razmeru ta : tb gde su ta i tb odgovaraju²e te¼ixne du¼i.

Rexeǌe. t2a = b2+
(a

2

)2

, t2b = a2+
( b

2

)2

, odnosno 4t2a = 4b2+a2, 4t2b = 4a2+b2.
Daǉe je

t2a
t2b

=
4t2a
4t2b

=
4b2 + a2

4a2 + b2
=

4
b2

a2
+ 1

4 +
b2

a2

=
4
( b

a

)2

+ 1

4 +
( b

a

)2
.

Kako je
b

a
=
√

11, to je
( b

a

)2

= 11, pa je

t2a
t2b

=
4 · 11 + 1
4 + 11

=
45
15

= 3.

Dakle, ta : tb =
√

3.

10. Neka su A, B i C tri razliqite taqke na pravoj p, tako da je taqka
B izme±u taqaka A i C. Neka su taqke M i O s jedne strane prave p, a taqka
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K s druge strane te prave, takve da su trouglovi ABM , BCO i ACK jedna-
kostraniqni. Doka¼i da su te¼ixta tih trouglova temena jednakostraniqnog
trogla.

Uputstvo. Neka su a, b i c redom du¼ine stranica trouglova ABM , BCO
i ACK, a taqke D, E i F redom te¼ixta tih trouglova. Uoqimo normale iz
taqaka D, E i F na pravu p i obele¼imo sa D1, E1 i F1 redom ǌihove preseke
sa pravom p. Tada va¼e jednakosti:

DD1 =
a
√

3
6

, EE1 =
b
√

3
6

, FF1 =
c
√

3
6

=
(a + b)

√
3

6
.

Daǉe se primeǌuje Pitagorina teorema i dokazuje da su du¼ine du¼i DE, EF
i FD jednake.

Napomene.
• Sve vreme se insistira na temeǉnom zapisivaǌu i na crtaǌu odgovara-
ju�ih slika, jer je to veoma bitno. Transformacije algebarskih izraza
se izvode detaǉno, jer spadaju u tek obra�ene algebarske sadr�aje.

• Pokazalo se da uqenici ne razlikuju uputstvo, skicu rexeǌa i rexeǌe,
pa na to treba obratiti pa�ǌu.

• Qas je efikasniji ako uqenici dobiju pisani materijal pre qasa, npr.
na kraju prethodnog redovnog qasa.

Matematiqka gimnazija, Kraǉice Natalije 37, Beograd
E-mail : jockovic.vera@gmail.com

OBAVEXTEǋA

20. JUNIORSKA BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Dvadeseta Juniorska balkanska matematiqka olimpijada (JBMO) odr¼ana
je od 23. do 29. juna ove godine u Slatini (Rumunija). Uqestvovalo je 11 ekipa
u zvaniqnoj konkurenciji, kao i 8 gostuju²ih. Srbiju su predstavǉali:

1. Jelena Ivanqi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
2. Irina �ankovi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
3. Jovan Toromanovi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
4. Milox Mili�ev, Matematiqka gimnazija, Beograd,
5. Vukaxin Mihajlovi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
6. Ilija Uzelac Bujixi�, Matematiqka gimnazija, Beograd.

Rukovodioci ekipe bili su dr Nenad Vulovi�, Pedagoxki fakultet, Jago-
dina i Milox �ori�, Matematiqki fakultet, Beograd.

Naxi takmiqari su ostvarili odliqan rezultat. Jelena je osvojila zlatnu
medaǉu, a svi ostali srebrne. Ekipno su zauzeli 3. mesto. Najboǉi su bili
takmiqari iz Rumunije.

Naredna, 21. JBMO, odr¼a²e se u Bugarskoj


