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UVOD U DINAMIQKO PROGRAMIRAǋE

1. Uvodni deo qasa

Veoma va¼na osobina ve²ine algoritama je ǌihova efektivnost. Ako je al-
goritam takav da se do rexeǌa dolazi veoma sporo upotrebom algoritma ,,grube
sile“ i/ili zahteva mnogo memorije ili nekih drugih raqunarskih resursa, onda
on vrlo qesto u primeni mo¼e biti neupotrebǉiv. Metoda dinamiqkog progra-
miraǌa efikasno dovodi do rexeǌa problema postupkom koji je sliqan strate-
giji ,,podeli pa vladaj“, ali umesto da se isti potproblem rexava vixe puta,
xto je qesto prisutno kod ove strategije, prvo rexeǌe potproblema se saquva i
koristi po potrebi.

Vixestruko rexavaǌe istog potproblema nije jedini kriterijum koji za-
hteva primenu metode dinamiqkog programiraǌa. Drugi va¼an kriterijum za
primenu ove metode je svojstvo da optimalno rexeǌe osnovnog problema pred-
stavǉa kombinaciju optimalnih rexeǌa ǌegovih potproblema. Kako iskombino-
vati optimalna rexeǌa potproblema obiqno je jedan od te¼ih zadataka u toku
primene ove tehnike.

Ideja metode dinamiqkog programiraǌa se sastoji u svo±eǌu (korix²eǌem
rekurentnih veza) polaznog problema na ǌegove potprobleme ,,maǌih dimenzija“
i korix²eǌe tehnike tabeliraǌa za quvaǌe dobijenih rezultata. Osnovni ciǉ
je izbe²i raqunaǌe iste ,,stvari“ vixe puta, tako xto bi se formirala tabela
koju popuǌavamo poqev od rezultata koji najlakxe dobijamo i koje koristimo za
naredna slo¼enija izraqunavaǌa. Dinamiqko programiraǌe je tehnika ,,odozdo
na gore“, jer se obiqno startuje od najjednostavnijih problema, qijim se kombi-
novaǌem dolazi do rexeǌa slo¼enijih problema, sve do konaqnog rexeǌa zadatog
problema.

U slede²im zadacima bi²e ilustrovan postupak rexavaǌa problema prime-
nom metode dinamiqkog programiraǌa i date ideje za rexavaǌe ǌima sliqnih
problema.

2. Glavni deo qasa

Pitaǌe. Napisati formulu kojom se izraqunava na koliko se naqina od
n > 0 datih elemenata mo¼e izabrati k elemenata ako poredak ǌihovog izbora
nije bitan.
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Odgovor. To je broj kombinacija k-te klase od n elemenata koji se oznaqava

sa Ck
n i jednak je

n!
k! (n− k)!

.

Zadatak 1. Napisati funkciju kojom se izraqunava broj kombinacija k-te
klase od n elemenata korix²eǌem pomo²ne funkcije za raqunaǌe faktorijela.

Oqekivano rexeǌe.

# include <iostream>
usingnamespace std;
int factorial(int n)
{
int f=1;
for (int i=2; i<=n; i++) f*=i;
return f;
}

int C(int n, int k)
{ return factorial(n)/(factorial(k)*factorial(n-k));}

main()
{
int n,k;
cout <<"Unesi N i K:";
cin >> n >> k;
cout << "C(" << n << "," << k << ")=" << C(n,k);
}

Pitaǌe. Koja je vremenska slo¼enost funkcije kojom se izraqunava broj
kombinacija k-te klase od elemenata?

Odgovor. O(n) – jer raqunaǌe n! zahteva n− 1 mno¼eǌa.

Oqigledno je da dati algoritam, iako jednostavan i veoma brz, ima ozbiǉan
nedostatak: on radi korektno samo za male vrednosti n i k. Probajte da testi-
rate program koji koristi navedenu funkciju i vide²ete da ve² za C5

13 ne daje ko-
rektan rezultat. To je zbog toga xto veliqina n! veoma brzo raste sa uve²avaǌem
n, tako da ve² 13! = 6 227 020 800 prevazilazi maksimalnu vrednost koja se mo¼e
registrovati u 32-bitnom celom broju, a veliqina 21! = 51 090 942 171 709 440 000
se ne mo¼e smestiti ni u 64-bitnom celom broju. Prema tome, navedena funkcija
se mo¼e koristiti samo za n 6 12 pri korix²eǌu 32-bitne aritmetike ili za
n 6 20 pri korix²eǌu 64-bitne aritmetike. Qak i kada vrednost nije velika,
pri izraqunavaǌu me±urezultata (faktorijela) dolazi do prekoraqeǌa. Na pri-
mer, C15

30 = 155 117 520 se mo¼e registrovati korix²eǌem 32-bitne aritmetike,
ali me±urezultat 30! se ne mo¼e smestiti ni u 64-bitnom celom broju. Prema
tome, C15

30 se ne mo¼e izraqunati korix²eǌem navedenog postupka.

Problem sa prekoraqeǌem mo¼e se prevazi²i korix²eǌem dobro poznate
rekurentne formule Ck

n = Ck−1
n−1 + Ck

n−1, za 0 < k < n i C0
n = Cn

n = 1.
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Zadatak 2. Napisati rekurzivnu funkciju kojom se po navedenoj formuli
izraqunava broj kombinacija k-te klase od n elemenata.

Rexeǌe.

int C(int n, int k)
{
if (k==0 || k==n) return 1;
return C(n-1,k-1)+C(n-1,k);
}
Pitaǌe. Da li se u ovom rexeǌu prekoraqeǌe pojavǉuje kao problem?
Odgovor. Ne.
Me±utim, nije texko primetiti da je ovo veoma loxe rexeǌe, jer izvrxa-

vaǌe traje dugo, zbog toga xto se funkcija C(n, k) vixe puta izraqunava za iste
vrednosti parametara n i k. Na primer, ako se pozove funkcija C(20, 10), ona ²e
pozvati funkcije C(19, 9) i C(19, 10). Funkcija C(19, 9) poziva funkcije C(18, 8)
i C(18,9), a C(19, 10) poziva funkcije C(18,9) i C(18, 10). Primetimo da se
funkcija C(18,9) poziva dva puta. Sa pove²aǌem dubine rekurzije broj po-
novǉenih poziva funkcija brzo raste. Na primer, funkcija C(17, 8) se poziva
tri puta (dva puta je poziva funkcija C(18, 9) i jedanput C(18, 8)) itd.

Metodom dinamiqkog programiraǌa problem mo¼emo rexiti tako da se ne
troxi maxinsko vreme na izraqunavaǌe ve² izraqunatih vrednosti rekurzivne
funkcije. Radi toga, svaku prvi put izraqunatu vrednost rekurzivne funkcije
²emo pamtiti u nizu i – umesto da je, kada je ponovo potrebna, izraqunava-
mo – koristiti zapam²enu vrednost. Zato ²emo kreirati dvodimenzionalni niz
(matricu) B u qijem ²emo elementu B[i][j] quvati vrednost Cj

i . Analogno reku-
rentnoj formuli za izraqunavaǌe vrednosti funkcije postavi²emo formulu za
izraqunavaǌe vrednosti elementa dvodimenzionalnog niza

B[i][j] =
{

1, j = 0 ili j = i

B[i− 1][j − 1] + B[i− 1][j], 0 < j < i.

Iz ove formule mo¼emo vide-
ti da se:

• popuǌava samo doǌi trougao
matrice;

• elementi prve kolone matri-
ce (j = 0) i dijagonale (j = i) lako
popuǌavaju – ǌihova vrednost je 1;

• ostali elementi dobijaju kao
zbir vrednosti iz prethodne vrste:
dijagonalno-levo i neposredno iz-
nad;

• matrica popuǌava po vrsta-
ma.
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Zadatak 3. Napisati funkciju koja izraqunava Ck
n po navedenom algoritmu.

Rexeǌe.

# include <iostream>
using namespace std;
int C(int n, int k)
{
int B[100][100];
for (int i=0; i<=n; i++)

for (int j=0;j<=min(i,k); j++)
if (j==0 || j==i) B[i][j]=1;
else B[i][j]=B[i-1][j-1]+B[i-1][j];

return B[n][k];
}

main()
{
int n,k;
cout <<"Unesi N i K:";
cin >> n >> k;
cout << "C(" << n << "," << k << ")=" << C(n,k);
}

Pitaǌe. Koja je vremenska slo¼enost ovog algoritma?

Odgovor. O(n2).

Ovakav metod rexavaǌa, u kome se jedan problem svodi na jednostavnije
potprobleme, koji se prvo rexavaju, a ǌihova rexeǌa quvaju u nizu ili nekoj
drugoj strukturi podataka i slu¼e za rexavaǌe sve slo¼enijih problema do
polaznog, naziva se dinamiqko programiraǌe. Tok rexavaǌa problema ovom
metodom, xto je u velikoj meri ilustrovano prethodnim primerom, jeste slede²i:

1. Formulisati problem kao funkciju od nekoliko argumenata (brojevnih,
stringova itd).

2. Svesti rexeǌe problema na rexeǌe analognih potproblema qiji parametri,
po pravilu, imaju maǌe vrednosti. Po¼eǉno je da se ova veza, ako je to
mogu²e, iska¼e u vidu rekurentne formule.

3. Zadati poqetne vrednosti funkcije – vrednosti skupa argumenata za koje je
funkcija trivijalna.

4. Kreirati niz (ili drugu strukturu podataka) za quvaǌe vrednosti funkcije.
Po pravilu, ako funkcija zavisi od jednog celobrojnog parametra, koristi
se jednodimenzionalni niz, za funkcije od dva celobrojna parametra – dvo-
dimenzionalni niz itd.

5. Organizovati popuǌavaǌe niza prvo sa poqetnim vrednostima, a zatim osta-
lim na osnovu rekurentne veze.
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Zadatak 4. Ako se na tabli dimenzija n × m (n redova i m kolona) u
gorǌem levom uglu nalazi xahovski kraǉ, kome je dozvoǉeno kretaǌe jedno poǉe
dole ili desno, napisati program kojim se odre±uje broj marxruta koje ga vode
do doǌeg desnog ugla.

Rexeǌe. Ako su vrste table numerisane od 0 do n − 1, a kolone od 0 do
m − 1, poqetni polo¼aj kraǉa je (0, 0), a ciǉni (n − 1,m − 1). Neka je B(a, b)
broj marxruta koje vode od poqetnog poǉa (0, 0) do poǉa (a, b). Analizirajmo
mogu²e vrednosti B(a, b):

• ako je a = 0, poǉe se nalazi u prvoj vrsti i do ǌega se mo¼e sti²i na
jedinstven naqin – kretaǌem udesno. Prema tome je B(0, b) = 1 za svako b;

• analogno za b = 0 i svako a va¼i B(a, 0) = 1;

• broj marxruta koje vode u poǉe (a, b) za a > 0 i b > 0 jednak je zbiru
broja marxruta koje vode do susednog poǉa sleva i susednog poǉa iznad, tj.
B(a, b) = B(a, b− 1) + B(a− 1, b).

Dakle, va¼i rekurentna veza:

B(a, b) =
{

1, a = 0 ili b = 0
B(a, b− 1) + B(a− 1, b), a > 0 i b > 0

koju ²emo iskoristiti za formiraǌe matrice vrednosti.

Sada mo¼emo napisati tra¼eni program:

# include <iostream>
using namespace std;
int BrojMarsruta(int n, int m)
{

int B[100][100], i, j;
for (j=0; j<m; j++)

B[0][j]=1; // Prva vrsta je popunjena jedinicom.
for (i=1;i<n; i++) // i se menja od 1 do n-1.
{ // Popunjavanje i-te vrste.

B[i][0]=1; // Element prve kolone jednak je 1.
for (j=1; j<m; j++) // Popunjavanje ostalih elemenata i-te vrste.
B[i][j]=B[i][j-1]+B[i-1][j];

}
return B[i-1][j-1];

}
main()
{

int n,m;
cout << "Unesi koordinate ciljnog polja ->";
cin >> n >> m;
cout << "Broj marsruta =" << BrojMarsruta(n+1,m+1) << endl;

}
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Zadatak 5. U tabeli dimenzija n× n, za n < 30, poǉa su popuǌena celim
brojevima. Ako su vrste i kolone kvadrata oznaqene brojevima od 0 do n − 1,
napisati pogram kojim se ispisuje marxruta kojom se iz gorǌeg levog poǉa (0, 0)
sti¼e do doǌeg desnog poǉa (n− 1, n− 1) uz poxtovaǌe slede²ih uslova:

• sa svakog poǉa je dozvoǉeno pre²i samo na poǉe ispod ili na poǉe desno od
tog poǉa;

• od svih marxruta, koje zadovoǉavaju prethodni uslov, ispisati onu qija je
suma cifara, u poǉima preko kojih se ide, maksimalna.

Ovo je problem optimizacije koji, da bi se rexio metodom dinamiqkog pro-
gramiraǌa, mora zadovoǉavati princip optimalnosti, po kome: optimalno
rexeǌe problema mora sadr�ati i optimalno rexeǌe svakog svog potpro-
blema. U ovom problemu to svojstvo je ispuǌeno jer optimalna marxruta, koja
predstavǉa rexeǌe problema, mora biti optimalna na svakom delu puta. Zai-
sta, ako bismo do nekog poǉa (u, v) preko koga ide optimalna marxruta imali
boǉe rexeǌe od onog koje je trasirano optimalnom marxrutom, cela suma opti-
malne marxrute bi se uve²ala – xto predstavǉa kontradikciju tvr±eǌu da je
marxruta optimalna.

Radi ilustrovaǌa problema uzmimo kvadratnu matricu A slede²eg sadr-
¼aja:

4 3 5 7 5
1 9 4 1 3
2 3 5 1 2
1 3 1 2 0
4 6 7 2 1

Tra¼imo puteve, koji polaze od poǉa (0, 0), do svih ostalih poǉa matrice,
samim tim i do ciǉnog poǉa (n − 1, n − 1). Radi toga, kreira²emo pomo²nu
kvadratnu matricu B, istih dimenzija kao i A, qija ²emo poǉa popuǌavati
sumom cifara optimalnih puteva do ǌih. U poǉu (0, 0) matrice B je broj A(0, 0)
jer put do ǌega se poklapa sa samim poǉem. Lako se popuǌavaju i poǉa (0, 1) i
(1, 0) matrice B. Do ǌih vode jedinstveni putevi, pa je ǌihova vrednost redom:
A(0, 0) + A(0, 1) i A(0, 0) + A(1, 0). Do poǉa (1, 1) mo¼e se sti²i iz (0, 1) ili iz
(1, 0). Prema tome, u poǉe B(1, 1) treba upisati max{B(0, 1) + A(1, 1), B(1, 0) +
A(1, 1)}. Popuǌavaǌe ostalih poǉa matrice B je analogno. Ako je put koji vodi
do nekog poǉa jedinstven, u to poǉe se upisuje suma brojeva du¼ puta. Takva su
poǉa (i, 0) i (0, i). Ako se u poǉe (i, j) mo¼e do²i sa poǉa kojima je izraqunata
vrednost, tada je vrednost koja se upisuje u to poǉe max{B(i, j−1), B(i−1, j)}+
A(i, j).

Zadatak 5.1. Na osnovu prethodne analize napisati rekurentnu formulu
kojom se izraqunava vrednost poǉa B(i, j).
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Odgovor.

B(i, j) =





A(0, 0), i = 0, j = 0
A(0, j) + B(0, j − 1), i = 0, j > 0
A(i, 0) + B(i− 1, 0), j = 0, i > 0
A(i, j) + max{B(i− 1, j), B(i, j − 1)}, i > 0, j > 0

Zadatak 5.2. Ispixite matricu B i na ǌoj trasirajte optimalnu mar-
xrutu od poǉa (0, 0) do poǉa (n− 1, n− 1).

Odgovor.
4 − 7 − 12 − 19 − 24
| | |
5 16 − 20 − 21 27
| | | |
7 19 25 26 29
| | | | |
8 22 26 28 29
| |

12 28 − 35 − 37 − 38
Zadatak 5.3. Napixite program koji koriste²i ustanovǉenu rekurentnu

vezu formira matricu B i ispisuje optimalnu marxrutu od poǉa (0, 0) do poǉa
(n− 1, n− 1).

Rexeǌe.

# include <iostream>
using namespace std;
int a[13][13],b[13][13];
void pisi(int x, int y)
{
if (x>0 && y>0)

if (b[x-1][y]>b[x][y-1])
{
pisi(x-1,y);
cout << "dole ";
}
else
{
pisi(x,y-1);
cout << "desno ";
}

else // x==0 ili y==0
{
while (y--) cout << "desno ";
while (x--) cout << "dole ";
}

}
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main()
{
int n,i,j;
cout << "Unesi N -> ";
cin >> n;
cout << "\nUnesi vrednosti u poljima matrice:\n";
for (i=0;i<n;i++)

for (j=0;j<n;j++)
cin >> a[i][j];

b[0][0]=a[0][0];
for (i=1;i<n;i++)
{
b[0][i]=a[0][i]+b[0][i-1];
b[i][0]=a[i][0]+b[i-1][0];
}

for (i=1;i<n;i++)
for (j=1;j<n;j++)
b[i][j]=a[i][j] + max(b[i-1][j],b[i][j-1]);

cout << "Maksimalni zbir je " << b[n-1][n-1] <<
", a postize se ovako:" << endl;

pisi(n-1,n-1);
}

Testirajte program za zadatu matricu:

Unesi N -> 5
Unesi vrednosti u poljima matrice:
4 3 5 7 5
1 9 4 1 3
2 3 5 1 2
1 3 1 2 0
4 6 7 2 1
Maksimalni zbir je 38, a postize se ovako:

desno dole dole dole dole desno desno desno

3. Zavrxni deo qasa

Kako bismo uvideli prednosti primene metode dinamiqkog programiraǌa,
napravi²emo malu komparaciju efikasnosti rexavaǌa problema – odre±ivaǌa
optimalne marxrute – sa i bez primene ove metode.

Pitaǌe 3.1. Ako se ne bi koristila metoda dinamiqkog programiraǌa,
radi odre±ivaǌa optimalne marxrute bi se morale formirati sume po svim
marxrutama od gorǌeg levog do doǌeg desnog ugla. Koliko ima takvih marxruta
za n = 9?

Odgovor. Testiraǌem rexeǌa tre²eg zadatka za n = 9 i m = 9 dobija se da
je broj marxruta od gorǌeg levog do doǌeg desnog ugla 12870.
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Pitaǌe 3.2. Da li se tra¼eni broj marxruta mo¼e dobiti i izraquna-
vaǌem broja kombinacija k-te klase od n elemenata? Obrazlo¼iti odgovor.

Odgovor. Da. Za, na primer n = 9, to je C8
16. Zaista, ako je matrica 9× 9,

od gorǌeg levog do doǌeg desnog ugla se uvek sti¼e u 2∗8 koraka, i to: 8 – desno
i 8 – dole. Odatle sledi da, ako kretaǌe nadesno oznaqimo sa 0, a nadole sa 1,
tra¼eni broj je broj svih xesnaestorki od 0 i 1 sa taqno 8 jedinica.

Na primer:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0

Odavde je oqigledno da je C8
16 = 12870 – broj podskupova od pozicija na koje

mo¼emo stavǉati jedinice. Taj broj mo¼emo dobiti primenom programa koji je
rexeǌe zadatka 2, a koji izraqunava Ck

n.

Pitaǌe 3.3. Za n = 9 koliko poǉa tabele, koja se koristi u toku primene
metode dinamiqkog programiraǌa, treba popuniti da bi se odredila optimalna
marxruta?

Odgovor. Treba popuniti 81 poǉe tabele dimenzija 9× 9.

Doma�i zadatak

1. Begunac pokuxava da pobegne iz zamka, koji se sastoji od n×n kvadratnih
soba. Neke od soba su zatvorene i u ǌih se ne mo¼e u²i. Begunac se nalazi u
sobi u gorǌem levom uglu, a izlaz je kroz sobu u doǌem desnom uglu. Ako mo¼e
da se kre²e samo dole i desno, napisati program kojim se odre±uje broj puteva
kojima mo¼e do²i do izlazne sobe. Matricom A(n×n) data je mapa prohodnosti
soba.

2. Elementi celobrojne ma-
trice A(n × m) su savijeni u ci-
lindar tako da se prva i posledǌa
vrsta matrice dodiruju. Ako se
robot kre²e sa levog kraja ka de-
snom uz dozvoǉena kretaǌa jedno
poǉe gore-desno, desno, dole-desno,
odrediti putaǌu kojom se mora kre-
tati tako da zbir vrednosti poǉa
preko kojih prelazi bude najmaǌi.
Odrediti i taj zbir.
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3. Ako se u bankomatu nalaze novqanice qija je vrednost a0, a1, . . . , ak−1

dinara, napisati program kojim se korisniku ispla²uje iznos od N dinara sa
minimalnim brojem novqanica. Ako je isplata nemogu²a, daje se odgovaraju²a
poruka. Pretpostavka je da se u bankomatu nalazi dovoǉno novqanica svakog
tipa.

Matematiqka gimnazija, Kraǉice Natalije 37, Beograd
E-mail : mcabark@gmail.com

OBAVEXTEǋA

24. BALKANSKA OLIMPIJADA IZ INFORMATIKE

Dvadesetqetvrta Balkanska olimpijada iz informatike (BOI) odr¼ana je
ove godine u Nikoziji (Kipar). Uqestvovalo je 11 ekipa u zvaniqnoj konkurenciji,
kao i jedna gostuju²a. Srbiju su predstavǉali:

1. Duxan �ivanovi�, Gimnazija ,,Svetozar Markovi²“, Nix,
2. Nenad Bauk, Matematiqka gimnazija, Beograd,
3. Nikola Spasi�, Gimnazija ,,Jovan Jovanovi² Zmaj“, Novi Sad.
4. Luka Vukeli�, Matematiqka gimnazija, Beograd.

Rukovodioci ekipe bili su dr Dragan Uroxevi�, Matematiqki institut,
Beograd i Demjan Grubi�, Novi Sad.

Naxi takmiqari su ostvarili dobar rezultat. Duxan i Nenad su osvojili
srebrne medaǉe, a Nikola bronzanu (Luki je medaǉa izmakla za jedno mesto).

57. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Pedesetsedma Me±unarodna matematiqka olimpijada (IMO) odr¼ana je od
6. do 16. jula ove godine u Hong Kongu. Uqestvovalo je 109 ekipa. Srbiju su
predstavǉali:

1. Igor Medvedev, Matematiqka gimnazija, Beograd,
2. Nikola Pavlovi�, Gimnazija ,,Jovan Jovanovi² Zmaj“, Novi Sad,
3. Aleksa Milojevi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
4. Ogǌen Toxi�, Matematiqka gimnazija, Beograd,
5. Aleksa Konstantinov, Matematiqka gimnazija, Beograd,
6. Nikola Sadovek, Matematiqka gimnazija, Beograd.

Oni su osvojili jednu srebrnu medaǉu (Aleksa Milojevi²) i 4 bronzane
(Aleksa Konstantinov, Igor Medvedev, Ogǌen Toxi² i Nikola Sadovek), dok
je Nikola Pavlovi² pohvaǉen. Ekipno su zauzeli 40. mesto, a najboǉi su bili
takmiqari iz SAD.

Rukovodioci ekipe su bili Duxan �uki�, Maxinski fakultet i Marko
Radovanovi�, Matematiqki fakultet, Beograd.


