SAOAIIN N3 MATEMATUKE

Iymaun J. Cumjanosuh, Henan O. Becuh
BPOJ 2013 Y AJITEBAPCKUM 3AOJAIIMA

Ilnm oBor pana je momylapmsanyja MaTeMaTUKe KPO3 PEIIaBAmE HEKUX 3a1aTaKa
y kojuma ¢urypume 6poj 2013. Tu 3aganu cy 3acHOBaHM HA 3a,JaIAMA IPEICTABIEHAM
y [1-5].

Pan moumme MoTMBANMOHMM 3amamuMa KOju C€ pemaBajy jeIHOCTaBHO, ma Ou y
HACTABKy OWJIM NIPENCTAaBJbEHM HEMTO KOMIUIMKOBAHUJU 33Jall KOjU Ce IO3UBAjy HA
Heke 10OpO IO3HATE JeMe, TeOPeME . . .

1. Ilorazatu ma je 6poj
20132912 — 2013
nemwus ca 330.
Pewemwe. Jacuo je ma je

2013203 — 2013 = 2013 - (2013%°'% — 1) .

Kaxko je 2013 = 3-11-61, 1o je 6poj 20132013 — 2013 memus npoctum GpojeBuma 3 u
11. Kako je jom m

20132012 — 1 =, 32012 — 1 = (34)*"7 _

1=1p1*"? -1=0,

10 je 6poj 20132912 — 1 menus ca 10. Omartme, kako cy 6pojesu 3,10 u 11 y3ajammo
npoctu, ciem ma je 6poj 20132013 — 2013 nemus ca (3 -11) - 10 = 330.

2. Ogpenutu mpocre Gpojese p,q,T U S TAKBE Aa je
p-q-(r+s)=2013.
Pewewe. Karo je 2013 =3-11-61, 1o je
{p,q,r + s} = {3,11,61}.

Kako me mocroje mBa mpocra Opoja uuju je 306up jemnax 3 miam 11, To Mopa Ourwu
r+ s =61. Onatne ciemu na, kako je 61 memapam 6poj, jeman ox mpocTux Opojesa r
7 s MOpa OWTM IapaH a IpYyru HemapaH. TauHuje, jeman ox Tux OpojeBa je jemHax 2
a npyru 59. V3 mperxonmHor cienu na je

{p,q} ={3,11} mn {r,s} ={2,59}.

Osaj pan je ¢punancujckn moap:xao mpojexar 174012 Munucrapcrsa mpocsere, Hayke U T€XHOIOMKOD
passoja y Baamu Peny6auke Cpouje.
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Ckyn pemema je, nakie,

S(p,q,r,s) ={(3,11,2,59),(3,11,59,2),(11,3,2,59), (11, 3,59,2)} .

3. Ilorazatu na je 6poj B = 888...8 koju ce cacroju ox 2012 - 2013 nudapa 8
nmespuB 6pojesuma 2,3,7,11,13,37. Ucnouratu na au je 6poj B memus 6pojeBuma
4,8,16.

Pewemwe. Y pemaBamy OBOT 3a1aTKa KOPUCTHUIE ce HADETHA JeMa.

JIEMMA. Csaku mectomudpen 6poj A = aaacaa ca mudpamMa jeJHAKUM @ TeJHUB
je dpojeruma 3,7,11,13,37, xkao u Gpojem a.

Loxas.
aaaaaa = 10°a + 10*a 4 10%a 4 10%a 4 10a + a
= (10° + 10%)a + (10* + 10")a + (10° + 1)a
=10%(10° + 1)a + 10'(10® + 1)a + (10* + 1)a
= (10°4+1)- (10> + 10 + 1)a
=1001-111a
=3.7-11-13-37-a

mTo je u Tpebasio JOKa3aTH.

Kako 3amaru 6poj B mva 4050156 = 6 - 675026 nudapa, Moke ce 3amucaTu y
0buKy

B = 888888 + 10° - 888888 + ... + 10% - 888888 = 888888 - (1 + 105 + ... + 10’“)
=3-7-11-13-37-8- (1 +10% + --- 4 10%).
Onaspe je jacuo na je 6poj B memus ca 2,4, 8 kao u ca 3,7,11,13,37. Bpoj y 3arpau
y TIPEeTXOMHO] jeTHAKOCTU je HemapaH ma 0poj B muje memus ca 16.
4. Ioxrasaru na meby 1007 paznuuutux npupogaux npojesa mamux o1 2013 mocroju
Oap jemam Koju je jemHak 30upy mBa pasauuuta Opoja meby Tmm OpojeBmma.

Pewewe. Tlopebhajmo no Benuunnu 6pojese
a; < -+ < ayor < 2013.
Kaxko je a1 Hajmamu o BUX, CBE pasiuke ay — a1 Cy npupomau 6pojesu. Cryn

S ={az —ai,... ,a1007r — a1,01,... ,a1007}

cagp:ku 2013 enemenara (mpupomnux Gpojesa) mMamux on 2013, na mo Jdupuxmeosom
npuHIUIY caenu na 6ap asa Gpoja w3 ckyma S mopajy Gutu jemnaka. To je moryhe
jenuHO aKo je

Ak — a1 = Qnp,
3a Heke k u n.

Axo je n # 1, ouna je ar = a1 + a,, Ia je JOKa3 3aBPIIEH.
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Axo je n =1, ouga je ar = a1 + a1, ma u3 ckyna S u3balyjeMo eJIeMeHT ay — a1
u pobujamo ckym S7 koju nma 2012 enemenara (mpupoxrux 6pojesa Mamux on 2013).
Onmer, wa ocuoBy upuxieosor npunmumna, ciaenu na mehy 6pojeBuma ckyma S mocroje
Gap mBa MeDycoOuo jennaka. Hewa je ap, — a1 = aq. Caza je curypso ¢ # 1, jep 6u
y CYHDPOTHOM OWIIO ap — @1 = G1 ¥ G — @1 = a1, JAKIE a4y = (j, ITO je CYIPOTHO
IPEeTIOCTABIM, TaKO 12 je G, = a1 + .

5. Mzpauynaru 2013. unan HU3a
(1) 1,2,4,5,7,9,10,12,14, 16, 17,19, 21,23, 25, ...

rie u3a jeNUHUIE cJaele NBa IapHa Opoja, 3aTUM TpY HENApHA, OHIA UYETUPH
MapHA, [a TeT HeNApPHUX, . ..
Ia nu je 6poj 2013 obyxsahen uusom (1), u ako jecre Ha KOM ce MeCTy HaJasu?

Pewewe. Ynanosu nusa (1) Mory ce passpcraTu y TPyIe TAkO Aa CBaka Pyla
7Ma OHOJIMKO UJAHOBA KOJIUKU j€ HEH MHIEKC, OJHOCHO

2. G2 (274);
3. G3 = (5,7,9);

4. Gy = (10,12,14,16); ...

Cpaga rpyma, ocuM IIpBE, YNHN KOHAUHU apUTMETUYKM HUA3 ca qU(epEeHnnjoM 2, a IPBU
ujaH cBake rpymne je 3a 1 Behum ox mocrienmmer uiaHa MPETXOIHE T'PYIE, W MOCIEIHY
WIAH CBaKe DYyIe jeIHAK je KBaApaTy MHAEKCA Te I'PYIE.

Hoxaxnmo Hajupe nma ce y ckyny G, k € N, nHamasu k 6pojeBa ucre maprHOoCTH
ka0 O6poj k ox Kojux je majMamu jemHak k2 — 2k + 2 a majsehu k2. OBaj moxa3 hemo
M3BECTH MATEMATHYKOM MHIYKIHOM IO K.

- 3ak=1je Gy = (1). Kaxo je
1=1"-2-142=1°

7 Kako je 1 memapan Opoj, y OBOM cay4ajy TBphHeme BaKu.
— (UX) TIpernocrasumo na tBpheme Basku 3a HEKO k.
— (IO) ¥Y morasy hemo pasnukoBatu mBa ciydaja:
(a) Bpoj k je mapas.
Y Tom cayuajy 6poj k% + 1 je memapan. Kako je k> +1 = (k+1)2 —2(k+1)+2
nk?+1+2-k=(k+1)? rBpheme je y oBoM ciTyuajy mOKa3aHo.
(6) Bpoj k je memapas.
Y Tom cayuajy 6poj k% + 1 je mapan. C obsupom ma 10 ma je k% +1 = (k+1)% —
20k+1)+2uk?+1+2-k = (k+1)% tepheme je u y oBoM ciydajy mokazaso.

Hexka ce 2013. uman Hu3a Hajga3u y TPYOU ca uHaekcoM k. Tama ce y mpeTxomHum
rpynama HajJa3u
(k—1)k

1424+ (k-1)= 5
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WJIaHOBA, Ha je

(k—1) -k

1-+16205 1+ v 16205)
2 ’ 2 '

Kaxko je 6poj k majsehm mpupoman 6poj Koju mpumama CKymy pelema IPETXOIHE He-
jemnaunne, cnemqu na je k = 63. Vunexc najseher unana 62. rpyme je % = 1953.

< 2013, omarue (k—1)k < 4026, 3maun k € (

To smaun na ce 2013. unan musa (1) Hanasw y 63. rpymm umju je IpBU WiIaH
622 + 1 = 3845. Taj umax je, 36or 2013 — 1891 = 60, 60. y 63. rpymu u u3HOCK

3845 4 2 - 59 = 3963.
OxrosopuMo 1 Ha mUTaEe Be3aHo 3a mpunannocT 6poja 2013 musy (1). Kako je
1937 = 45% — 2. 45 + 2 < 2013 < 2045 = 452,

crnemu na je 6poj 2013 obyxsahen tum Huzom. Ou je, y rpymu G4 u Kako je 2013 —
1937 = 76 3akmyuyjemo ma 6poj 2013 y HU3Y 3ay3uMma % + 76 = 1066-To MmecTO.

6. Y cryny meimux OpojeBa PENINTH jeTHAUUHY

28 4 9% — 20 =2013.

Pewewe. Moryhu ocranm mpu mememy nesor 6poja x ca 7 cy 0,1,2,3,4,5,6.
36or Tora cy jemuEm ocTama mpu Aebemy 6poja x8 ca 7, sampaso, 0 m 1. Omarie
clIemu Ja Cy ocTamu mpu gememy 6poja b +14% — 26 mpu nememy ca 7 enementu cryma

R=1{0,-1,1,2} = {0,1,2,6}.

Kaxo je
2013=74¢ R,

clIemu Na NaTa jefHAYMHA HEMa Pellema y CKYIy Ieaux Opojesa.
7. 3a maru 6poj n € N mahu 6ap jenan nap npupoauux 6pojesa (x,y) 3a Koje Baku
x? — 3y? = 2013™.
Pewewe. Baxu
2013 = 452 — 3- 22 = (45 — 2v/3)(45 + 2V/3).

Takobe je u
(45 — 2V/3)" = 45" — <71L> 45" 71 2V 4 (1) (2V3)
(45 +2V/3)" = 45" + (?) 45" 23 4+ (2V3)™

Cana je
2013" = (45 — 2v/3)"(45 4+ 2v/3)" = 22 — (yv/2)",
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OaKJe CJIean na je
1
v =5((45— 2V/3)™ + (45 4+ 2V/3)") = 45" + (Z) 45"2(2v/3)% + - -

y = 2—%((4%2\/??)” — (45— 2V3)") = <711>45"1~2+ (§>45"3-23-3+-~ .

8. VY ckyny mpupomaux OpojeBa pemuTu jeIHAYUHY

zyzt+ayz+yzt+ztr+ayt+exy+yz+2tt+rz+yt+at+r+y+ 241 = 2013.

Pewewe. Baxu

zyzt +xyz +yzt +zte +xyt + oy +yz+ 2zt +xz4+yt+at+r+y+z+t+1
=@+ -(y+1)-(z+1)-(t+1)=2014=2-19-53.

Kaxo je 3a z,y,2,t € N cBaku ox unnunana (z + 1),(y +1),(z + 1) u t + 1 sehn
nian jenHak 2 u Kako Opoj 2014 mMa TayHO TPH pA3IMYMTA IPOCTA JENUOIA, TO je
Taj 6poj Hemoryhe mpencTaBUTH KaoO NMPOW3BOJ YETUPU PA3NIWYUTa IPUPOIHA Opoja
OJaKJie, U W3 IPEeTXONHe (aKTOpU3auuje, CIEId Ja OBa jeJHAUMHA HEMAa Delemha Y
CKYIly IPUPOJTHUX Opojesa.

9. Ogmpenutu cse nese Gpojese k 3a Koje mocToje 1enu OPOjeBU 1m U N TAKBU Ja je
(2) m?* —n? = 2013.

3a nobujene BpemHocTH k pemuTu oarosapajyhe jeqHaunee Mo m u ny CKyILy

nenux Opojesa.

Pewemwe. Axo je k =0, onna je

m2* —n?* =m® —n® =1 #2013,

mTo moka3yje ma je k # 0.

Jacuo je ma je m?* = (—m)?* 3a mpoussoman neo 6poj k # 0 u TPOM3BOIHO
m € N, omarie crem ma axo je ypebena tpojka (mg, no, ko) € N° pememe jenmaunne
(2) onga cy cse Tpojke obamka (mg, £ng, ko) pemema e jengauunae. 360r Tora hemo
0Baj 3aJaTaK y HACTABKY CBECTHU HA UCIUTUBAILE MOCTOjamha IPUPOIHAX OPojeBa m u n
KOjU Cy, 38 eBeHTyasnHo k, pemema jemaaumne (2). Harmacumo jomr u To na y caydajy
k > 0, xaro je 2013 > 0 u dymrmmja f(r) = 2* 3a = € (0,+o00) pacryha, mopa
BAKUTU HejeTHAKOCT M > N.

Heka je k < 0. ¥ tom cayuajy je meomxomuo ma je m,n # 0. Jacuo je ma je,
3borm>1un >0,

1 1
2k 2k
m=" —n"=———-——<1<201
2l = 1< 2013,

omakye caemu ma je k, YKOJIMKO TOCTOju, pupoman 6poj. Pasmorpumo mapemme ciy-
JajeBe:

1. k=2l 1€ N.
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Pemmvo wvajupe jennaunny
m* —n* = 2013
y CKyIly IPUPOIHUX Opojesa.
Kaxo je
m* —n*=(m—n) - (m+n)- (m?+n?) =2013=3-11-61,
T0 300r m,n > 1 caemu ma je
m—n§m+n§m2+n2,

mro 3uaun 1a je m —n € {1,3}.

(a) m —n = 1. U3z darropusammje Gpoja 2013 um pemammja meby OGpojesuma
m-n,m+nu m? +n? cremn na je

m+n € {3,11,33}.
- m+n =3. Y toM caydajy je m = 2 un = 1, mTO HUje peIIeHE jeTHAUNHE
m?* —nt = 2013.
- m+mn = 11. ¥ oBom cayuajy je m = 6 u n = 5, mro Takohe Huje permeme
jemmaumne m* — nt = 2013.
- m+n=233. Cana je m =17 un = 16 ogaxie ciema na je
m* —n* = 17985 # 2013,
A HU Yy OBOM CJIydajy Gpojesu m m m HUCY pemema jemnaumne m? —nt = 2013.
N3 mperxoxnsor cnenu ma je m —n # 1.

(6) m —n = 3. Y oBoum ciyudajy je, 36or omroca m —n < m +mn < m? +n? n
daxTopusamuje 6poja 2013, m+n = 11 u m? +n? = 61. 13 npse mse jeamaunne
crem ga jem =Tun =6 am 7> + 62 = 85 # 61, ma Hu y 0BOM CIIydajy
jemmaumaa m* — n* = 2013 Hema pemerna y CKYIy IPHPOIHUX GpojeBa.

Opmasne ciemu ma je 3a MPOM3BOJLHA OBa MPUPOIHA Opoja m m n
m* —n* # 2013.
W3 nperxonmor jacHo ciemu na je, 3a mpousBossHO k = 21, | € N,
m? —n?k = (ml)4 — (nl)4 #2013,
2. k=21+1,1€ Ny.

Y oBoM cayuajy je

m?* —n? = (m —n)-(m+n)x

21

(m _m2l—1n+_”+n2l).(m21+m2l—1n+._._~_n21).

A B
[Tpumernmo Hajmpe ma 3a mpomsBosbaH mpupoman 6poj u, 0 < u < 2] — 1, Baxku 1a je

m2l7unu _ m2l7u71nu+1 _ m2l7u71nu(

m—n)>m—n>0.

Omnarae caemu na je m —n < A. Jacno je ma je m —n < m+n < B, ma Kako
6poj 2013 mMa TayHO uYeTHPU pa3NUUMTA IEIUOLa, TO je, y ciyuajy [ > 2 (omarie
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caenu na je A > 1+1), a kako je m —n HajMaBV YMHANAL IPETXOHE YaKTOpU3aIuje,
m —n = 1 ongocao m = n + 1. Pasmorpumo 1aj ciyuaj.

m2E 2k = (1) i
= ((n+ 1™ 1) (1))

(n+1)=n) (41" + ()™ 0!

4t n2l) X
(n+1)+n)- ((n+1)21 —(n+1)*"""nt +---+n2l>
=(@2n+1)-A-B=2013=3-11-61,
rme je A, B > 1. Kako je 6poj 2n + 1 memunan 6poja 2013 u kako je n € N, To je
2n+1 € {3,11, 33,61, 183}.
- 2n+1 € {3,33,183}. Onarne ciemn na je n € {1,16,91}.
Axo je n = 1, jemnauuna
(n 4+ 1)4+2 — pi+2 = 2013
cBomu ce Ha 242 = 2014, mro je memoryhe jep 2014 Huje cTeneH HujeIHOT TPUPOIHOT
6poja.
Axo je n = 16, jemmaumna (n + 1)4+2 — n4+2 = 2013 comm ce na
2897111 — 25621 = 2013.
Kako je 2892141 — 25621+1 =g 1 u 2013 =3 5 #35 1, 10 jeamaumna
(n+ 1)4+2 _ 442 — 9013
HU Y OBOM CJIyYajy HEMa IeJ0DPOjHUX pelmemna.
Ykomuko je mak n = 91, jennaunna
(n+ 1)4+2 — 442 — 9013
ce CBOIU HAa jeTHAYNHY
924+2 _ 914+2 = 2013,

Kako je 92412 — 91442 =5 1 u 2013 =13 11, T0O HK y OBOM CIyYajy HE HOCTO-
ju memo6pojro pememe jemmaumme (n + 1)4+2 — pH+2 = 2013, umve cmo menpmm
cBe MoryhiHOCTH OBOT TOJCAy4Yaja U JOULIM A0 PEe3yaTaTa Aa HA y OBOM MOACIYYAjy
moJIa3HA jeTHAYUWHA HEMA Pelielma ¥ CKYIy IpupoaHux Opojesa.

- 2n+1€{11,61}. ¥ oBom cayuajy je n € {5,30}, Taro na je
(n + 1)4l+2 _ n4l+2 =5 1.
Kaxo je 2013 #5 1, To cieaun na HU y OBOM CIIydajy jenHaunHa (2) HeMa pemema.

W3 mperxomuor cnemn na je | € {0,1}, mro 3maun na je k € {1,3}. Pasmorpmmo
jOII Ta IBa ciIydaja.
— | = 1. Y oBoum ciydajy, jemmaumna (2) ce tpamchopmmme y mS — n = 2013.
Hakon daxropusaiuje seBe crpane OBe jeqHauuHe nobuja ce xa je

(m—mn)-(m+n)-(m?+mn+n?)- (m?>—mn+n?) =3-11-61.
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Ogarine crenn na je, U3 UCTOT Pa3iora Kao y jeOHOM JOelIy IPETXOIHOD pasMa-
Tpama, m = n + 1. Y oBoMm ciydyajy, IOJNa3Ha jeJHAYMHA Ce TPAHCHOPMUIIE

y
(2n4+1)-(3n® +3n+1)- (n* +n+1) = 2013.
Kakoje3<2n+1<n’4+n+1<3n?2+3n+1, 1o je
2n+1=3
n*+n+1=11

3n® +3n+1=61
Mebhyrum, npuponas 6poj n KOju 3a10BO/bABA CBE TPU NPETXOJHE jeIHAUNHE HE
[OCTOjU Na jenHaunHa (2) HU y OBOM CJy4ajy HEMa DEIleha.

— 1 = 0. Y oBoM criyuajy jemmaunna (2) ce tpamchopmume y m? — n? = 2013.
Haxron ¢axTopusamuje nobuja ce aa je
(m—n)-(m+n)=3-11-61,
OZaKJIe, KaJa YKJBYUUMO YCIOB A je m > n, Ho0ujaMo HapeaHe CIydajeBe:

m-n=1; 1007, 1006
{m+n:2013:>(m’n)_( ,1006);

™= 337,334
{m+n:671:>(m’n)_( ,334);

m—n=11;
{ = (m,n) = (97, 86);

m+n =183
m—n =33 47,14
{m+n—61 = (mn) = (47, 14).

V3 mperxoxsor cnemu na je ckyn S pemema (m,n,k) jenHauume (2) y crymy
mpupomHux 6pojesa
S = {(1007,1006, 1), (337,334,1), (97,86,1), (47,14, 1) }.

Kako cMo Ha MOYeTRy HAITIACWIN & YKOIWKO je Tpojka (mg,ng, ko) pememe je-
mmauuee (2), oHga cy cBe Tpojke obmura (+myg, +ng, ko) pemena IOMeHyTE jeHAIMHE,
TO CJIeaU 12 je CKyI pemema jeaHauune (2) jenmax

S = {(£1007, 1006, 1), (+337, £334, 1), (97, +86, 1), (£47, £14, 1)}.
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