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BROJ 2013 U ALGEBARSKIM ZADACIMA

Ciǉ ovog rada je popularizacija matematike kroz rexavaǌe nekih zadataka
u kojima figurixe broj 2013. Ti zadaci su zasnovani na zadacima predstavǉenim
u [1–5].

Rad poqiǌe motivacionim zadacima koji se rexavaju jednostavno, da bi u
nastavku bili predstavǉeni nexto komplikovaniji zadaci koji se pozivaju na
neke dobro poznate leme, teoreme . . .

1. Dokazati da je broj
20132013 − 2013

deǉiv sa 330.
Rexeǌe. Jasno je da je

20132013 − 2013 = 2013 · (20132012 − 1
)
.

Kako je 2013 = 3 · 11 · 61, to je broj 20132013 − 2013 deǉiv prostim brojevima 3 i
11. Kako je jox i

20132012 − 1 ≡10 32012 − 1 =
(
34

)2012 − 1 ≡10 12012 − 1 = 0,

to je broj 20132012 − 1 deǉiv sa 10. Odatle, kako su brojevi 3, 10 i 11 uzajamno
prosti, sledi da je broj 20132013 − 2013 deǉiv sa (3 · 11) · 10 = 330.

2. Odrediti proste brojeve p, q, r i s takve da je

p · q · (r + s) = 2013.

Rexeǌe. Kako je 2013 = 3 · 11 · 61, to je

{p, q, r + s} = {3, 11, 61}.
Kako ne postoje dva prosta broja qiji je zbir jednak 3 ili 11, to mora biti
r + s = 61. Odatle sledi da, kako je 61 neparan broj, jedan od prostih brojeva r
i s mora biti paran a drugi neparan. Taqnije, jedan od tih brojeva je jednak 2
a drugi 59. Iz prethodnog sledi da je

{p, q} = {3, 11} i {r, s} = {2, 59}.
Ovaj rad je finansijski podr¼ao projekat 174012 Ministarstva prosvete, nauke i tehnoloxkog

razvoja u Vladi Republike Srbije.
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Skup rexeǌa je, dakle,

S(p, q, r, s) = {(3, 11, 2, 59) , (3, 11, 59, 2) , (11, 3, 2, 59) , (11, 3, 59, 2)} .

3. Dokazati da je broj B = 888 . . . 8 koji se sastoji od 2012 · 2013 cifara 8
deǉiv brojevima 2, 3, 7, 11, 13, 37. Ispitati da li je broj B deǉiv brojevima
4, 8, 16.
Rexeǌe. U rexavaǌu ovog zadatka koristi²e se naredna lema.

Lemma. Svaki xestocifren broj A = aaaaaa sa ciframa jednakim a deǉiv
je brojevima 3, 7, 11, 13, 37, kao i brojem a.

Dokaz.

aaaaaa = 105a + 104a + 103a + 102a + 10a + a

= (105 + 102)a + (104 + 101)a + (103 + 1)a

= 102(103 + 1)a + 101(103 + 1)a + (103 + 1)a

= (103 + 1) · (102 + 10 + 1)a
= 1001 · 111a

= 3 · 7 · 11 · 13 · 37 · a
xto je i trebalo dokazati.

Kako zadati broj B ima 4050156 = 6 · 675026 cifara, mo¼e se zapisati u
obliku

B = 888888 + 106 · 888888 + . . . + 10k · 888888 = 888888 · (1 + 106 + . . . + 10k)

= 3 · 7 · 11 · 13 · 37 · 8 · (1 + 106 + · · ·+ 10k).

Odavde je jasno da je broj B deǉiv sa 2, 4, 8 kao i sa 3, 7, 11, 13, 37. Broj u zagradi
u prethodnoj jednakosti je neparan pa broj B nije deǉiv sa 16.

4. Dokazati da me±u 1007 razliqitih prirodnih projeva maǌih od 2013 postoji
bar jedan koji je jednak zbiru dva razliqita broja me±u tim brojevima.

Rexeǌe. Pore±ajmo po veliqini brojeve

a1 < · · · < a1007 < 2013.

Kako je a1 najmaǌi od ǌih, sve razlike ak − a1 su prirodni brojevi. Skup

S = {a2 − a1, . . . , a1007 − a1, a1, . . . , a1007}
sadr¼i 2013 elemenata (prirodnih brojeva) maǌih od 2013, pa po Dirihleovom
principu sledi da bar dva broja iz skupa S moraju biti jednaka. To je mogu²e
jedino ako je

ak − a1 = an,

za neke k i n.

Ako je n 6= 1, onda je ak = a1 + an, pa je dokaz zavrxen.
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Ako je n = 1, onda je ak = a1 + a1, pa iz skupa S izbacujemo element ak − a1

i dobijamo skup S1 koji ima 2012 elemenata (prirodnih brojeva maǌih od 2013).
Opet, na osnovu Dirihleovog principa, sledi da me±u brojevima skupa S1 postoje
bar dva me±usobno jednaka. Neka je ap − a1 = aq. Sada je sigurno q 6= 1, jer bi
u suprotnom bilo ap − a1 = a1 i ak − a1 = a1, dakle ap = ak, xto je suprotno
pretpostavci, tako da je ap = a1 + aq.

5. Izraqunati 2013. qlan niza

(1) 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 23, 25, . . .

gde iza jedinice slede dva parna broja, zatim tri neparna, onda qetiri
parna, pa pet neparnih, . . .

Da li je broj 2013 obuhva²en nizom (1), i ako jeste na kom se mestu nalazi?

Rexeǌe. Qlanovi niza (1) mogu se razvrstati u grupe tako da svaka grupa
ima onoliko qlanova koliki je ǌen indeks, odnosno

1. G1 = (1);
2. G2 = (2, 4);
3. G3 = (5, 7, 9);
4. G4 = (10, 12, 14, 16); . . .

Svaka grupa, osim prve, qini konaqni aritmetiqki niz sa diferencijom 2, a prvi
qlan svake grupe je za 1 ve²i od posledǌeg qlana prethodne grupe, i posledǌi
qlan svake grupe jednak je kvadratu indeksa te grupe.

Doka¼imo najpre da se u skupu Gk, k ∈ N, nalazi k brojeva iste parnosti
kao broj k od kojih je najmaǌi jednak k2 − 2k + 2 a najve²i k2. Ovaj dokaz ²emo
izvesti matematiqkom indukcijom po k.

– Za k = 1 je Gk = (1). Kako je

1 = 12 − 2 · 1 + 2 = 12

i kako je 1 neparan broj, u ovom sluqaju tvr±eǌe va¼i.

– (IH) Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za neko k.

– (ID) U dokazu ²emo razlikovati dva sluqaja:

(a) Broj k je paran.

U tom sluqaju broj k2 +1 je neparan. Kako je k2 +1 = (k +1)2− 2(k +1)+2
i k2 + 1 + 2 · k = (k + 1)2 tvr±eǌe je u ovom sluqaju dokazano.

(b) Broj k je neparan.

U tom sluqaju broj k2 +1 je paran. S obzirom na to da je k2 +1 = (k +1)2−
2(k + 1) + 2 i k2 + 1 + 2 · k = (k + 1)2 tvr±eǌe je i u ovom sluqaju dokazano.

Neka se 2013. qlan niza nalazi u grupi sa indeksom k. Tada se u prethodnim
grupama nalazi

1 + 2 + · · ·+ (k − 1) =
(k − 1)k

2
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qlanova, pa je

(k − 1) · k
2

< 2013, odakle (k−1)k < 4026, znaqi k ∈ (
1−√16205

2
,
1 +

√
16205
2

).

Kako je broj k najve²i prirodan broj koji pripada skupu rexeǌa prethodne ne-
jednaqine, sledi da je k = 63. Indeks najve²eg qlana 62. grupe je 63·62

2 = 1953.
To znaqi da se 2013. qlan niza (1) nalazi u 63. grupi qiji je prvi qlan

622 + 1 = 3845. Taj qlan je, zbog 2013− 1891 = 60, 60. u 63. grupi i iznosi

3845 + 2 · 59 = 3963.

Odgovorimo i na pitaǌe vezano za pripadnost broja 2013 nizu (1). Kako je

1937 = 452 − 2 · 45 + 2 < 2013 < 2045 = 452,

sledi da je broj 2013 obuhva²en tim nizom. On je, u grupi G45 i kako je 2013−
1937 = 76 zakǉuqujemo da broj 2013 u nizu zauzima 44·45

2 + 76 = 1066-to mesto.

6. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

x6 + y6 − z6 = 2013.

Rexeǌe. Mogu²i ostaci pri deǉeǌu celog broja x sa 7 su 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Zbog toga su jedini ostaci pri deǉeǌu broja x6 sa 7, zapravo, 0 i 1. Odatle
sledi da su ostaci pri deǉeǌu broja x6 +y6−z6 pri deǉeǌu sa 7 elementi skupa

R = {0,−1, 1, 2} = {0, 1, 2, 6}.
Kako je

2013 ≡7 4 /∈ R,

sledi da data jednaqina nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

7. Za dati broj n ∈ N na²i bar jedan par prirodnih brojeva (x, y) za koje va¼i

x2 − 3y2 = 2013n.

Rexeǌe. Va¼i

2013 = 452 − 3 · 22 = (45− 2
√

3)(45 + 2
√

3).

Tako±e je i

(45− 2
√

3)n = 45n −
(

n

1

)
45n−1 · 2

√
3 + · · ·+ (−1)n(2

√
3)n;

(45 + 2
√

3)n = 45n +
(

n

1

)
45n−1 · 2

√
3 + · · ·+ (2

√
3)n.

Sada je
2013n = (45− 2

√
3)n(45 + 2

√
3)n = x2 − (y

√
2)n,



Broj 2013 u algebarskim zadacima 57

odakle sledi da je

x =
1
2
((45− 2

√
3)n + (45 + 2

√
3)n) = 45n +

(
n

2

)
45n−2(2

√
3)2 + · · ·

y =
1

2
√

3
((45 + 2

√
3)n − (45− 2

√
3)n) =

(
n

1

)
45n−1 · 2 +

(
n

3

)
45n−3 · 23 · 3 + · · · .

8. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

xyzt+xyz +yzt+ztx+xyt+xy +yz +zt+xz +yt+xt+x+y +z + t = 2013.

Rexeǌe. Va¼i

xyzt + xyz + yzt + ztx + xyt + xy + yz + zt + xz + yt + xt + x + y + z + t + 1

= (x + 1) · (y + 1) · (z + 1) · (t + 1) = 2014 = 2 · 19 · 53.

Kako je za x, y, z, t ∈ N svaki od qinilaca (x + 1), (y + 1), (z + 1) i t + 1 ve²i
ili jednak 2 i kako broj 2014 ima taqno tri razliqita prosta delioca, to je
taj broj nemogu²e predstaviti kao proizvod qetiri razliqita prirodna broja
odakle, i iz prethodne faktorizacije, sledi da ova jednaqina nema rexeǌa u
skupu prirodnih brojeva.

9. Odrediti sve cele brojeve k za koje postoje celi brojevi m i n takvi da je

(2) m2k − n2k = 2013.

Za dobijene vrednosti k rexiti odgovaraju²e jednaqine po m i n u skupu
celih brojeva.

Rexeǌe. Ako je k = 0, onda je

m2k − n2k = m0 − n0 = 1 6= 2013,

xto dokazuje da je k 6= 0.
Jasno je da je m2k = (−m)2k za proizvoǉan ceo broj k 6= 0 i proizvoǉno

m ∈ N, odakle sledi da ako je ure±ena trojka (m0, n0, k0) ∈ N3 rexeǌe jednaqine
(2) onda su sve trojke oblika (±m0,±n0, k0) rexeǌa te jednaqine. Zbog toga ²emo
ovaj zadatak u nastavku svesti na ispitivaǌe postojaǌa prirodnih brojeva m i n
koji su, za eventualno k, rexeǌa jednaqine (2). Naglasimo jox i to da u sluqaju
k > 0, kako je 2013 > 0 i funkcija f(x) = xk za x ∈ (0, +∞) rastu²a, mora
va¼iti nejednakost m > n.

Neka je k < 0. U tom sluqaju je neophodno da je m,n 6= 0. Jasno je da je,
zbog m > 1 i n > 0,

m2k − n2k =
1

m2|k| −
1

n2|k| ≤ 1 < 2013,

odakle sledi da je k, ukoliko postoji, prirodan broj. Razmotrimo naredne slu-
qajeve:

1. k = 2l, l ∈ N.
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Reximo najpre jednaqinu

m4 − n4 = 2013

u skupu prirodnih brojeva.
Kako je

m4 − n4 = (m− n) · (m + n) · (m2 + n2) = 2013 = 3 · 11 · 61,

to zbog m,n ≥ 1 sledi da je

m− n ≤ m + n ≤ m2 + n2,

xto znaqi da je m− n ∈ {1, 3}.
(a) m − n = 1. Iz faktorizacije broja 2013 i relacija me±u brojevima

m− n, m + n i m2 + n2 sledi da je

m + n ∈ {3, 11, 33}.
– m + n = 3. U tom sluqaju je m = 2 i n = 1, xto nije rexeǌe jednaqine

m4 − n4 = 2013.
– m + n = 11. U ovom sluqaju je m = 6 i n = 5, xto tako±e nije rexeǌe

jednaqine m4 − n4 = 2013.
– m + n = 33. Sada je m = 17 i n = 16 odakle sledi da je

m4 − n4 = 17985 6= 2013,

pa ni u ovom sluqaju brojevi m i n nisu rexeǌa jednaqine m4 − n4 = 2013.
Iz prethodnog sledi da je m− n 6= 1.

(b) m − n = 3. U ovom sluqaju je, zbog odnosa m − n < m + n ≤ m2 + n2 i
faktorizacije broja 2013, m+n = 11 i m2 +n2 = 61. Iz prve dve jednaqine
sledi da je m = 7 i n = 6 ali 72 + 62 = 85 6= 61, pa ni u ovom sluqaju
jednaqina m4 − n4 = 2013 nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.
Odavde sledi da je za proizvoǉna dva prirodna broja m i n

m4 − n4 6= 2013.

Iz prethodnog jasno sledi da je, za proizvoǉno k = 2l, l ∈ N,

m2k − n2k =
(
ml

)4 − (
nl

)4 6= 2013,

2. k = 2l + 1, l ∈ N0.
U ovom sluqaju je

m2k − n2k = (m− n) · (m + n)×
(m2l −m2l−1n + · · ·+ n2l)︸ ︷︷ ︸

A

· (m2l + m2l−1n + · · ·+ n2l)︸ ︷︷ ︸
B

.

Primetimo najpre da za proizvoǉan prirodan broj u, 0 ≤ u ≤ 2l − 1, va¼i da je

m2l−unu −m2l−u−1nu+1 = m2l−u−1nu(m− n) ≥ m− n > 0.

Odatle sledi da je m − n < A. Jasno je da je m − n < m + n ≤ B, pa kako
broj 2013 ima taqno qetiri razliqita delioca, to je, u sluqaju l ≥ 2 (odakle
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sledi da je A ≥ l+1), a kako je m−n najmaǌi qinilac prethodne faktorizacije,
m− n = 1 odnosno m = n + 1. Razmotrimo taj sluqaj.

m2k − n2k = (n + 1)4l+2 − n4l+2

=
(
(n + 1)2l+1 − n2l+1

)
·
(
(n + 1)2l+1 − n2l+1

)

= ((n + 1)− n) ·
(
(n + 1)2l + (n + 1)2l−1 · n1 + · · ·+ n2l

)
×

((n + 1) + n) ·
(
(n + 1)2l − (n + 1)2l−1 · n1 + · · ·+ n2l

)

= (2n + 1) ·A ·B = 2013 = 3 · 11 · 61,

gde je A,B > 1. Kako je broj 2n + 1 delilac broja 2013 i kako je n ∈ N, to je
2n + 1 ∈ {3, 11, 33, 61, 183}.

– 2n + 1 ∈ {3, 33, 183}. Odatle sledi da je n ∈ {1, 16, 91}.
Ako je n = 1, jednaqina

(n + 1)4l+2 − n4l+2 = 2013

svodi se na 24l+2 = 2014, xto je nemogu²e jer 2014 nije stepen nijednog prirodnog
broja.

Ako je n = 16, jednaqina (n + 1)4l+2 − n4l+2 = 2013 svodi se na

2892l+1 − 2562l+1 = 2013.

Kako je 2892l+1 − 2562l+1 ≡8 1 i 2013 ≡8 5 6≡8 1, to jednaqina

(n + 1)4l+2 − n4l+2 = 2013

ni u ovom sluqaju nema celobrojnih rexeǌa.

Ukoliko je pak n = 91, jednaqina

(n + 1)4l+2 − n4l+2 = 2013

se svodi na jednaqinu
924l+2 − 914l+2 = 2013.

Kako je 924l+2 − 914l+2 ≡13 1 i 2013 ≡13 11, to ni u ovom sluqaju ne posto-
ji celobrojno rexeǌe jednaqine (n + 1)4l+2 − n4l+2 = 2013, qime smo iscrpli
sve mogu²nosti ovog podsluqaja i doxli do rezultata da ni u ovom podsluqaju
polazna jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

– 2n + 1 ∈ {11, 61}. U ovom sluqaju je n ∈ {5, 30}, tako da je

(n + 1)4l+2 − n4l+2 ≡5 1.

Kako je 2013 6≡5 1, to sledi da ni u ovom sluqaju jednaqina (2) nema rexeǌa.

Iz prethodnog sledi da je l ∈ {0, 1}, xto znaqi da je k ∈ {1, 3}. Razmotrimo
jox ta dva sluqaja.

– l = 1. U ovom sluqaju, jednaqina (2) se transformixe u m6 − n6 = 2013.
Nakon faktorizacije leve strane ove jednaqine dobija se da je

(m− n) · (m + n) · (m2 + mn + n2) · (m2 −mn + n2) = 3 · 11 · 61.
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Odatle sledi da je, iz istog razloga kao u jednom delu prethodnog razma-
traǌa, m = n + 1. U ovom sluqaju, polazna jednaqina se transformixe
u

(2n + 1) · (3n2 + 3n + 1) · (n2 + n + 1) = 2013.

Kako je 3 ≤ 2n + 1 ≤ n2 + n + 1 ≤ 3n2 + 3n + 1, to je



2n + 1 = 3

n2 + n + 1 = 11

3n2 + 3n + 1 = 61
Me±utim, prirodan broj n koji zadovoǉava sve tri prethodne jednaqine ne
postoji pa jednaqina (2) ni u ovom sluqaju nema rexeǌa.

– l = 0. U ovom sluqaju jednaqina (2) se transformixe u m2 − n2 = 2013.
Nakon faktorizacije dobija se da je

(m− n) · (m + n) = 3 · 11 · 61,

odakle, kada ukǉuqimo uslov da je m > n, dobijamo naredne sluqajeve:{
m− n = 1;
m + n = 2013

=⇒ (m,n) = (1007, 1006);

{
m− n = 3;
m + n = 671

=⇒ (m,n) = (337, 334);

{
m− n = 11;
m + n = 183

=⇒ (m,n) = (97, 86);

{
m− n = 33;
m + n = 61

=⇒ (m,n) = (47, 14).

Iz prethodnog sledi da je skup S rexeǌa (m,n, k) jednaqine (2) u skupu
prirodnih brojeva

S = {(1007, 1006, 1), (337, 334, 1), (97, 86, 1), (47, 14, 1)}.
Kako smo na poqetku naglasili da ukoliko je trojka (m0, n0, k0) rexeǌe je-

dnaqine (2), onda su sve trojke oblika (±m0,±n0, k0) rexeǌa pomenute jednacine,
to sledi da je skup rexeǌa jednaqine (2) jednak

S = {(±1007,±1006, 1), (±337,±334, 1), (±97,±86, 1), (±47,±14, 1)}.
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