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STRUKTURE PODATAKA ZA EFIKASNO
PREBROJAVAǋE NAD SKUPOVIMA TAQAKA

1. Uvod

U ovom tekstu ²emo opisati strukture podataka koje se mogu koristiti za
reprezentovaǌe kolekcije (skupa) taqaka u nekom d-dimenzionom (d > 2) prosto-
ru tako da se mo¼e efikasno odgovarati na upite tipa koliko taqaka iz date
kolekcije pripada nekom hiperkubu u tom prostoru.

Svaka taqka iz kolekcije je odre±ena svojim koordinatama koje obrazuju
ure±enu d-torku (x1, x2, . . . , xd). Smatra²emo da su sve koordinate realni bro-
jevi. Hiperkub je skup taqaka u d-dimenzionom prostoru odre±en koordinatama
dva naspramna temena: aL : (xL

1 , xL
2 , . . . , xL

d ) i aU : (xU
1 , xU

2 , . . . , xU
d ), a qine ga sve

taqke tog prostora qije su koordinate izme±u odgovaraju²ih koordinata ta dva
temena:

H(aL, aU ) = {(x1, x2, . . . , xd) : xL
i 6 xi 6 xU

i , i = 1, 2, . . . , d}.
Lako se zakǉuquje da je za d = 2 prostor kome pripadaju te taqke mogu²e predsta-
viti pomo²u koordinatne ravni (Dekartov kordinatni sistem), a da hiperkubovi
predstavǉaju pravougaonike qije su stranice paralelne osama i koji su odre±eni
parovima naspramnih temena. Ako je d = 3, hiperkubovi su kvadri u trodimen-
zionom prostoru (koji istina ne mo¼emo bax tako lako predstaviti grafiqki,
ali mo¼emo zamisliti).

Pretpostavimo da imamo neku unapred zadatu kolekciju taqaka S i ¼elimo
da postavimo seriju upita Q oblika: koliko taqaka iz skupa S pripada hiperkubu
qija su dva naspramna temena taqke aL

j i aU
j (j = 1, 2, . . . , |Q|). Na prvi pogled,

ovo je trivijalan problem jer se za svaku taqku relativno lako proverava da
li pripada zadatom hiperkubu (proveravaju²i za svaku ǌenu koordinatu da li
je izme±u odgovaraju²ih koordinata taqaka – temena koja odre±uju hiperkub).
Proverom za svaku taqku da li je u hiperkubu i brojaǌem samo onih koje jesu
u hiperkubu, relativno lako dolazimo do odgovora na upit. Me±utim, ako je n
broj taqaka u skupu i q broj upita, lako zakǉuqujemo da odgovor na sve upite
zahteva Θ(nq) operacija (to su uglavnom pore±eǌa brojeva – koordinata taqaka) i
slo¼i²ete se da to sa pove²aǌem broja upita mo¼e predstavǉati ne bax najboǉe
rexeǌe.
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Zbog toga se nametala potreba pronala¼eǌa naqina za reprezentovaǌe date
kolekcije na raqunarima, tako da se smaǌi slo¼enost odre±ivaǌa odgovora na
opisane upite. Tako su nastale dve strukture za reprezentovaǌe kolekcije taqaka
nad kojom se izvode upiti: k-d stabla i R-stabla.

Napomenimo na poqetku da se primena k-d stabala i R stabala ne svodi samo
na problem brojaǌa taqaka koje pripadaju nekoj konkretnoj oblasti (hiperkubu).
Uz neznatne varijacije (modifikacije i/ili dopune) iste strukture podataka
mogu biti iskorix²ene za rexavaǌe slede²ih prolema (zadataka, upita):

• odre±ivaǌe najbli¼e taqke zadatoj taqki, xto mo¼e biti zanimǉivo za raz-
ne praktiqne primene: u mobilnoj telefoniji, u organizaciji vatrogasne
slu¼be, slu¼bi hitne pomo²i (za odre±ivaǌe najbli¼e vatrogasne stanice,
odnosno najbli¼e stanice hitne pomo²i mestu na kome je potrebna ǌihova
usluga, tj. mestu na kome se desila neka nesre²a);

• odre±ivaǌe najve²e ,,prazne“ oblasti (tj. najve²eg hiperkuba koji ne sadr¼i
ni jednu taqku) ili najve²e ,,skoro prazne“ oblasti (tj. najve²eg hiperkuba
koji sadr¼i ne vixe od dovoǉno malo taqaka) – mo¼e biti korisno pri pla-
niraǌu gradǌe novih objekata na prostoru koji sadr¼i odre±ene prepreke;

• pri rexavaǌu optimizacionih problema kao xto su Problem Trgovaqkog
Putnika, Problem Rutiraǌa Vozila (obezbe±uju da se na efikasan naqin
odredi kako nastaviti marxrutu trgovaqkog putnika, odnosno marxrutu vo-
zila).

2. k-d stablo

2.1. Opis strukture

k-d stablo predstavǉa varijantu binarnog stabla. Stablo je sastavǉeno
od qvorova koji mogu biti interni qvorovi i qvorovi-listovi. Svaki inter-
ni qvor stabla deli prostor (ili neki podskup celog d-dimenzionog prostora)
na dva, razdvajaju²i taqke tog prostora na osnovu vrednosti jedne od ǌihovih
koordinata. U svakom internom qvoru u stabla se nalaze slede²i podaci:

• u.gr dim – oznaka (redni broj) koordinate po kojoj se vrxi razdvajaǌe ta-
qaka (ceo broj izme±u 1 i d);

• u.gr vred – vrednost na osnovu koje se vrxi deǉeǌe prostora (razdvajaǌe
taqaka);

• u.br t – broj taqaka smextenih u podstablu qiji je koren taj qvor.

Svaki interni qvor ima dva naslednika (odnosno dve grane koje vode ka
naslednicima). Ta dva naslednika su koreni dva podstabla. Levi naslednik je
koren podstabla u kome su smextene sve taqke iz skupa taqaka koje su smextene
u podstablu qiji je koren u za koje va¼i da je koordinata sa rednim brojem
u.gr dim maǌa ili jednaka od u.gr vred. Desni naslednik je koren podstabla
u kome su smextene taqke qija je koordinata sa rednim broje u.gr dim ve²a od
u.gr vred.
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Ako vrednost za granaǌe (deobu taqaka) izaberemo tako da pribli¼no polo-
vinu taqaka treba smestiti u svako od podstabala, onda ²e se broj taqaka koje
smextamo u podstabla smaǌivati te ²e na kraju ostati samo po jedna taqka. Tada
se ta taqka smexta u qvor tipa qvor–list koji predstavǉa kompletno stablo.
Jedini podatak koji se quva u takvom qvoru je taqka (u.tacka) koja je saquvana u
ǌemu, odnosno koordinate te taqke.

Na slici 1 je prikazan jedan od mogu²ih naqina da se reprezentuje 10 nacr-
tanih taqaka. Radi pojednostavǉeǌa, interni qvorovi su prikazani kru¼i²ima.
Iscrtani preqnik vizuelno predstavǉa koordinatu po kojoj se vrxi deǉeǌe pro-
stora (vertikalni, ako se deǉeǌe vrxi po x koordinati, a horizontalni, ako se
deǉeǌe vrxi po y koordinati).

Sl. 1. Jedan od mogu²ih naqina da se zadate taqke smeste u k-d stabla

Ostalo je nekoliko detaǉa koji nisu precizirani kroz prethodni opis. Prvi
je naqin odre±ivaǌa koordinate po kojoj se vrxi deǉeǌe. Postoji nekoliko
pravila koja se najqex²e primeǌuju:

• cikliqna promena koordinate po kojoj se vrxi deǉeǌe: koordinata za deǉeǌe
u korenu stabla je 1, u ǌegovim naslednicima 2, u ǌihovim naslednicima 3,
itd.

• deǉeǌe se na svakom nivou obavǉa po onoj koordinati za koju je razlika
izme±u najve²e i najmaǌe vrednosti te koordinate maksimalna (najve²a),
odnosno po koordinati po kojoj je raspon vrednosti koordinate najve²i.

• na svakom nivou se na sluqajan naqin bira koordinata po kojoj ²e se izvesti
deǉeǌe.

Kada je odre±ena koordinata po kojoj se vrxi deǉeǌe prostora, onda se za
skup vrednosti te koordinate odredi medijana i to ²e biti vrednost na osnovu
koje ²e se vrxiti deǉeǌe prostora (odnosno razdvajaǌe taqaka). Preciznije,
ako je Xgr skup sastavǉen samo od odgovaraju²ih koordinata svih taqaka sme-
xtenih u tom podstablu, onda je medijana tog skupa broj xmed sa osobinom da je
broj elmenata skupa Xgr maǌih od xmed jednak broju elemenata ve²ih do xmed.
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Ako je broj elemenata u skupu Xgr neparan, onda se za xmed mo¼e uzeti ,,sredǌi“
element po vrednosti. Ako je broj elemenata u skupu Xgr paran, onda se za xmed

mo¼e uzeti aritmetiqka sredina dva ,,sredǌa“ elementa. Ovo sve pod pretpo-
stavkom da su svi elementi skupa qiju medijanu odre±ujemo razliqiti. Ako se
neke vrednosti ponavǉaju, neformalni opis se malo komplikuje (ali mislimo da
ne treba tome da posve²ujemo vixe pa¼ǌe, jer to nije glavna tema ovog qlanka).

Za kraj ovog opisa odredimo veliqinu memorijskog prostora potrebnog za
k-d stablo za skup od n taqaka. Svaka taqka treba da bude smextena u listu
stabla, te prema tome stablo ima n listova. Kako je u pitaǌu binarno stablo,
ono ²e imati jox n − 1 internih qvorova. Ukupan broj qvorova je 2n − 1, a u
svakom qvoru se quva ograniqena koliqina informacija te je ukupan memorijski
prostor O(n).

2.2. Formiraǌe stabla

Funkcija za formiraǌe k-d stabla za zadati skup taqaka se mo¼e ralizo-
vati kao rekurzivna funkcija. Nakon izbora koordinate po kojoj ²e se taqke
tog skupa podeliti i odre±ivaǌa vrednosti za deǉeǌe taqaka, taqke se podele
u dva podskupa. Zatim se rekurzivno formiraju stabla za ta dva skupa taqaka.
Rezultati izvrxavaǌa su podstabla, a koreni tih podstabala su levi i desni
nalednik korena celog stabla.

Funkcija za formiraǌe k-d stabla je prikazana u Algoritmu 1. Sa
Pru.gr dim(t) je oznaqena funkcija koja odre±uje jednu (u.gr dim-tu) koordina-
tu taqke t.

Algoritam 1. Algoritam za formiraǌe k-d stabla

FormirajStablo (S)
if |S| = 1 then

w ← novi cvor–list
w.taqka ← t (*t je jedini element skupa S*)
return w

u ← novi cvor–interni
u.gr dim ← OdrediKoordinatu
u.gr vred ← Medijana(S, u.gr dim)
SL ← {t ∈ S : Pru.gr dim(t) 6 u.gr vred}
SG ← {t ∈ S : Pru.gr dim(t) > u.gr vred}
u.left ← FormirajStablo(SL)
u.right ← FormirajStablo(SG)
return u

Odredimo slo¼enost funkcije za formiraǌe k-d stabla za skup od n taqaka.
To ²emo izvesti analiziraju²i slo¼enost pojedinih koraka u algoritmu:

• odre±ivaǌe medijane za skup od n elemenata ima slo¼enost Θ(n) (detaǉe
mo¼ete prona²i u [2];

• formiraǌe korena stabla ima slo¼enost Θ(1);
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• nakon toga preostaje da se formiraju k-d stabla za dva podskupa koji imaju
po n/2 elemenata (ako je n neparan onda ²e jedan podskup imati (n + 1)/2, a
drugi (n− 1)/2 taqaka).
Ako sa T (n) oznaqimo slo¼enost formiraǌa k-d stabla za skup koji ima n

taqaka ima²emo vezu
T (n) = 2T (n/2) + g(n)

gde je g(n) = Θ(n). Po Master teoremi (o kojoj vixe mo¼ete proqitati u [2])
dobijamo da je T (n) = Θ(n log n).

2.3. Odgovor na upit

Primetimo da svakom qvoru k-d stabla mo¼emo pridru¼iti jedan hiperkub –
hiperkub koji sadr¼i sve taqke saquvane u podstablu qiji je koren bax taj qvor.
Taj hiperkub ne mora biti jedinstven. Izme±u ostalog mo¼e biti odre±en parom
temena (taqaka) qije se koordinate raqunaju kao minimum, odnosno maksimum
odgovaraju²ih koordinata svih taqaka iz tog podstabla.

Ali, ako odredimo hiperkub (odnosno ǌegova dva naspramna temena) za koren
celog stabla, onda se postupak odre±ivaǌe za ostale qvorove mo¼e izvesti i na
slede²i naqin:
• radi skra²eǌa zapisa, umesto u.gr dim koristimo oznaku g, a umesto

u.gr vred oznaku xg;
• neka su naspramna temena hiperkuba koji je pridru¼en qvoru u taqke

aL : (xL
1 , xL

2 , . . . , xL
g−1, x

L
g , xL

g+1, . . . , x
L
d )

i
aU : (xU

1 , xU
2 , . . . , xU

g−1, x
U
g , xU

g+1, . . . , x
U
d ).

• Tada ²e hiperkubovi koji odgovaraju podstablima qvora u biti odre±eni
slede²im parovima temena:

– za levog naslednika aL
l : (xL

1 , xL
2 , . . . , xL

g−1, x
L
g , xL

g+1, . . . , x
L
d ) i

aU
l : (xU

1 , xU
2 , . . . , xU

g−1, xg, x
U
g+1, . . . , x

U
d );

– za desnog naslednika aL
r : (xL

1 , xL
2 , . . . , xL

g−1, xg, x
L
g+1, . . . , x

L
d ) i

aU
r : (xU

1 , xU
2 , . . . , xU

g−1, x
U
g , xU

g+1, . . . , x
U
d ).

Oznaqimo sa H(u) hiperkub pridru¼en qvoru u, odnosno podstablu qiji je
koren qvor u. Ako treba da prebrojimo koliko taqaka iz stabla qiji je koren
qvor u pripada nekom hiperkubu H, onda moramo uzeti u obzir slede²e qiǌenice:
• ako je u list, onda treba proveriti da li taqka saquvana u tom qvoru pri-

pada ili ne hiperkubu H i u zavisnosti od toga vratiti rezultat 1 ili 0;
• ako je H(u) ⊂ H, onda sve taqke iz podstabla pripadaju hiperkubu H;
• ako je H(u) ∩H = ∅, onda nijedna taqka iz podstabla ne pripada hiperku-

bu H;
• u svim ostalim sluqajevima broj taqaka koji pripadaju hiperkubu H od-

re±ujemo tako xto odredimo broj taqaka za levo podstablo, desno podstablo
i saberemo ta dva broja.
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Funkcija za odre±ivaǌe broja taqaka koji pripadaju hiperkubu je prikazana
u Algoritmu 2.

Algoritam 2. Algoritam za prebrojavaǌe taqaka

PrebrojTachke (H, u)
if u je list then

if u.tacka ∈ H then
return 1

else
return 0

if H(u) ⊂ H then
return u.br t

if H(u) ∩H = ∅ then
return 0

return PrebrojTachke(H, u.left) + PrebrojTachke(H, u.right)

Drugi sluqaj u gorǌoj analizi opravdava dodavaǌe podatka u.br t kolekciji
podataka koji se quvaju u internim qvorovima stabla.

Na slici 2 je prikazan primer k-d stabla i istorija izraqunavaǌa broja
taqaka za pravougaonik prikazan isprekidanim linijama. Na k-d stablu su ne-
obojeni qvorovi koji ne²e biti pose²eni tokom brojaǌa. Najtamnijom nijansom
sive su obojeni qvorovi u kojima se prekida rekurzivno pozivaǌe, a rezultat
koji odgovara tom qvoru je upravo broj taqaka saquvanih u tom podstablu. Ne-
xto svetlijom nijansom sive su prikazani qvorovi u kojima se prekida postupak
brojaǌa zato xto su hiperkub koji odgovara tom qvoru i hiperkub za koji je po-
stavǉen upit disjunktni, ili zato xto je taj qvor list, a taqka saquvana u tom
qvoru ne pripada hiperkubu. Konaqno, najsvetlijom sivom su obojeni qvorovi za
koje va¼i da ²e funkcija za prebrojavaǌe biti pozvana za ǌegove naslednike.

Sl. 2. Ilustracija za brojaǌe za k-d stabla

Xta mo¼emo re²i o slo¼enosti prebrojavaǌa? Radi pojednostavǉeǌa na-
pravimo analizu u dvodimenzionom sluqaju tj. za d = 2. Primetimo da je
slo¼enost odre±ena brojem qvorova u stablu kroz koje treba pro²i tokom pre-
brojavaǌa (tj. brojem qvorova koje treba posetiti). No da bismo to odredili
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treba da procenimo koliko ima qvorova sa osobinom da ²e biti pose²en on i
ǌegova oba naslednika (u ostatku teksta zva²emo takve qvorove proxireni qvo-
rovi). To su zapravo qvorovi sa osobinom da se preklapaju hiperkub iz upita i
hiperkub koji odgovara tom qvoru.

Radi pojednostavǉeǌa analize pretpostavimo da se razdvajaǌe taqaka vrxi
naizmeniqno po prvoj i drugoj koordinati (tj. po x i y koordinati). Ako je d = 2,
hiperkub je pravougaonik odre±en po jednim parom horizontalnih i vertikalnih
linija koje sadr¼e stranice pravougaonika. Za svaku od tih linija treba da
procenimo koliko hiperkubova odre±enih qvorovima stabla preseca ta linija.
Time ²emo dobiti i procenu koliko qvorova ²emo obi²i tokom prebrojavaǌa.
Neka treba da procenimo za vertikalnu liniju i podstablo sa n qvorova koliko
ima qvorova qiji hiperkub preseca ta vertikalna linija (oznaqimo taj broj sa
C(n)). Pretpostavimo pored toga da se u korenu stabla vrxi razdvajaǌe po prvoj
(x) koordinati.

Neka je u koren stabla i neka vertikalna linija ima jednaqinu x = x0. Za-
visno od toga da li je u.gr vred ve²a ili maǌa od x0, samo hiperkubovi koji
odgovaraju qvorovima u levom ili desnom podstablu ²e imati zajedniqkih taqa-
ka sa vertikalnom linijom. Pretpostavimo da je x0 < u.gr vred (sliqno se radi
ako je x0 > u.gr vred). Oqigledno da ta vertikalna linija preseca i H(u.left).
Me±utim, hiperkub H(u.left) se na slede²em granaǌu deli horizontalnom lini-
jom i vertikalna linija x = x0 prolazi kroz oba novonastala hiperkuba (kao i
kroz neke hiperkubove koji odgovaraju qvorovima iz oba podstabla levog podsta-
bla). Zato ukupan broj pravougaonika koji imaju kontakt sa vertikalnom linijom
zadovoǉava slede²u nejednakost

C(n) 6
{

2, ako je n 6 4
2C(n/4) + 1, ako je n > 4.

Koriste²i tu vezu lako dobijamo:

C(n) 6 1 + 2C
(n

4

)

6 1 + 2
(

1 + 2C

(
n/4
4

))
= (1 + 2) + 4C

( n

16

)

6 (1 + 2) + 4
(

1 + 2C

(
n/16

4

))
= (1 + 2 + 4) + 8C

( n

64

)

6 · · ·

6
k−1∑

i=0

2i + 2kC
( n

4k

)

U posledǌoj nejednakosti k treba da bude takvo da je n
4k 6 1, tj. n 6 4k, a

iz ovoga sledi k = dlog4 ne. Ali, radi pojednostavǉeǌa raquna uze²emo da je
k = log4 n. Tada ²e biti

C(n) 6 2k − 1 + 2kC(1) 6 3 · 2k.
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Kako je
2k = 2log4 n = 2(log2 n)/2 = (2log2 n)1/2 = n1/2 =

√
n,

to je C(n) = O(
√

n).
Proxireni qvorovi su svi qvorovi kojima odgovaraju hiperkubovi (pra-

vougaonici) koji imaju zajedniqkih taqaka sa bar jednom od pravih odre±enih
stranicama hiperkuba (pravougaonika) iz upita. Prema tome, broj proxirenih
qvorova je najvixe 4 puta ve²i od broja C(n), tj. O(

√
n). Broj pose²enih qvo-

rova je ograniqen proizvodom broja proxirenih qvorova i konaqnog broja pa je
i taj broj O(

√
n).

Pokazuje se da je slo¼enost upita za proizvoǉno d (d > 2) jednaka O(n
d−1

d ).

3. R-stablo

Slo¼enost upita za k-d stablo nije zavidna. Pogotovo kada se pove²a di-
menzija prostora kome pripadaju taqke koje obra±ujemo. Zbog toga je nastala
nova struktura podataka, takozvano R-stablo.

Kod R-stabala je iskorix²ena qiǌenica da se problem brojaǌa taqaka u ne-
kom hiperkubu mo¼e predstaviti kao kompozicija dva ili vixe problema brojaǌa
gde ²e se brojaǌa vrxiti u prostoru maǌe dimenzije. Ali, to je onda zehtevalo
i izmene u strukturi podataka koje ²e to omogu²iti. Te izmene su dovelo do
pove²aǌe memorijskih zahteva.

3.1. R-stablo za d = 2

R-tablo je varijanta binarnog stabla u qijim listovima treba da budu sa-
quvane taqke iz kolekcije, pri qemu se one raspore±uju u listove na osnovu
vrednosti x–koordinate. Svaki interni qvor u sadr¼i kao informaciju jedan
broj u.xg na osnovu koga ²e sve taqke saquvane u podstablu qiji je koren u biti
podeǉene u dva podskupa:

• one qija je x-koordinata maǌa od u.xg (bi²e saquvane u levom podstablu);

• one qija je x koordinata ve²a od xg (bi²e saquvane u desnom podstablu).

Name²e se potreba da se za u.xg bira broj takav da polovina taqaka bude
smexteno u levo podstablo, a druga polovina u desno podstablo. Prema tome, za
u.xg treba uzimati medijanu skupa sastavǉenog od x–koordinata taqaka iz skupa
onih koje su saquvane u podstablu.

Pored toga za svaki qvor u se formira pomo²no stablo u koje se smextaju
sve taqke iz skupa onih saquvanih u podstablu qiji je koren u, ali ovaj put
ure±enih po vrednosti y–koordinate. To znaqi da su taqke saquvane u listovima
pomo²nog stabla, dok su u ostalim qvorovima saquvani brojevi koji imaju ulogu
da razdvoje taqke koje ²e biti smextene u podstablima stabla qiji je koren taj
qvor. Naravno, i u ovom sluqaju te vrednosti se biraju tako da pomo²no stablo
bude balansirano. Oznaqi²emo to pomo²no stablo sa Tu (ali ²emo koristiti
i oznaku u.T u algoritmima). Na slici 3 je prikazano kako bi izgledala cela
struktura za skup koji ima osam taqaka.
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Sl. 3. Primer R-stabla

3.2. Memorijski zahtevi

Ako je u stablu smexteno n taqaka, onda osnovno stablo ima n listova i
ukupno 2n − 1 qvorova. Svaki qvor ima konaqan skup informacija te je ukupan
memorijski zahtev za osnovno stablo O(n). Osnovno stablo se formira tako
da bude balansirano pa zbog toga ima O(log n) nivoa. Svaka taqka mo¼e biti
smextena u vixe pomo²nih stabala, ali u najvixe jednom pomo²nom stablu na
svakom od nivoa. Prema tome, ukupan broj listova u pomo²nim stablima koja
odgovaraju jednom nivou osnovnog stabla je n, a ukupan broj qvorova je najvixe
2n− 1. Znaqi ukupni memorijski zahtev je O(n log n).

3.3. Formiraǌe stabla

Preporuquje se da formiraǌe osnovnog stabla poqne od listova, kome bi
prethodilo sortiraǌe taqaka po vrednosti x-koordinate. To je redosled u kome
su taqke smextene u listovima sleva nadesno. Pretpostavimo da smo ve² ob-
avili odre±eni deo postupka za formiraǌe. To znaqi da smo spajaju²i maǌe
celine formirali odre±en broj podstabala osnovnog stabla. Spajamo po dva
podstabla osnovnog stabla formiraju²i ve²e. Pri tom spajaǌu najzahtevni-
ji deo je formiraǌe pomo²nog stabla za koren novonastalog podstabla. Da bi
to odradili potrebno da se sve taqke koje pripadaju tom podstablu urede po
y-koordinati i nakon toga rasporede u balansirano binarno stablo. Me±utim,
dva pomo²na stabla koja odgovaraju podstablima osnovnog stabla, koja su spojena
su ve² oformǉena i u ǌihovim listovima su taqke ure±ene po y-koordinatama
tako da je dovoǉno ta dva niza listova spojiti u jedan sortirani niz. To se
mo¼e izvesti u linearnom vremenu (po broju taqaka). Prema tome, formiraǌe
jednog nivoa osnovnog stabla ima slo¼enost O(n). Kako ima O(log n) nivoa, to
je slo¼enost formiraǌa stabla O(n log n).
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3.4. Raqunaǌe odgovora na upit

Sa svakim qvorom u osnovnog stabla asocirana je vertikalna traka, tako da
sve taqke smextene u tom podstablu pripadaju toj traci. Traka je ograniqena
sa dve vertikalne prave: x = xL(u) i x = xU (u), a qine je taqke qije su x-
koordinate izme±u xL(u) i xU (u). Oznaqimo sa Trx(u) = [xL(u), xU (u)] traku
koja je asocirana sa qvorom u.

Za koren celog R-stabla mo¼emo uzeti da je xL jednaka minimalnoj vrednosti
x-koordinata za skup taqaka za koji se to stablo formira. Analogno, za xU se
mo¼e uzeti maksimalna vrednost x-koordinata. Alternativno se za xL i xU mogu
uzeti neke vrednosti za koje se mo¼e garantovati da nijedna taqka ne²e imati
maǌu, odnosno ve²u vrednost x-koordinate.

Ako je sa qvorom u asocirana traka Trx(u) = [xL(u), xU (u)], onda je sa
ǌegovim levim naslednikom asocirana traka [xL(u), u.x g], a sa desnim traka
[u.x g, xU (u)].

Sliqno je sa svakim qvorom v pomo²nih stabala asocirana horizontalna
traka odre±ena parom pravih y = yL(v) i y = yU (x), tako da sve taqke saquvane
u listovima podstabla qiji je koren qvor v pripadaju toj traci (tj. ǌihove y-
koordinate su izme±u yL(v) i yU (v)).

Svaki pravougaonik qije su stranice paralelne osama predstavǉa Dekartov
proizvod dva intervala P = [xL, xU ]× [yL, yU ], a va¼i

P = {(x, y)|xL 6 x 6 xU , yL 6 y 6 yU}
Brojaǌe taqaka koje pripadaju nekom pravougaoniku poqiǌe u korenu celog

stabla. Za svaki qvor u koji posetimo tokom tog brojaǌa mo¼e nastupiti jedan
od slede²ih sluqajeva:

• intervali [xL, xU ] i [xL(u), xU (u)] su disjunktni, tada nijedna taqka iz pod-
stabla qiji je koren u ne mo¼e pripadati pravougaoniku P ;

• interval [xL(u), xU (u)] je sadr¼an u intervalu [xL, xU ] – tada sve taqke iz
podstabla qiji je koren u imaju osobinu da su im x koordinate izme±u xL

i xU . Da bi pripadale pravougaoniku P potrebno je da i y koordinate
budu izme±u yL i yU . Ali, da bismo proverili koliko ima taqaka koje
zadovoǉavaju to svojstvo potrebno je da brojaǌe nastavimo kroz pomo²no
stablo Tu. Taj deo je vrlo sliqan delu koji opisujemo uz jedinu razliku da
kada u pomo²nom stablu do±emo do qvora v za koji va¼i da je [yL(v), yU (v)] ⊂
[yL, yU ] onda sve taqke podstabla qiji je koren v pripadaju pravougaoniku
P .

• ako je [xL(u), xU (u)] ∩ [xL, xU ] 6= ∅ i [xL(u), xU (u)] 6⊂ [xL, xU ], onda brojaǌe
moramo nastaviti u naslednicima qvora u.

Algoritam 3. Algoritam za brojaǌe taqaka

PrebrojTackeX(P = [xL, xU ]× [yL, yU ], u)
if u je list then

if u.tacka ∈ P then
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return 1
else

return 0
if [xL, xU ] ∩ [xL(u), xU (u)] = ∅ then

return 0
if [xL(u), xU (u)] ⊂ [xL, xU ] then

return PrebrojTackeY (P, root(u.T ))
return PrebrojTackeX(P, u.left) + PrebrojTackeX(P, u.right)

Algoritam 4. Algoritam za brojaǌe taqaka

PrebrojTackeY (P = [xL, xU ]× [yL, yU ], u)
if u je list then

if u.tacka ∈ P then
return 1

else
return 0

if [yL, yU ] ∩ [yL(u), yU (u)] = ∅ then
return 0

if [yL(u), yU (u)] ⊂ [yL, yU ] then
return u.br t

return PrebrojTackeY (P, u.left) + PrebrojTackeY (P, u.right)

Na slici 4 je data ilustracija brojaǌa. Xrafirana podstabla na slici 4
imaju osobine da trake koje ǌima odgovaraju kompletno prolaze kroz pravougao-
nik P . Pomo²no stablo koje odgovara korenu sredǌeg stabla (oznaqimo taj qvor
sa u) prikazano je sa desne strane. Xrafirana podstabla u tom stablu imaju
osobine da trake koje ǌima odgovaraju prolaze kroz pravougaonik. Sve taqke
koje pripadaju presecima tih traka i vertikalne trake koja odgovara qvoru u
pripadaju pravougaoniku (crno obojene taqke).

3.5. Analiza kompleksnosti brojaǌa

Pri brojaǌu taqaka intervali [xL, xU ] i [yL, yU ] se razbijaju na uniju mak-
simalnih disjunktnih intervala koji odgovaraju qvorovima binarnih stabala.
Ako se ti intervali biraju tako da budu xto ve²i (maksimalni), onda ih ima
najvixe po dva na svakom nivou binarnog stabla. Ako je binarno stablo balan-
sirano, onda stablo sa n taqaka ima O(log n) nivoa, te ²e tako biti O(log n)
intervala u toj uniji.

Pokuxajmo da ukratko poka¼emo da je tako. Ako nabrojimo x-koordinate
taqaka smextenih u listovima R-stabla sleva na desno, onda ²e taj niz biti
sortiran u neopadaju²em poretku. Neka je u krajǌe desni list u kome je taqka
sa x-koordinatom maǌom od xL, a v krajǌe levi list u kome je smextena taqka sa
x-koordinatom ve²om od xU . Opravdano se postavǉa pitaǌe da li takvi listovi
postoje. Dodavaǌem dva lista u kojima su smextene taqke sa x-koordinatama
−∞ i +∞, takvi listovi ²e sigurno postojati.
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Sl. 4. Ilustracija brojaǌa u R-stablu

Svi listovi izme±u u i v sadr¼e taqke qije su x-koordinate izme±u xL i
xU . Do listova u i v postoje jedinstveni putevi od korena stabla. Kako oba
puta poqiǌu u korenu, oni imaju bar jedan zajedniqki qvor (bax koren). Neka
je w qvor u kojem se putevi razdvajaju. Oqigledno ²e put do u i²i preko levog
naslednika qvora w, a put do v preko desnog naslednika. Ako pratimo put do
qvora u, svaki put kada u trenutnom qvoru w′ skre²emo levo va¼i da kompletno
desno podstablo stabla qiji je koren w′ pripada intervalu [xL, xU ], a samim
tim i interval koji odgovara desnom nasledniku je podinterval od [xL, xU ]. Za
razliku od desnog podstabla, neke od taqaka levog podstabla stabla qiji je koren
qvor w′ ne pripadaju intervalu [xL, xU ] pa samim tim ni interval koji odgovara
levom podstablu nije podinterval od [xL, xU ]. Ako pratimo put do v, onda pri
skretaǌu na desno va¼i da kompletno levo podstablo pripada intervalu [xL, xU ],
a samim tim i interval koji odgovara levom podstablu je podinterval od [xL, xU ].

Prema tome, pri svakom pomeraǌu du¼ putu ka listovima u i v najvixe
po jedan novi podinterval mo¼e biti dodat kolekciji intervala, xto znaqi da
²e na svakom nivou biti dodata najvixe dva podintervala. Broj podintervala
odre±uje koliko ²e biti rekurzivnih poziva u funkciji za brojaǌe taqaka. Naime
sa svakim qvorom kroz koji se prolazi mogu biti dva rekurzivna poziva: za levog
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i desnog naslednika. Ako pak interval koji odgovara nekom qvoru predstavǉa
podinterval od [xL, xU ], onda se poziva funkcija za brojaǌe po pomo²nom stablu.
Kako takvih qvorova ima O(log n) onda je toliko i poziva.

Potpuno isto razmatraǌe va¼i i za brojaǌe po pomo²nim stablima, tj.
slo¼enost brojaǌa je O(log |Tu|), a kako je |Tu| < 2n−1, to je slo¼enost O(log n).
Prema tome, slo¼enost kompletnog brojaǌa je O(log2 n).

3.4. Xta ako je d > 2?

Ako je d > 2, onda se kaskadno dodaju nova podstabla. Znaqi, osnovno stablo
²e biti organizovano na osnovu vrednosti prve koordinate. Svaki interni qvor
tog stabla ²e deliti prostor na sektore u kojima je ograniqena vrednost prve
koordinate na neki interval, dok sve ostale koordinate uzimaju kao vrednosti
bilo koji realni broj. Svakom qvoru u se pridru¼uje stablo T

(2)
u koje sadr¼i

taqke saquvane u podstablu qiji je koren u, ovaj put organizovane po vredno-
sti druge koordinate. Svakom qvoru u′ stabla T

(2)
u se pridru¼uje stablo T

(3)
u′

koje sadr¼i taqke iz podstabla qiji je koren u′ ure±ene po tre²oj koordinati.
Naravno, postupak se nastavǉa do posledǌe koordinate.

Oqigledno se memorijski zahtevi pove²avaju te je veliqina potrebnog pro-
stora O(n logd−1 n).

Ne bi trebalo da bude texko uopxtiti funkciju za brojaǌe taqaka koje
pripadaju proizvoǉnom hiperkubu. Slo¼enost te funkcije ²e biti O(logd n).

4. Zakǉuqak

Takozvana pretraga po oblasti (naziv za odre±ivaǌe ukupnog broja taqaka
koje pipadaju nekoj oblasti) je jedan od problema koji imaju veliku praktiqnu
primenu.

Zbog toga je bilo neophodno razviti strukture podataka koje ²e obezbediti
efikasno pretragu. Dve ovde opisane se razlikuju po memorijskim zahtevima,
ali i po slo¼enosti pretrage.
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