HACTABA PAUYHAPCTBA

Ip Iparaa ¥ pomesuh

CTPYKTYPE IIOJJATAKA 3A EPMMKACHO
ITPEGPOJABAILE HAI CKYIIOBMMA TAYAKA

1. ¥YBon

Y osoM Tekcty hemo ommcaTu CTPyKType MOJATAKA KOje CE MOT'Y KOPUCTUTH 3a
penpe3eHToBame KoJeknuje (CKyma) Tadaka y HeKoM d-muMmens3uoHoM (d > 2) mpocro-
Py Tako ga ce MOKe e(pUKACHO OArOBAPATU HA YIUTE THUIA KOJUKO Tavaka U3 JaTe
KOJIEKIje TPUNALA HEKOM XUIEPKy0y Y TOM IPOCTODY.

Cara Tauka u3 kKoJeknuje je ompebena cBojuM kKoopmumHATaMa Koje 00pa3yjy

ypebeny d-topky (z1,xa,...,zq). CMmarpaliemo ma cy cse koopaunate peanau Gpo-
jeBu. Xwumepky0 je CKym Tavaka y d-IMMEH3MOHOM TPOCTOPY oapeher KoopauHaTama
nsa Hacnpamua Temena: a” ¢ (xl zl, o al)uaV 2V, 28, ... 2Y), a uune ra cse

Tauke TOT IPOCTOpa umje cy koopamuare u3aMehy omrosapajyhux koopauHaTa Ta ABA
TeMeHa:

H(aL,aU):{(J;l,xz,...,a:d):J;iL < gq;g,izl,Z,...,d}.

Jlako ce 3armyuyje na je 3a d = 2 mpoCTOP KOMe IMPUNALA]y Te Tauke Morylie mpeacra-
sutu nomohy koopaunarue pasuu ([lekapTOB KOPIMHATHY CUCTEM), & Ja XUIEPKYOOBU
IpeaCcTaB/bajy MPABOYTAOHUKE UKje Cy CTPAHUIE TapaJiesiHe OcaMa 1 Koju cy oapehern
apoBuMa HacHpaMHUX TeMeHa. Ako je d = 3, xunepky0oBu Cy KBaAPU y TPOIAMEH-
3MOHOM IPOCTOPY (KOjU MCTMHA He MOKeMO Dall TAkO JaKO HPEeJCTABUTY IDA(UUKIL,
AU MOKEMO 3aMUCIIATH).

[IpermocTaBuMo a UMaMO HEKY YHANPEI 33JaTy KOJNEKIUjy Tauaka S U KeJIMMO
14 TOCTABUMO CepHjy yuuTa () 00IuKa: KOJIMKO Tayaka U3 CKyma S mpuiaia Xunepryoy
uyja Cy [Ba HACIPAMHA TEMEHA TAUKe aJL u ag-] (j=1,2,...,|Q|). Ha npsu norueg,
0BO je TpuBHjaJaH mpobIeM jep ce 3a CBaKy TAUKy DPEJATHBHO JAKO IPOBEPaBa na
au mpunaga 3anaToM xunepkyOy (mposepaBajyhiu 3a cBaky meHy KOODAMHATY Aa JU
je m3meby omrosapajyliux koopausara Tavaka — reMeHa koja onpebyjy xumepky0).
ITposepom 3a cBaky Tauky ma au je y xumepkyby u OpojameMm camMoO OHMX KOje jecy
y XUIepryOy, pesaTUBHO JIAKO MOJA3UMO OO0 oAroBopa Ha ymut. Mebhyrum, ako je n
Opoj Tauaka y ckymy u ¢ OpOj ymmrTa, JAKO 3aKHYUYjeMO 1a OArOBOD Ha CBE YIMTE
3axresa ©(ng) onepauuja (To cy yraasaom nopebema Gpojesa — KOOpAUHATA TAUAKA) U
caoxuhere ce ma TO ca moBehamem Opoja ynmuTa MO:Ke MPEACTaBHATH He Oamn Hajbome

pememe.
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30or Tora ce HaMeTaJa MOTpeba IPOHATAKEHA HAUMHA 33 PEIPE3eHTOBAMmE NATe
KOJIEKI[je Ha pauvyHapuMa, TaKo Ia Ce CMamHU CIOxeHOCT onpebuBama oarosopa Ha
omucane youre. Tako cy HaCTaJe BE CTPYKTYPE 3a PENPE3EHTOBAE KOJIEKIje TaYaKa
HaI KOojoM ce u3Boxe ymuru: k-d crabmna m R-crabna.

Hanomenumo Ha nmouerky na ce mpumena k-d crabana u R crabaia He cBOAU caMo
Ha npobiem Gpojama Tauaka Koje IPUNALAjy HEKO] KOHKPETHO] obuactu (Xunepkyoy).
Y3 mesnatue Bapujamuje (MOIMOUKANMje ¥/WIKM JONYHE) MCTE CTPYKTYyDPE MOIATaKa
Mory 6uru uckopumhene 3a pemasambe ciaenehux mpomema (3amaTaka, ymura):

e onpehuBame HajOIMKE TauKe 3aaTOj TAUKHU, IITO MOMXKE OUTU 3aHUMJIBUBO 38 Pa3-
He IpaKTUYHE NpPUMEHe: y MOOWIHO] TeneOHUjU, Y OPraHU3ALUjU BATPOTACHE
cayx0e, ciy:x6u xurHe nomohu (3a onpebuBame HajOIMKe BATPOracHe CTAHULE,
OJHOCHO HAjOJKEe CTaHWIE XUTHE MOMONW MECTy Ha KOMe je moTpebOHa HUXO0Ba
YCIyTa, Tj. MECTy Ha KOMe ce Jecuia Heka Hecpeha);

e onpebusame najsehe ,npasue* obnactu (). Hajseher xunepryba Koju He canp:xru
HU jemHy Tauky) umu Hajsehe ,,ckopo mpasme® obnactu (Tj. Hajseher xumepry0a
KOJU CAIPKK He BUIIE OJ AOBOJLHO MAJIO TauaKa) — MOKE DUTU KOPUCHO IPU ILIa-
HUDaby TPalimhe HOBUX o0jekaTa Ha MPOCTOPY Koju caiap:xku onapebene mpempexe;

e IIPU pemaBamy ONTUMU3AMMOHMX Tpobiema kKao mro cy IIpobmem Tprosauror
[yTauka, IIpo6nem Pyrupama Bosuna (06e36ebyjy na ce ma epuracan mauums
OZpe KAKO HACTABUTU MAapPUIIPYTy TProBaUKOD IMyTHUKA, OTHOCHO MAPIIPYTY BO-
3UIIA.).

2. k-d cTabao
2.1. Onouc cTpykrype

k-d crabmno mpencraBma BapujanTy OmHapHor crabma. Crabio je cacraBibeHO
O]l UBOPOBA KOJU MOTY OUTU UHMEPHU YB80POBU U 480P08U-AUCOo8Y. CBAKU HHTED-
HU 4BOD cTabia Aesu HpocTop (MM HEKM HOACKYI LeJOr d-AMMEH3MOHOr IPOCTOpA )
Ha 1Ba, pa3aBajajylim Tauke TOT MpOCTOpa Ha OCHOBY BPEIHOCTU jeIHE O] H-UXOBUX
KOOpAMHATA. Y CBAKOM MHTEDHOM UBOpY u cTabia ce Hasmase cienehn moxanu:

e w.gr_dim — o3Haka (pemHu OpOj) KOOPAMHATE IO KOjOj CE BPIIM PA3[Bajame Ta-
yara (meo 6poj usmebhy 1 u d);

e u.gr_vred — BpeIHOCT Ha OCHOBY KOje Ce BDIIM JeJheHe MPOCTopa (pasiBajame
TavaKa);

e yu.br_t — Opoj Tauaka CMEIITEHUX Y MOACTADIY UMjU je KOPEH Taj YBOP.

CBaku MHTEpHM UBOD MMa JIBa HACHeJHMKa (OIHOCHO [Be I'paHe Koje BOJe Ka
HacnenEummMa). Ta nBa HACTeTHWEA Cy KOpeHU OBa noxcrabna. Jlesu HacmenHuk je
KODEeH IoncTabia y KOMEe Cy CMEIITeHe CBe TAauke U3 CKylla Tauaka Koje Cy CMENITeHe
y momcrabiy uuMju je KOpeH w 3a KOje BaKM Aa je KOODAMHATA Ca PeIHUM Opojem
u.gr_dim Mama WM jefHaka on u.gr_vred. IlecHn HacieOHUK je KOpeH moacrabia
y KOME Cy CMEINITeHe TAauKe uhja je KOOpAumHaTa ca pemauM Opoje u.gr_dim Beha on
u.gr_vred.
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Axko BpemHocT 3a rpaname (neo0y Tauyaka) n3abepeMo TAKO Aa MPUOIMKHO MO0~
BUHY Tadaka Tpeba CMeCTUTH y CBAKO O] mojacTabaJia, oHxa he ce 6poj Tadaka kKoje
CMENITaMo y HoAcTabia cMamuBaTé Te e Ha Kpajy OCTATH CaMo 10 jeaHa Tadka. lana
ce Ta TA4yKa CMEITa y YBOD TUIA “80P—AUCM KOJU IPENCTaB/ha KOMILUIETHO CTADJIO.
Jenurn monarak koju ce uyBa y TakBoM uBOpY je Tauka (u.tacka) koja je cauyBana y
HBEMY, OIHOCHO KOODIWHATE T€ TAUKe.

Ha cnunwm 1 je npukaszan jemam ox moryhux mauwea na ce pempesenryje 10 mamp-
TaHWX Tadyaka. Paan mojeqHoCTaB/LeHa, MHTEPHI YBOPOBU Cy MPUKA3AHU KPY:KANUMA.
Wcupramu npevnrk BU3yesHO MPEACTaBba KOOPIUHATY TI0 KOjOj C€ BPIIN AEJ/HEHE MPO-
cropa (BEPTUKAJIHY, aKO Ce NeLEeme BPIIKU 10 & KOOPAMHATH, & XOPU30HTAJIHM, aKO Ce
NeJbeHE BPIIU 110 Y KOOPAMHATH).
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Cu. 1. Jeman ox moryhux maumna na ce 3amare tauke cmecte y k-d crabma

Ocraino je HEKOMUKO HeTasba KOjU HUCY IPeIr3uPaHy KPO3 IPeTXoqHu onuc. IIpeu
je HaumH ompebmBama KOOpAMHATE IO KOjOj ce BpmM Aeibeme. llocToju HEKOIHUKO
IpaBwWia Koja ce Hajuyemhe mIpuUMeny]y:

® IUKJIMYHA IPOMEHA KOOPAMHATE IO KOjOj Ce BPIIN Je/beHhe: KOODIUHATA 33 AEJbEEhe
y KOpeHy cTabna je 1, y BeroBuM HACIEIHUIMMA 2, Y BUAXOBUM HACJIeIHUIMMA 3,
uTI.

® Ie/bele Ce Ha CBAKOM HMBOY 00aBjba MO OHOj KOODIWHATHU 3a KOjy je pa3iuka
umameby Hajsehie u HajMame BpeiHOCTH Te KoopauHarTe MakcumauHa (majselia),
OJHOCHO TIO KOOPAWHATH IO KOjOj je PACIOH BPETHOCTU KOOpAMHATE HajBehu.

® Ha CBAKOM HMBOY C€ Ha CJIyuajaH HAUMH Ompa KOOpIMHATA IO KOjo] fie ce u3Bectu
JETLEne.

Kamna je ompebena koopamuaTa Mo K0joj ce BPIIU Aebeme MPOCTOPa, OHAA Ce 3a
CKYI BPEIHOCTM T€ KOOPAMHATE ONPEIA MeaujaHa U TO e OUTU BPEIHOCT HA OCHOBY
koje Ne ce BpmmTu nmememe mpocTopa (OMHOCHO pasiBajame Tadyaka). llpenusnuje,
aKo je X, CKyI CaCTaB/bEH CaMO OJ OAroBapajyNumx KOOpIMHATA CBUX TaudaKa CMe-
MTEHNX Y TOM HOACTabJy, OHAA je MeAWjaHa TOT CKyHa OPOj Tineq CA OCOOMHOM ma je
Opoj emmenarta ckyma Xg, MambUX O Tmeqd jeOHAK Opojy ememenarta Behux JO Timed.
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Axo je 6poj enemenara y ckynmy X, HeapaHs, OHIA CE 38 Typed MOKE Y3€TH ,,CPEIEM
eJleMeHT 1o BpemHOCTH. AKo je 6poj eleMeHara y CKymy Xg, HapaH, OHIA C€ 33 Tyed
MO:K€ Y3€TH apUTMETUYKa CPENUHA IBa ,cpelmma‘ eiremerta. OBO CBe MOJ IPETIO-
CTaBKOM [Ia Cy CBU €JEMEHTU CKylla uujy Meaujany ozxpebyjemo pazmuuuru. Ako ce
HEKe BPEIHOCTH [OHABJbA]Y, HeOPMAJIHN ONUC Ce MAJIO KOMILIMKYje (au MUCIAMO na
He Tpeba ToMe na mocseliyjemo Buime makme, jep TO HUje TIABHA TEMa OBOT UJIAHKA).

3a Kpaj OBOI' ONKCA OAPEIMMO BEJIUYMHY MEMOPHUjCKOI MPOCTOPA MOTPEOHOr 3a
k-d crabuo 3a ckym on n tauyaka. CBaka Tauka Tpeba ma Oyle CMEIITEHA Y JUCTY
crabisa, Te mpeMa ToMe cTabJo MMa N JIUCTOBA. Kako je y muramy OmHApPHO cTabIo,
ouo he mmaru jomr n — 1 wHTepHUX UBOPOBa. YKymau Opoj uBoposa je 2n — 1, a y
CBAKOM YBODPY C€ UyBa OrpaHWYEHa KOJUUMHA MHYOpPMANKja Te je YKYIaH MEMOPU]jCKA
npoctop O(n).

2.2. Popmupame crabdia

®ynurmuja 3a popMmupame k-d crabia 3a 3a0aTH CKYyI Ta4aka Ce MOMKE DAJU30-
BaTM Kao pekyp3uBHa (yHENuja. Hakom m3bopa koopmuHaTe O Kojoj he ce Tauke
TOT CKyIa HOJEJUTH U onpeluBama BPENHOCTH 3a NeJbeHhe Tayaka, TAUKe Ce IOJese
y ABa HOACKyIa. 3aTUM Ce PEKYyP3UBHO (GopMmpajy cTadia 3a Ta OBa CKyla TAYaka.
Pesynratu u3BpmaBama cy nmoacrabia, a KOpeHM TUX moactabajia Cy JeBU U JECHU
HaJIeIHUK KOPEHA Iesor crabia.

Oynruuja 3a dopmmpame k-d crabmna je mpumrazama y Amropurmy 1. Ca
Pry.gr_dim(t) je o3nauena ¢ymrnuja koja oxpebyje jemny (u.gr-dim-ty) koopnuna-
Ty Tauke t.

AJropuTAM 1. Anropuram 3a popmupame k-d crabna

FormirajStablo (S)
if |S] =1 then
w <« novi cvor-list
w.tagka — t (*t je jemuHu enmement ckyma S*)
return w
U «— novi cvor—interni
u.gr-dim «— Odredi K oordinatu
u.grvred — Medijana(S,u.gr_dim)
Sp —A{teS: Pryg_aim(t) < u.grored}
S —{t €S : Prygr_aim(t) > u.grovred}
w.left «— FormirajStablo(SL)
w.right « FormirajStablo(Sq)
return u

Onpemumvo cnosxkernoct GyHKnuje 3a popmupame k-d crabia 3a CKyI O 1 TaYaKa.
To hemo m3BecTn amagu3upajyhu CI0KEHOCT MOjeINHUX KOPAKA y AJrOPUTMY:

e onpebuBame Memujane 3a ckym on n eneMeHara uMa cloxesHoct O(n) (merame
Moskere npoHahu y [2];

e (opmupame KopeHa ctabna uma ciaoxenoct O(1);
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® HAKOH TOra Impeoctaje na ce GopMupajy k-d crabia 3a nBa MOACKYNA KOJU MMAjy

no n/2 enemenata (ako je n Hemapad oHma he jexan moxckyn nMatu (n+1)/2, a

npyru (n — 1)/2 rauaxa).

Axo ca T(n) ozmaummo caoxkenocT popMupama k-d crabma 3a CKym Koju mMa n
ravaka umahiemo Besy

T(n) =2T(n/2) + g(n)

rae je g(n) = O(n). ITo Macmep meopemu (0 kojoj Bume MOxkeTe mpounTatu y [2])
nobujamo na je T'(n) = ©(nlogn).

2.3. OgoroBop Ha ynur

[TpumeTumo 1a cBakom uBopy k-d cTabia MOKEMO IPUAPYKATH jeTaH XUIEPKYD —
XUMEPKY O KOjU CAAPKY CBE TAUKE CAUYBaHE YV MOACTAONY UMju je KOPEH DAl Taj 4Bop.
Taj xunepky0 He Mopa Outu jenuuctBeH. VzmeDy ocrasor mosxke 6utu onpeben napom
TeMeHa (Tadaka) uuje ce KOODAMHATE DAUyHAJy KAO MUHAMYM, OJHOCHO MAKCUMYyM
oarosapajyhux KOOpIUHATA CBUX Tavyaka M3 TOT MOACTADIA.

Aunn, axo ompenumo xunepky6 (0IHOCHO BETOBa IBA HACIPAMHA TEMEHA) 33 KOPEH
neJsor crabia, OHIA Ce HOCTyIak oapehuBame 3a 0cTale UBOPOBE MOKE M3BECTH U HA
cnenehin HaumH:

e pamu ckpahiema 3ammca, ymecto w.gr_dim KOPHCTUMO O3HAKy ¢, & YMeECTO
u.gr_vred O3HAKY Tg;

® HEKAa Cy HACIPAMHA TeMEHA XWUIEePKy0a KOjU je MPUAPY/KEH YBOPY U TauKe

L.(.L L L L L L

a” (X Ty T, T T s )
u

v.U U v U U U

a” (T, Ty 1, Ty Ty TG )

e Tama he xumepky0oBU KOju omaroBapajy moacrabiaumma uBopa u Outu oxpebhenu
cienefiuM mapoBUMa TeMeHa:

~ 3a JIEBOT HACTENHUKA al : (xf,x%,...,zé_l,zg,zgjﬂ, oz,
alU : (ﬂﬂy,zg,---,IgU_l,xg,ng+1,...,:ch);

— 3a mecHor Haciemamka al : (zh xl ... ,xéfl,xg,xgﬂ, sz m
ag : (xIljvxZUw'~7ngfl;xg,ng+1,...,xg).

Osnaunmo ca H(u) xunepky® OpuapyskeH 4BOPY U, OLHOCHO IOACTAOIY Yuju je
KOpeH uBop u. Ako Tpeba ma mpeOpOjUMO KOMMKO Tauaka u3 cTabia Ydju je KOpeH
YBOD U IpHUNaIa HeKoM xunepkyby H , onzma Mopamo y3etu y 063up ciaenehe unmenuie:

® aKo je u JuCT, OHIa Tpeba MPOBEPUTH [a JIX TAYKA CAYyBAaHA Y TOM UBOPY HpU-
najga unn He xunepkyOy H u y 3aBucHOCTEH of Tora BpaTuTw pesyirar 1 nim 0;

e axo je H(u) C H, onma cBe Tauke u3 noacrabia npunanajy xunepkyoy H;

e aro je H(u) N H = (), onna Hujemna Tavka 3 DOACTAONA HE NMPUNALA XUIEPKY-
6y H;

e y CBUM OCTaJUM Cly4dajeBuMa Opoj Tauaka Koju mpumanajy xumepkydy H on-
pebyjemo Tako mro ompenumo Opoj Tauaka 3a JE€BO MOACTADIO, TECHO MOACTADIO
u cabepemo Ta mBa Opoja.
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dymrnuja 3a ogpebuBame Opoja Tavaka KOju MpUTALA]y XUTEPKyOy je mpura3aHna
y Aaropurmy 2.

AsiroPuTAM 2. Asnropuram 3a npeGpojaBame Tadaka

PrebrojTachke (H,u)
if u je list then
if u.tacka € H then
return 1
else
return 0
if H(u) C H then
return u.br_t
if H(u) N H = () then
return 0
return PrebrojTachke(H, u.left) + PrebrojTachke(H, u.right)

Hpyru ciyudaj y TOpH0j aHAJU3U ONPABIABA J0AaBame MOAATKA U.br_t KOJeRuju
moJaTaka KOju Ce UyBajy y MHTEPHUM YBOPOBUMA CTabIia.

Ha caunu 2 je mpukasan mpumep k-d crabmaa um ucropumja u3padyHaBama Opoja
Tavyaka 3a TPaBOyTaOHUK MpUKa3aH ucnpekumanuM guaujama. Ha k-d crabay cy me-
obojenn uyBopoBu koju Hehe Outu mocehernu Toxkom Opojama. Hajramumjom HEjanCcOM
cuBe Cy 00OjeHM YBOPOBM y KOjUMa C€ MPEKUAA PEKyP3UBHO TO3UMBAHE, & Pe3yJaTaT
KOju OJroBapa TOM UYBODY je ympaBo Opoj Ttauaka cauyBaHux y ToM moacrabiay. He-
IITO CBETJINjOM HUjAHCOM CUBE Cy NPUKA3aHU YBOPOBU Y KOjUMa Ce MPEKUIA MOCTYTIaK
Opojama 3aTo mMTO Cy XUIepkyd KOju oAroBapa TOM YBOPY W XUMEPKYO 3a KOju je To-
CTaBJLEH YIUT AUCjYHKTHM, WK 3aTO IITO je Taj YBOP JIKCT, & TauKa CauyBaHa y TOM
YBOPY He Ipunaga xunepkyoy. Konauno, HajcBeTIMjOM CHBOM Cy 000jeHU YBOPOBU 3a
Koje Baxku na Ne ¢yHrnuja 3a npebpojaBame OUTH O3BaHA 32 HETOBE HACJETHUKE.

£ h o-| q.
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Cu. 2. Unycrpanuja 3a 6pojame 3a k-d crabia

[Mra moxkemo pehu o cnoxkenoctu npebpojaBama’? Pamu mojemHocraBimema Ha-
IpaBUMO aHAJU3Y Yy ABOJUMEH3MOHOM ciayuajy Tj. 3a d = 2. Ilpumermmo ma je
caoxkenocT onapehena Opojem uBOpoBa y cTabiy Kpo3 Koje Tpeba mpohu TOKOM Tpe-
Gpojasama (Tj. Gpojem uBopoBa koje Tpeba mocetwtu). Ho ma Gucmo To oxpemwim
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Tpeba ma MPOIEHNMO KOJUKO MMa YBOPOBa ca ocobuHOoM ga he Outwm mocehen oH u
merosa 00a Hacnemauka (y OCTATKY TEKCTa 3BalleMO TakBe UBOPOBE MpOWUP EHU IBO-
posu). To cy 3ampaBo YBOPOBHU Ca OCOOMHOM & Ce IPEKJIAla]y XUmepkyd u3 ymura u
XUMepKyd KOju OAroBapa TOM UBOPY.

Pamu nojenrocTaBmema aHANN3E IPETIOCTABUMO & Ce Pa3ABajame Tauaka BPIIN
HAU3MEHUYHO 10 IPBO] U APYTOj KoOpAuHATH (Tj. IO & U Y KoopauHat). Ako je d = 2,
xuepky6 je mpaBoyraoHuk onpeleH o jeAHVM MapoOM XOPU30HTAJIHUX U BEPTUKAIHUAX
JIVHZAja KOje CaIapike CTPAHUIE NPaBOYTaOHWKA. 3a CBAaKy OJ THUX JuHHja Tpeba na
IPOIEHXMO KOJUKO XHIEepKyOoBa onpeleHux uBopoBMMa cTabia Ipecera Ta JIUHUjA.
Tume hemo mobuTu m mpOIEHY KOJUKO 4BOpoBa hemo obuhu ToroMm mpebpojaBama.
Heka Tpeba ha mpOLEHNMO 3a BEPTHUKAJHY JUHUjY U IHOACTAOIO Ca 1 YBOPOBA KOJIMUKO
UMa YBOPOBA YMjU XUIepKyD Ipecena Ta BEPTUKANHA JUHMUjA (O3HAUMMO Taj OpOj ca
C(n)). IlpernocraBumo mopen Tora Aa ce y KOpeHy crabila BPIIM pa3ABajame [0 IPBOj
() KoopMHATH.

Heka je u kopen cTabia u HEKA BEPTUKAIHA JUHAjA UMA jeHAUUHY T = Xg. 3a-
BUCHO OJ TOTa Oa Ju je u.gr_vred Beha miu mama O& X, CAMO XUIEPKyOOBU KOju
0JIr0Bapajy YBOPOBUMA y JIEBOM WJIK A€CHOM IoAcTabiy fie mMaTu 3aje HUYKAX Tada-
Ka Ca BEPTUKAJHOM JuHEjoM. IIpermocTaBumo na je Tg < u.gr_vred (Ciudano ce paam
ako je xg > u.gr_vred). Ouuraenso na Ta BepTukanna aunuja npecena u H(u.left).
MebyTum, xunepry6 H(u.left) ce na caenelieM rpanamy mes XOPU30HTAIHOM JIUHI-
jOM ¥ BepTHKANHA JUHMjA T = To NPOJIa3U Kpo3 oba HOBOHACTAJIA XUIEPKyba (Kao u
KpPO3 HEKe XUMepKyOoBe Koju OAroBapajy YBOpoBuMa u3 00a moacTabia JeBOr MOACTa-
6na). 3ato ykynan 6poj IpaBOYraOHUKA KOJU MMA]y KOHTAKT Ca BEPTUKAJIHOM JIUHIjOM
3amoBosbaBa cienehy HejeqHaKOCT

2
c<{, .
2C(n/4)+1, axrojen > 4.

Kopucrehu 1y Be3y makro mobujamo:

C(n) <1+2C (%)

<1+2<1+2C(”i4)> :(1+2)+4C(1%)

n/16

<(1+2)+4(1+2C<4>) :(1+2+4)+8C(6%>

ako jen < 4

k—1 n
) k
<Y 242 0(47)
1=0

Y mnocnemmoj mejemmakoctu k Tpeba ma Oyme TakBo ma je jx < 1, Tj. n < 4k a
u3 osora ciemn k = [log, n]. Amm, pamu mojemHocTaBmema padyna ysehemo ma je
k =logyn. Tana hie burn

C(n) <28 —1+2FC(1) < 3- 2~
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Kako je
2k — 210g4n — 2(103;2 n)/2 _ (2log2n)1/2 — n1/2 — \/ﬁ’

to je C(n) = O(y/n).

[Ipomupenr YBOPOBM Cy CBU UBOPOBU KOjUMa OAroBapajy xumepkybosu (mpa-
BOYTAOHWIN) KOJU MMAjy 3ajeTHUYKAX Tadaka ca 0ap jeQHoM of mpasux oxpebhermx
crpanuiaMa xunepky6a (IpaBoyraoHuka) u3 ymura. llpema Tome, 6pPOj IpOMMpPEHUX
uygoposa je majsume 4 myta Behm on 6poja C(n), Tj. O(y/n). Bpoj mocehennx uso-
pPOBa je OrpaHWYeH MPOM3BOAOM OpOja TPOMUPEHNX YBOPOBA M KOHAUYHOT Opoja ma je

u 1aj 6poj O(y/n). de1

Tokasyje ce ma je CIOmeHOCT ymuTa 3a mpom3BosmHo d (d > 2) jemmaxa O(n ¢ ).

3. R-crabo

Cuokenocr ymura 3a k-d crabio muje 3aBumaa. IlorotoBo kama ce moseha nu-
MeH31ja MPOCTOpa KOMe Mpulanajy Tauke kKoje obpabyjemo. 36or Tora je macrasa
HOBa CTPYKTypa IoJaTaka, Tako3BaHo R-crabio.

Kon R-crabama je uckopunihiena unmeHnna 1a ce mpobiaeM Opojama Tauaka y He-
KOM XUIEPKYDOy MOKe IPeACTABATH KAa0 KOMIO3UIK]ja ABa WK BUlle Tpobiema Opojama
rae hie ce Opojama BPIIUTU y MPOCTOPY Mame AuMeH3uje. AJd, TO je OHIa 3€XTeBAJIO
7 W3MEHe y CTPYKTypu momartaka koje he To omoryhuru. Te m3mene cy moBeso 10
nosefiame MeMOpPHUjCKUX 3aXTeBa.

3.1. R-crabJsio 3a d =2

R-tabio je Bapujanra OunapHOr cTabna y dujuM JucToBUMA Tpeba ma Oyay ca-
yyBaHE TauyKe M3 KOJEKIWje, Ipu yeMy ce OHe pacmopelyjy y mmcroBe Ha OCHOBY
BpenHocT T—kKoopauHaTe. CBakM MHTEPHU YBOP U CALPMKM Kao MHGOPMANWjy jenaH
Opoj u.x4 Ha OCHOBY KoTa he cBe Tauke cauyBaHe y HOACTAOIY UMjU je KOPEH U OUTH
HOJIEJbEHE Y ABA TOMACKyIA:

e OHe uUmja je Z-KOOpAMHATA Mama OX u.Zy (Omhe cauyBaHe y JeBOM MOACTAOIY );
e ome umja je x Koopaunara Beha ox x, (Oulie cauysame y mecHoMm moncTabiy).

Hamehe ce morpeba ma ce 3a u.x, 6upa Opoj Takas Ja IOJOBMHA Tadaka Oyme
CMEIITEHO Yy JIeBO moAcTabiIo, a Apyra MOJOBUHA ¥ AecHO moactabio. IIpema Tome, 3a
U.T4 Tpeba y3uMaT! MeIrjaHy CKyIa CaCTaBJLEHOr OJ £—KOODIMHATA TadaKa M3 CKyIa
OHFX KOje Cy cadyBaHe y moacTabiy.

ITopen Tora 3a cBaku 4BOp u ce (popMupa mMOMONHO cTAbIIO y KOje ce CMeInTajy
CBE TAUKe U3 CKyNa OHMX CAUYYBAHWX Yy MOACTADIy 4YMju je KOPEH U, ajd OBaj MyT
ypebenux no BpearocTy y-koopaureaTe. 1o 3HAYM Oa CY Tauke CAUuyBaHe Y JUCTOBUMA
nomohiHor crabia, JOK Cy Y OCTAJUM YBOPOBMMA CAUyBaHWU ODPOjeBU KOjU MMA]jy YIIOTY
Ia pas3aBoje Tauke Koje hie Outu cmemrene y noacrabauma crabia Ydju je KOPEeH Taj
usop. HapaBHo, u y oBoM ciyuajy Te BpeaHocTu ce 6upajy Tako ma momohHo crabio
Oyne Gamancupano. O3smauufiemo To momohino crabuo ca T, (amu hiemo kopuctuTu
u osnaky w.I' y amropurmuma). Ha ciaunm 3 je npukaszano kako Ou M3rienala neia
CTPYKTYPa 3 CKYI KOjU MMa OCaM TAJYaKa.
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Cua. 3. lIpumep R-crabua

3.2. Memopujckm 3aXTeBU

Axo je y crabuy cMemrTeHO M Tavyaka, OHIA OCHOBHO CTabJIO MMa 1 JIUCTOBA U
ykynHO 2n — 1 yBopoBa. CBaku YBOp MMa KOHAYaH CKYI MHDOpPMAIMja Te je YKyIaH
MEMOPHUjCKM 3axTeB 3a OCHOBHO cTabuao O(n). OcHoBHO cTalbio ce popMupa Tako
na Gyne Gamancupano na 36or Tora uma O(logn) musoa. Cpaka Tauka Moske OuTH
CMeIITeHa y BUIe MOMONHMX crabaja, ajW y HAJBUIIE jeIHOM TOMONHOM cTabiy Ha
CBaKOM On HuBOA. lIpema ToMme, yKymaH Opoj JUCTOBA y MOMONHUM cradiamMa Koja
OAr0Bapajy jemTHOM HUBOY OCHOBHOT cTabia je m, a yKymaH Opoj YBOpOBA je HajBUIIe
2n — 1. 3uaun yxymau memopujcku 3axtes je O(nlogn).

3.3. ®opmupame cTadsa

[Ipenopyuyje ce ma ¢popmmpame OCHOBHOI cTabja IOYHE OX JIUCTOBa, KOMe On
IPETXOAUIIO COPTUPAKE TaYaKa II0 BPEIHOCTH T-KoopauHare. To je pemocien y xKome
Cy Tauke CMeIITeHe y JIMCTOBUMA CJeBa HamecHo. IIpermocraBumo ma cmo Beh 006-
aBuwiu onpebenu meo mocrymka 3a ¢opmupame. To 3Haum ga cMo cmajajyhu Mmame
nesmuHe dpopmupaiu oxpeben Opoj moacrabana ocxoBHOr crabaa. Cmajamo mo mBa
noacrabaa ocHoBHOr crtabna ¢opmupajyhm ehe. Ilpu Tom cmajamy Haj3axTeBHU-
ju neo je popmupame momoliHOTr cTabsa 3a KOpEH HOBOHACTANOr Hoacrabmna. Ila 6um
TO oApaaMIu HOTPeOHO Oa Cce CBe Tauke Koje MPUIanajy TOM IOACTADIY ypemne Mo
9-KOOPIUHATH W HAKOH TOra pacmopene y Oasancupano Ownapuo ctabiao. Mebhyrum,
nBa moMohna cTabia Koja oarosapajy moactabirmMa OCHOBHOT cTabiia, Koja Cy CIojeHa
cy Beh opopMibeHa U ¥ BUXOBUM JIMCTOBUMA Cy Tauke ypeDheHe Mo y-KOOpAMHATAMA
TaKO & je MOBOJLHO Ta MBA HU3A JIUCTOBA CIOJUTU Yy jedaH copTupanu Hu3. To ce
MOKe M3BECTH y JUHEAPHOM BpeMeHy (mo Opojy Tauaka). IIpema Tome, popMmupame
jemsor HMBOA oCcHOBHOT crabia uma ciaoxkeHoct O(n). Kako uma O(logn) zusoa, To
je cnomenoct popmupama crabma O(nlogn).
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3.4. PauyHam.e ooroBopa Ha yIUT

Ca cBakuM 4BOPOM U OCHOBHOT CTabiia aCONMPAHA jé BEPTUKAJIHA TPAKa, TAKO O3
CBe TAuKe CMEIITEHEe Yy TOM MOACTA0Iy mpumamajy Toj Tpamu. Tpaka je orpanuyeHa
ca mBe BeprukamHe mpase: = xr(u) u x = zy(u), a YMHE je TAuKe Unje Cy X-
roopaunare maMeby xp(u) n zy(uw). Osmaummo ca Try(u) = [z (u), zy(u)] Tpary
KOja je aconmupaHa ca YBOPOM 1.

3a kopeH nesor R-crabia MOKEMO y3eTH [a je £, jeHaKa MUHIMAJHO] BPeIHOCTH
Z-KOOpAMHATA 32 CKyIl TadaKa 3a KOju ce TO cTabmo popMupa. AHAJIOTHO, 3a Ty Ce
MOYKE Y3€TU MaKCUMAJHA BPEIHOCT T-KOOPAUHATA. AJNTEPHATUBHO CE 33 X[, U Ly MOTY
y3eTH HeKe BPENHOCTH 3a KOje Ce MOKe TapaHTOBATH A HUjedHa Tauyka Helie mmaru
Mamy, OTHOCHO Belly BpemHOCT Z-KOOpAuHATE.

Ako je ca usopom u acomupana tpaka Tr,(u) = [zr(u),zy(u)], onma je ca
HErOBAM JIEBUM HACJENHUKOM acomupana tpaka [xp(u),u.x_g], a ca meCHMM Tpaka
[u.z_g,xy (u)].

Canuno je ca cBakmM 4BOpOM v moMoNHEMX cTafajsa acomupaHa XOPU30HTAJTHA
tpaka onpebena napom npasux y = yr,(v) u y = yy(x), rako na cBe Tauke cauyBaHe
y JIMCTOBUMa NOACTAGIA YKjU je KODEH UBOp v IpUIatajy Toj Tpauy (Tj. BUXOBE Y-
koopaunare cy usmeby yr(v) u yu (v)).

Cpaku IpaBOyTAOHME UMje Cy CTPAHMIE MApaJesHe 0CaMa IpeacTaBiba [leKapToB
npousBog aBa unTepBana P = [zr,xy] X [yL, yu], a Baskn

P={(z,y)|lrr <z <zv,yo <y<yu}

Bpojame Tauaka Koje mpumanajy HEKOM TPAaBOYTAOHUKY MOUUILE Y KOPEHY IeJor
crabmia. 3a CBAKU YBOD % KOjU MOCETHMO TOKOM TOT OPOjamba MOMKe HACTYIUTH jeIaH
on ciaenehux cayuajesa:

e unrepBau [z, xy] u [z (u), zy(u)] cy AUcjyHKTHY, Taga HUjeIHA TAYKA U3 HOI-
crabya Ynju je KOpeH 1 He MOKe MPUIAJATH IPAaBOyTaoHUKYy P

e unrepsain [z (u),xy(u)] je campxan y maTepBaNy [2L,Zy] — Tama cBe Tauke U3
noacrabia umMju je KOpeH u MMAajy OCOOUWHY ma Cy uM x KoopauHate uameDhy xp,
u xy. Ha Oum npunanane mpaBoyraoHuky P moTpebHO je ma u Yy KOOpIUHATE
Ooyay m3meby yr u yy. Amm, ma OucMO IpPOBEPUMIM KOJMKO MMa Tavyaka Koje
3a,10BOJ/bABAJY TO CBOjCTBO MOTPEOHO je ma Opojame HACTABMMO KpPO3 MOMONHO
crabmo T,,. Taj meo je BpJO cawvan Aely KOjU OMUCYjeMO Y3 jeIuHy pa3iuky na
kaza y nomolinom crabay nobemo mo usopa v 3a koju Baxku xa je [yr(v), yu (v)] C
[yr,yu] omma cse Tauke moncTabia UMM je KOPEH v IPUNALA]y IPABOYTAOHUKY
P.

e ako je [zp(u),zy(w)] N xr,zy] # 0 u [zp(u),zy(uw)] € [xL, Ty], orma Gpojame
MOPAMO HACTABUTH Yy HACTETHUIMMA YBOPA U.

AsiropuTaMm 3. Asnropuram 3a Gpojame Tauaka

PrebrojTackeX (P = [z, zu] X [yL, yul, w)
if u je list then
if u.tacka € P then
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return 1
else
return 0
if [zp,zu] N [zL(u), 2y (u)] = 0 then
return 0
if [z (u), 2y (uw)] C [z, zy] then
return PrebrojTackeY (P, root(u.T))
return PrebrojTackeX (P, u.left) + PrebrojTackeX (P, u.right)

AsiropuTAM 4. Anropuram 3a Opojame Tauaka

PrebrojTackeY (P = [z, zy] X [yL,yu], u)
if u je list then
if u.tacka € P then
return 1
else
return 0
if [yr, yu] N [yz(v), yu (u)] = 0 then
return 0
if [y (u),yu(u)] C [yL,yu] then
return u.br_t
return PrebrojTackeY (P,u.left) + PrebrojTackeY (P, u.right)

Ha cmumu 4 je marta unycrpanuja 6pojama. Ulpadupana moncradna Ha ciaumu 4
rMajy 0cODMHe Na Tpake Koje HBUMa OroBapajy KOMILUIETHO IpOJa3e KPo3 IpaBoyrao-
g P. Iomohno crabio koje oarosapa Kopeny cpemmer cTabna (03HAUUMO Taj YBOD
ca u) mpuraszaHo je ca necte crpame. lllpadupana moacrabia y toM crabny uMajy
ocobuHe Na Tpake Koje BUMa OAroBapajy mposa3e Kpo3 mpaBoyraouuk. (CBe Tauke
KOje MpuIajajy mpecernuMa TUX Tpaka M BEPTUKAJHE Tpake KOja OAroBapa YBOPY U
NpUNanajy npaBoyraonuky (IpHO 0BO0jeHe Tauke).

3.5. AHanmu3a KOMIJIEKCHOCTU Opojama

[Ipu Gpojamy Tauara unrepBamu [z, xy| u [yr, yu| ce pasbujajy Ha yaujy mak-
CUMAANUT IUCjJYHKTHUX MHTEPBaJa KOjU OAr0oBapajy UBOPOBMMA OMHADHUX cTAbAJA.
Ako ce tu waTepBasu Gupajy Tako ma Oyny mro Behin (MakcuMasHM), OHIDA UX UMa
HajBUIIE IO JBA HA CBAKOM HMBOY OMHApHOr crabna. Ako je OGunapHO cTabio Gaian-
cupano, ouga crabmo ca n tadaka uma O(logn) musoa, te he Tako Guru O(logn)
VHTEpBaJIa y TOj YHU]U.

IMokymajMo ma yKpPaTKO MOKaKEMO Oa je Tako. AKO HaOpOjuMo T-KOOpIauHaTe
Tayaka CMEIITeHUX y JucToBuMa R-crabma cieBa Ha gecHo, omga he Taj Hu3 Outn
coptupaH y Heomanmajyhem moperky. Heka je u kpajme OeCHM JIMCT y KOME je Tauka
ca T-KOOPIMHATOM MAHO0M OJ X1, & ¥ KPajie JIEeBU JUCT y KOME je CMEMTeHa TauKa ca
z-roopauuaToMm Beliom ox xy. OmpaBmaHO ce MOCTaB/bA MUTAKE OA JIU TAKBU JIUCTOBU
nocroje. lomaBameMm IBa NMCTA y KOjIMa Cy CMEIITEHE TAUKE Ca X-KOODAMHATAMA
—00 1 400, TAKBU JIUCTOBU i€ CUT'YPHO MOCTOjaTH.
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Ca. 4. Unycrpanuja 6pojama y R-crabiy

Csu smcroBu mamelly w m v cagpske Tauke umje cy xr-koopauHate usmehy xp u
zy. o nucroBa w M v MOCTOje jeAMHCTBEHW IyTEBM OX KOpeHa cradina. Kako oba
MyTa MOUMEBY Yy KOPEHY, OHU uMajy Gap jenam 3ajemamusu uBop (Oam xopen). Hexa
je w 4BOp y KojeM ce myreBu pasmsajajy. Ouurmemuo he myTt no w uhu npeko mesor
HACJIENHVUKA UBODA W, & MyT A0 ¥ IPEKO MECHOT HACIECHHUKA. AKO IPATHMO IyT 10
YBOpA U, CBAKM IyT KaJa y TPEHYTHOM uBOpy w’ ckpeliemo JeBO BaskM ma KOMILIETHO
necHo mometabio crabia umju je KOpeH w’ Tmpumaja MHTEpBANy [r, Ty, & caMuM
TUM ¥ WHTEPBAJ KOJU OArOBapa NECHOM HACIETHWKY je MONMHTEPBAN OX [Xr,Zy]. 3a
PA3JIUKY OJ NECHOT HOACTabna, HeKe OJ Tauaka JEBOT HOACTabna ctabia Yuju je KOpeH
yBop w' He IpUNAKAjy MHTEPBAILY [Z[,, Ty| Ia CAMUM TUM HU MHTEPBAJ KOjU OAr0OBapa
JIEBOM MOACTA0IY HUje IMOAUHTEPBAN OX [T, Zy]. AKO IpaTuMo myT IO U, OHAA DU
CKpeTamy Ha JeCHO BAKM Ja KOMIUIETHO JIEBO MOACTA0IO IPUIAIa MHTEPBAIY [T, Ty ],
a CaMVM TUM ¥ MHTE€PBAJ KOJU OAr0OBapa JIEBOM HOACTABIIY je OAUHTEPBAT O [T, Ty ].

ITpema TOMe, mpu cBakOM HOMEpalny IOy MyTy Ka JUCTOBUMA U W U HAjBUIIE
[0 jelaH HOBU IOAMHTEPBAJ MO:Ke OUTU MOIAT KOJEKIW)U WHTEPBaJja, MTO 3HAYM I
he ma cBaKkOM HMBOY OWTH MOHATA HAjBUIIE ABA MOAWHTEPBaJa. DBpoj mOAMHTEPBAJIA
onpebyje konuko he duTu pexyp3uBHUX 03MBA V QyHKIMjU 32 Opojame Tavaka. Haunme
ca CBaKMM YBOPOM KPO3 KOjU C€ IIPOJIa3u MOT'Y OUTU ABA PEKyP3UBHA IIO3UBA: 32 JIEBOT
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U NECHOT HACIENHMKA. AKO IAK MHTEPBAJ KOJU OArOBAPA HEKOM UBOPY IPECTABIbA
HOAMHTEPBAI OJ [T[,, Ty7], OHZA Ce I03uBa (QYHKNUja 3a Opojame 1o moMolinoM crabuy.
Kaxro Takux usoposa nma O(logn) oHna je TONMKO U HO3UBA.

[Tornysno mcTo pasmarpame Baxku u 3a Opojame MO MOMONHMM cTadiaMMa, Tj.
canoskenoct 6pojama je O(log|Ty|), a kako je |Ty,| < 2n—1, 1o je cnoxenoct O(logn).
IIpenma ToMe, cnoxenocT kommiersor Gpojama je O(log? n).

3.4. Ilrta ako je d > 27

Axo je d > 2, oHIIa ce KACKAHO I0Jajy HOBaA MOACTaba. 3HAUM, OCHOBHO CTADIIO
he Guru OpraHM30BaHO HA OCHOBY BPEIHOCTU IpBe KoOpmuHare. CBaKU MHTEPHU UBOD
Tor crabna he mequTu mpOCTOP HA CEKTOPE Y KOjUMa jeé OUpAHMYEHa BPEIHOCT IpPBE
KOODJAMHATE HA HEKU WHTEPBAJ, NOK CBE OCTAJe KOODAMHATE Y3WMAjy Ka0 BPEIHOCTH
6uio koju peasau 6poj. CBakoM UBOpPY U Cce MPUAPYKYje CTabIIo Ty) KOje CaIap:Ku
Tauke cavyyBaHe y MOJCTAbJy 4nju je KOPEH u, OBaj IyT OPraHM30BaHE IO BPEIHO-
cru apyre xoopmuraTte. Cpakom uBopy u' cTabia T&Q) ce IpuApyxEyje crabdbio TS’)
KOje CAIp:KM Tauke U3 mojacrabia umju je koper u' ypebene mo tpehoj koopmumaru.
HapaBHo, mocTynak ce HacTaBba IO MOCIEAHE KOODINHATE.

Ouuraenso ce MeMopujckr 3axTeBu moseliaBajy Te je BeIMUMHA TOTPEGHOT IPO-
cropa O(nlog?'n).

He 6u Tpebano ma Oyzme Temko yommTuru (GyHKIW]y 3a Opojame Tauaka Koje
opunagajy mpomsBossHOM xumepky0Oy. Crioskernoct te ¢ynruuje he Guru O(logd n).

4. 3akipyuak

Takossana nperpara mo obiactu (Hasus 3a onpebuBame ykymHOr Opoja Tauaka
KOje MUIamajy HeKoj obnacTu) je jemaH on mMpobieMa KOju MMAjy BEJIUKY MPAKTUYHY
IpUMEHY.

360r Tora je OMIIO HEONXOIHO Pa3BUTK CTPYKTYype MoJaraka kKoje he obe3demuTu
epuracHo nperpary. IlBe oBme ommcaHe ce PA3IUKYjy MO MEMOPHUjCKUM 3aXTEBUMA,
AJIU U [0 CIOKEHOCTHU MPETpAare.
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