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VARIJACIJE NA ZADATU TEMU

Vreme koje je pred nama je prostor koji ²e nesumǌivo pripasti kreativnim
ǉudima. Zato je razvijaǌe kreativnosti verovatno najva¼niji zadatak obrazov-
nih institucija u 21. veku. Psiholozi tvrde da se kreativnost ne mo¼e nauqiti,
ve² samo podsticati, uve¼bavati, trenirati . . . Mo¼e li se u tom smislu u na-
stavi matematike na planu razvijaǌa kreativnosti kod uqenika nexto znaqajnije
uqiniti?

Ciǉ ovoga rada upravo je da na jednom primeru poka¼e neke mogu²nosti za
razvijaǌe kreativnosti kod uqenika, a pre svega na poǉu:

• rexavaǌa problema na vixe naqina,

• proizvodǌi novih originalnih problema i

• uvo±eǌu uqenika u ǌihovom uzrastu primerena matematiqka istra¼ivaǌa.

1. Problemska situacija

U nastavnim programima matematike za gimnaziju (po programu Matematiq-
ke gimnazije i gimnazije prirodno-matematiqkog smera), izme±u ostalih nalazi
se i nastavna jedinica o rexavaǌu nekih klasa diferencnih jednaqina. U ¼eǉi
da napravimo aktuelnu, ali i realnu problemsku situaciju, uqenicima smo pred-
lo¼ili slede²i problem:

Funkcija f : N \ {1, 2} → N0 je data slede²om tablicom:

p 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 · · ·
f(p) 0 2 5 9 14 20 27 35 44 54 65 77 · · ·

Spisak zahteva koji se od uqenika tra¼io nije bio mali, ali je bio izazovan:

a) Koja funkcionalna jednaqina karakterixe datu funkciju?

b) Rexi dobijenu diferencnu jednaqinu na xto je mogu²e vixe naqina.

v) Xta data funkcija suxtinski predstavǉa (u oblasti planimetrije)?

Ovaj tekst je nastao kao rezultat rada Metodiqke radionice koju realizuje Podru¼nica ma-
tematiqara Vaǉevo. Realizacija nastavnog procesa koji opisujemo u ovom radu potiqe iz tre²eg
razreda Vaǉevske gimnazije (koji radi po programu Matematiqke gimnazije) u xkolskoj 2011/12
godini.
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g) Formulixi niz, tj. xto je mogu²e vixe problema koji se odnose na datu
funkciju, dobijeni rezultat i geometrijsku interpretaciju funkcije.

d) Mogu li se sliqni problemi preneti (formulisati) i u prostoru?

2. Neka rexeǌa problema

Pozitivna motivacija uqenika postignuta je podsticaǌem ǌihove radozna-
losti o qemu se zapravo u zadatom problemu radi? Rezultat ozbiǉnog i siste-
matskog pristupa rexavaǌu problema je da su se pojavila slede²a rexeǌa.

Prvo rexeǌe. Posmatra se niz brojeva f(n) iz gorǌe tablice:

f(3) = 0, f(4) = 2, f(5) = 5, f(6) = 9, f(7) = 14, . . .

Analiziraju²i ovaj niz vrednosti funkcije dolazi se do zakǉuqka o pravilnosti
kojom je zadata funkcija:

(1) f(n + 1) = f(n) + n− 1, n > 3; f(3) = 0.

S obzirom da trougao nema dijagonala, da ih qetvorougao ima 2, petougao 5, i
tako daǉe, ve² se ovde mogao naslutiti zakǉuqak da se radi o funkciji koja
je zapravo dobro poznata veliqina Dn, kojom se broj dijagonala proizvoǉnog
n-tougla iskazuje kao funkcija broja stranica mnogougla n, to jest:

f(n) =
n(n− 3)

2
.

Dokaz je potom izveden matematiqkom indukcijom.

Jasno je da zakǉuqak va¼i za prvih nekoliko vrednosti n = 3, n = 4, . . . ,
pa je nakon pretpostavke da tvr±eǌe va¼i za neko n proverena hipoteza za n + 1:

f(n + 1) = f(n) + n− 1 =
n(n− 3)

2
+

2n− 2
2

=
n2 − 3n + 2n− 2

2

=
n2 + n− 2

2
=

(n + 1)(n− 2)
2

=
(n + 1)((n + 1)− 3)

2
.

Ovim je pokazano da tvr±eǌe va¼i za svako n koje je prirodan broj ve²i od 2.

Jasno je da se do ovog rexeǌe problema doxlo, elementarno i original-
no, bez korix²eǌa pojma diferencnih jednaqina i znaǌa o metodama za ǌihovo
rexavaǌe.

Drugo rexeǌe. Nakon analize funkcije f(p), koja je bila karakteristiqna
i o kojoj je bilo govora i u prethodnom rexeǌu, dobija se odgovaraju²a funkci-
onalna jednaqina (1).

S obirom da je domen uoqene funkcije podskup skupa prirodnih brojeva,
oqigledno se radi o nizu brojeva i mogu²e je ovoj funkcionalnoj jednaqini pri-
dru¼iti odgovaraju²u diferencnu jednaqinu tako xto se, za poqetak, uvede nova
oznaka za f(n): f(n) = xn.
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Tada se, zbog qiǌenice da je f(n) = f(n− 1) + n− 2, dobija

xn = xn−1 + n− 2.

Rexavaǌe ove jednaqine mogu²e je izvesti klasiqnim postupkom, kao zbir rexeǌa
odgovaraju²e homogene jednaqine i odgovaraju²eg partikularnog rexeǌa.

Za homogenu jednaqinu xn = xn−1, rexeǌe se tra¼i u obliku xh
n = cλn, koje

se lako nalazi, i to je xh
n = C, gde je C neka konstanta.

Jedno partikularno rexeǌe polazne jednaqine se tra¼i u obliku xp
n = an2+

bn + c, gde su a, b i c realne konstante. Zameǌuju²i ovo u polaznu jednaqinu,
dobija se

a(n + 2)2 + b(n + 1) + c = an2 + bn + c + n− 1.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz odgovaraju²e stepene promenǉive n na obema

stranama, sledi da je a =
1
2
, b = −3

2
i c ∈ R. Pojednostavǉeǌa radi, mo¼e se

uzeti, na primer, c = 0, pa je partikularno rexeǌe

xp
n =

1
2
n2 − 3

2
n.

Sada se rexeǌe mo¼e zapisati u obliku xn = xh
n + xp

n, to jest,

xn =
1
2
n2 − 3

2
n + C.

Proverom za n = 4 (radi lakxeg raquna), dobija se C = 0.

Konaqno, sledi da je f(n) =
1
2
n2 − 3

2
n =

n(n− 3)
2

= Dn.

Tre�e rexeǌe. Iz analize funkcije f(p) dobija se odgovaraju²a funkcio-
nalna jednaqina (1).

Uzimaju²i da je f(n) = an, dolazi se do odgovaraju²e diferencne jednaqine

an+1 = an + n− 1, tj. an+1 − an = n− 1, n > 3; a3 = 0.

Za ǌeno rexavaǌe uoqava se slede²i niz jednakosti

a4−a3 = 2, a5−a4 = 3, a6−a5 = 4, . . . , an−1−an−2 = n−3, an−an−1 = n−2.

Ako se sada sve ove jednakosti saberu, dobija se

an = a3 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 2), to jest an = 0 +
n−2∑
j=2

j.

Odnosno, an =
n∑

j=1

j − 1 − (n − 1) − n. Kako je vrednost poznatog zbira
n∑

j=1

j =

n(n + 1)
2

, to je

an =
n(n + 1)

2
− 2n =

n(n + 1)− 4n

2
=

n(n− 3)
2

,

xto predstavǉa rexeǌe dela (b) datog zadatka.
Suxtinski, data funkcija (niz) ima svoju geometrijsku interpretaciju, i

u tom slislu predstavǉa formulu za raqunaǌe broja dijagonala konveksnog n-

tougla. To jest f(n) = Dn =
n(n− 3)

2
.
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3. Formulacije nekih novih zadataka koji proistiqu
iz tablice za broj dijagonala mnogougla

U daǉem toku rada uqenicima je sugerisano da pokuxaju da, koriste²i datu
tablicu i qiǌenicu da tablicom opisana funkcija predstavǉa broj dijagonala
datog mnogougla, formulixu nove matematiqke probleme. Analizom tablice koja
je data i uzimaju²i u obzir ǌeno suxtinsko znaqeǌe, uqenici su metodom naj-
jednostavnijeg posmatraǌa i izvo±eǌem odre±enih analogija, formirali qitav
niz problema, od kojih navodimo samo najkarakteristiqnije.

Zadatak 1. Broj dijagonala mnogougla pet puta je ve²i od broja ǌegovih
stranica. Koliko dijagonala ima taj mnogougao?

Komentar. Zadatak je nastao iz qiǌenice da trinaestougao ima 65 dijago-
nala. Problem se svodi na linearnu jednaqinu i ima jedinstveno rexeǌe: p = 13,
D13 = 65.

Zadatak 2. Kada se broj stranica p-tougla pove²a za 5, onda se broj dija-
gonala pove²a za 25. Odrediti o kom mnogouglu se radi.

Komentar. Zadatak je nastao iz qiǌenice da qetvorougao ima 2, a deveto-
ugao 27 dijagonala i u suxtini problem se svodi na linearnu jednaqinu i ima
jedinstveno rexeǌe: p = 4, D4 = 2, p + 5 = 9, D9 = 27.

Zadatak 3. Ako se broj stranica p-tougla udvostruqi, onda se broj dija-
gonala pove²a sedam puta. Odrediti o kom p-touglu je req.

Komentar. Zadatak je nastao iz qiǌenice da petougao ima 5, a desetougao 35
dijagonala. Problem se svodi na linearnu jednaqinu i ima jedinstveno rexeǌe:
p = 5, D5 = 5, 2p = 10, D10 = 35.

Zadatak 4. Kada se broj stranica p-tougla pove²a za tri, broj dijagonala
mnogougla se udvostruqi. Odrediti p i utvrditi da li je rexeǌe jedinstveno.

Komentar. Zadatak je nastao iz qiǌenice da devetougao ima 27, a dvanaesto-
ugao 54 dijagonale. Problem se svodi na linearnu jednaqinu i ima jedinstveno
rexeǌe: p = 9, D9 = 27, p + 3 = 12, D12 = 54.

Zadatak 5. Da li postoji mnogougao kome se broj dijagonala utrostruqi
kada se broj temena pove²a za tri?

Komentar. Zadatak je nastao iz qiǌenice da xestougao ima 9, a devetou-
gao 27 dijagonala. Problem se svodi na linearnu jednaqinu i ima jedinstveno
rexeǌe: p = 6, D6 = 9, p + 3 = 9, D9 = 27.

Zadatak 6. Mnogougao sa m stranica ima 100 dijagonala vixe od mnogougla
koji ima p stranica. Koliko takvih mnogouglova ima?

Komentar. Zadatak je nastao kao rezultat znati¼eǉe uqenika, tj. upitano-
sti da li postoje dva mnogougla qiji se broj dijagonala razlikuje za 100?

Rexeǌe. Uslov zadatka se mo¼e zapisati kao

m(m− 3)
2

− p(p− 3)
2

= 100.
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Dakle, m2−3m−p2+3p = 200, pa je m2−p2+3p−3m = (m−p)(m+p−3) = 200.
Kako je 200 = 1 · 200 = 2 · 100 = 4 · 50 = 5 · 40 = 8 · 25 = 10 · 20, m− p < m + p− 3
i kako su brojevi m − p i m + p − 3 razliqite parnosti, to su mogu²i slede²i
sluqajevi:

a) m−p = 1 i m+p−3 = 200, m = 102, p = 101, D101 = 4949 i D102 = 5049.
b) m− p = 5 i m + p− 3 = 40, m = 24, p = 19, D19 = 152 i D24 = 252.
v) m− p = 8 i m + p− 3 = 25, m = 18, p = 10, D10 = 35 i D18 = 135.
Zadatak 7. Na papiru su nacrtani mnogougao koji ima m stranica i mno-

gougao koji ima p stranica. Prebrojano je 18 stranica i 58 dijagonala. O kojim
mnogouglovima se radi?

Komentar. Zadatak je nastao kao rezultat eksperimenta uqenika, tj. iz
sluqajnog crte¼a na kome su bila nacrtana dva mnogougla (sedmougao i jedana-
estougao). Svodi se na sistem kvadratnih jednaqina i ima jedinstveno rexeǌe:
m = 7, p = 11, D7 = 14 i D11 = 44.

4. Istra�ivaqki rad uqenika

Ve² je reqeno da je novoformulisanih zadataka bilo vixe, a rad na daǉem
razvijaǌu kreativnosti nalagao nam je da uqinimo nexto vixe i na, uzrastu
uqenika primerenim, matematiqim istra¼ivaǌima. U tom smislu uqenicima
je objaxǌeno da se od ǌih oqekuje da probleme koje smo do sada posmatrali
posmatraju na nexto vixem nivou slo¼enosti, uopxtenije ili iz ravni premeste
u prostor.

Prikazujemo najzanimǉivije rezultate koji su dobijeni.
Problem 1. Broj dijagonala mnogougla k puta je ve²i od broja ǌegovih

stranica (k je prirodan broj). Prokomentarixi dobijeno rexeǌe (uopxteǌe 1.
zadatka)

Rexeǌe. Neka tra¼eni mnogougao ima n stranica. Iz uslova zadatka je
n(n− 3)

2
= kn, pa je n − 3 = 2k i n = 2k + 3. Dakle, za svaki prirodan broj

k postoji mnogougao koji ima k puta vixe dijagonala nego stranica. To veoma
dobro ilustruje i slede²a tabela:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

n = 2k + 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

Dn 5 14 27 44 65 90 119 152 189 230 275 324 377 434

Iz tabele dobijene u problemu 1. name²e se slede²i problem.
Problem 2. Xestougao ima 9 = 32 dijagonala, a broj dijagonala mnogougla

koji ima 27 stranica je 324 = 182. Da li u nizu Dn ima konaqno ili beskonaqno
mnogo brojeva koji su potpuni kvadrati?

Rexeǌe. Suxtina datog problema je u odgovoru na pitaǌe da li jednaqina
n(n− 3)

2
= y2 ima konaqno ili beskonaqno mnogo rexeǌa. Mno¼eǌem prethodne
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jednaqine sa 8 dobija se 4n2 − 12n = 8y2, odnosno (2n − 3)2 = 8y2 + 9. Kada se
uvede smena 2n − 3 = x jednaqina postaje x2 − 8y2 = 9. Dobijena jednaqina je
Diofantova jednaqina Pelovog tipa (x2 − py2 = n).

Jedno rexeǌe dobijene jednaqine je x1 = 9, y1 = 3. Kako je x0 = 3, y0 = 1
jedno rexeǌe osnovne Pelove jednaqine x2 − 8y2 = 1, to su sva rexeǌa date
jednaqine definisana rekurentnim formulama

xn+1 = x0xn + py0yn = x0xn + 8y0yn = 3xn + 8yn,

yn+1 = y0xn + x0yn = xn + 3yn.

Nekoliko prvih rexeǌa dato je u slede²oj tabeli.

n Dn y y2

6 9 3 9

27 324 18 324

150 11025 105 11025

867 374544 612 374544

5046 12723489 3567 12723489

294036 432224100 20790 432224100

Problem 3. Ako se broj stranica n-tougla pove²a a puta, onda se broj
dijagonala pove²a b puta (a i b su prirodni brojevi). Rexi i diskutuj dati
problem.

Rexee. Ovaj problem je ustvari uopxteǌe zadatka 3 i ima dosta jednostavno
rexeǌe, ali i vrlo zanimǉivu diskusiju. Naime, uslov zadatka se mo¼e zapisati
kao

an(an− 3)
2

= b · n(n− 3)
2

,

tj. n =
3(b− a)
b− a2

. Neka je b < a. Tada je b < a2. Kako je n > 4, to je
3(b− a)
b− a2

> 4.

Zbog b − a2 < 0, sledi da je 3b − 3a 6 4b − 4a2, tj. b > 4a2 − 3a > 4a − 3a = a.
Protivureqnost. Dakle, b > a, pa je i b > a2. Od mogu²ih klasa rexeǌa,
izdvajaju se dve:

• Ako je b− a2 = 1, onda je b = a2 + 1 i tada je n = 3(a2 + 1− a).

• Ako je b− a2 = 3, onda je b = a2 + 3 i tada je n = a2 + 3− a.

Ovo, naravno, nije kraj diskusije jer treba razmotriti sluqajeve kada je
izraz 3(b− a) deǉiv sa b− a2.

Problem 4. Devetougao ima 27, a dvanaestougao 54 dijagonale. U ovom
sluqaju mnogougao koji ima m stranica ima dva puta vixe dijagonala od mno-
gougla koji ima p stranica. Da li takvih parova mnogouglova ima konaqno ili
beskonaqno mnogo?
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Rexeǌe. Iz uslova zadatka sledi
m(m− 3)

2
= 2·p(p− 3)

2
. Dakle, m2−3m =

2p2−6p. Ako se jednaqina pomno¼i sa 4, dobija se (2m−3)2−9−2(2p−3)2+18 = 0.
Kada se uvede smena 2m− 3 = x, 2p− 3 = y, dobija se jednaqina x2 − 2y2 = −9.
Jedno rexeǌe dobijene jednaqine je x1 = 21, y1 = 15. Kako je x0 = 3, y0 = 2 jedno
rexeǌe osnovne Pelove jednaqine x2 − 2y2 = 1, to su sva rexeǌa date jednaqine
odre±ena rekurentnim formulama:

xn+1 = x0xn + 2y0yn = 3xn + 4yn,

yn+1 = y0xn + x0yn = 2xn + 3yn.

Nekoliko prvih, od beskonaqno mnogo, rexeǌa dato je u slede²oj tabeli.

n xn yn xn+1 yn+1 m p Dm Dp

0 21 15 12 9 54 27

1 21 15 123 87 63 45 1890 945

2 123 87 717 507 360 255 64260 32130

3 717 507 4179 2955 2091 1479 2183004 1091502

4 4179 2955 24357 17223 12180 8613 74157930 37078965

5 24357 17223 141963 100383 70983 50193 2519186670 1259593335

Problem 5. Za koje vrednosti prirodnog broja k postoje mnogouglovi sa
m, odnosno p temena takvi da je Dm −Dp = k (uopxteǌe 6. zadatka)?

Rexeǌe. Iz uslova zadatka sledi da je
m(m− 3)

2
− p(p− 3)

2
= k. Posle

transformacije (kao u zadatku 6) dobija se da je (m − p)(m + p − 3) = 2k.
Oqigledno je da broj rexeǌa ovog problema zavisi od prirode broja k, to jest
od broja ǌegovih delilaca. Kako je 2k paran broj, kako je m − p < m + p − 3
i kako su brojevi m − p i m + p − 3 razliqite parnosti, to su mogu²i razni
sluqajevi, ali je sigurno da problem ima bar jedno rexeǌe:

m− p = 1, m + p− 3 = 2k, odakle je m = k + 2, p = k + 1.

Za daǉe istra¼ivaǌe bi bilo interesantno odgovoriti na pitaǌa:

• Za koje sve vrednosti prirodnog broja k problem ima samo jedno rexeǌe?

• Koliko ima rexeǌa ako je k dat u kanonskom obliku k = pα1
1 · · · pαi

i ?

Problem 6. Da li postoje tri uzastopna qlana niza f(n) =
n(n− 3)

2
takva

da va¼i jednakost f(n) + f(n + 1) = f(n + 2), tj. postoje li tri mnogougla takva
da je Dn + Dn+1 = Dn+2?

Rexeǌe. Iz uslova problema se dobija da je

n(n− 3)
2

+
(n + 1)(n− 2)

2
=

(n + 2)(n− 1)
2

,
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a to znaqi da je n2−3n+n2−n−2 = n2+n−2, tj. n2−5n = 0. Kako broj stranica
mnogougla ne mo¼e biti 0, jedino rexeǌe je n = 5. Proverom se utvr±uje da je
zaista D5 + D6 = 5 + 9 = 14 = D7.

Problem 7. Da li postoje qetiri uzastopna qlana niza f(n) =
n(n− 3)

2
takva da va¼i jednakost f(n) + f(n + 1) + f(n + 2) = f(n + 3), tj. postoje li
qetiri mnogougla takva da je Dn + Dn+1 + Dn+2 = Dn+3?

Problem 8. Da li postoji qlan niza f(n) =
n(n− 3)

2
koji je aritmetiqka

sredina qlanova koji su za po k mesta u nizu udaǉeni od f(n), na levu, odnosno
desnu stranu?

Rexeǌe. Treba proveriti postoje li n i k takvi da va¼i

n(n− 3)
2

=
(n− k)(n− k − 3)

2
+

(n + k)(n + k − 3)
2

.

Posle kra²eg razmatraǌa dobija se da je 2k2 = 0, tj. k = 0, pa ne postoji takav
qlan niza. To istovremeno znaqi i da u nizu mnogouglova ne postoji mnogou-
gao koji ima dijagonala koliko iznosi aritmetiqka sredina broja dijagonala
,,susednih“ mnogouglova.

Problem 9. Odrediti sva rexeǌa jednaqine f(n) + f(n + 2) + f(n + 4) +
f(n + 6) = f(n + 10).

Rexeǌe. Posle transformacija polazne jednakosti dobija se kvadratna je-
dnaqina 3n2 − 5n− 50 = 0, a ǌeno jedino celeobrojno rexeǌe je n = 5.

Problem 10. Odrediti eksplicitni oblik i geometrijsku interpretaciju
funkcija g(n) i h(n) zadatih tabliqno na slede²i naqin:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 · · ·
f(n) 0 4 10 18 28 40 54 70 88 108 130 154 · · ·
g(n) 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 · · ·

Rexeǌe ovog problema je sliqno prethodnim. Funkcije g(n) i h(n) imaju ta-
ko±e jasnu geometrijsku interpretaciju. Naime, g(n) predstavǉa broj prostor-
nih dijagonala n-tostrane prizme, a h(n) – broj ravni odre±enih sa n taqaka,
takvih da su svake qetiri nekolinearne. Rekurentne veze, odnosno funkcionalne
jednaqine do kojih se ovde dolazi su:

g(n) = g(n− 1) + 2(n− 2),

h(n) = h(n− 2) + (n− 2)2.

5. Zakǉuqak

Prethodna razmatraǌa nastala su kao varijacije na temu jedne jednostavne
funkcionalne jednaqine modelirane na primeru zavisnosti izme±u broja stra-
nica i broja dijagonala mnogougla. Data tema je bila povod da uqenici pored
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rexavaǌa inicijalnog problema na xto vixe naqina, na osnovu posmatraǌa za-
date funkcionalne veze i konkretnih vrednosti funkcije proizvedu interesantne
zadatke vezane za broj stranica i dijagonala mnogougla. Me±utim, dobijeni
zadaci indukovali su i daǉi rad na dobijenoj materiji i formulisaǌe nexto
slo¼enijih problema, dobijaǌe izvesnih uopxteǌa i izmextaǌe osnovnog pro-
blema iz ravni u prostor.

Verujemo da je prikazana nastavna situacija dobar primer razvijaǌa krea-
tivnosti u nastavi matematike i da kolegama-nastavnicima matematike u osnov-
nim i sredǌim xkolama mo¼e biti solidan model za sliqne nastavne poduhvate.

Navodimo i dobro poznati problem koji mo¼e (na razliqitim nivoima) biti
realizovan i u starijim razredima osnovne xkole (primena algebarskih trans-
formacija u 7. razredu) i u sredǌoj xkoli (aritmetiqki niz), a mogu rezulti-
rati i novim varijacijama na zadatu temu.

Dati su zbirovi S = 1 + 2 + · · · + n, Sn = 1 + 3 + · · · + (2n − 1) i Sp =
2 + 4 + · · ·+ 2n.

• Izraqunati date sume na xto je mogu²e vixe naqina.

• Mo¼e li brojevna vrednost datih suma biti 2013 ili broj qije su sve cifre
jednake?

• Mo¼e li se i kako datim sumama pridru¼iti neka geometrijska interpreta-
cija?

• Mogu li se i kako date sume povezati sa diferencnim jednaqinama?

• Koliko potpunih kvadrata sadr¼i svaka od navedenih suma?

• Formulixi niz, tj. xto je mogu²e vixe problema i ǌihovih uopxteǌa koji
se odnose na prethodno rexavane zadatke.
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