
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Dr Xefket Arslanagi�

STJUARTOVA TEOREMA IZ GEOMETRIJE TROUGLA
I ǋENA PRIMJENA

U ovom qlanku ²emo formulisati i dokazati Stjuartovu teoremu, a zatim
²emo kroz vixe primjera dati ǌenu primjenu.

Teorema 1 [Stjuart1, 1746.] Neka taqka P pripada stranici BC trou-
gla ABC i pri tome je a = BC, b = CA, c = AB, m = BP , n = PC i p = AP .
Tada va�i jednakost

(1) a(p2 + mn) = b2m + c2n.

Dokaz. Neka je ϕ = ]APB, dakle ]APC = 180◦ − ϕ (sl. 1).

Slika 1

Primjenom kosinusne teoreme na trouglove APB i APC dobijamo (s obzirom da
je cos(180◦ − ϕ) = − cos ϕ):

c2 = p2 + m2 − 2pm cosϕ, b2 = p2 + n2 + 2pn cosϕ.

Mno¼e²i ove nejednakosti sa n i m redom, te sabiraju²i novodobijene jednako-
sti, slijedi

nc2 + mb2 = np2 + m2n + mp2 + mn2,

1Matthew Stewart (1717–1785), xkotski matematiqar
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odnosno (m + n)p2 + mn(m + n) = b2m + c2n, te zbog m + n = a,

a(p2 + mn) = b2m + c2n,

xto je jednakost (1) koju dokazujemo.

Sada ²emo kroz nekoliko primjera dati veoma efektnu i korisnu primjenu
ove teoreme.

Primjer 1. Neka je taqka P sredixte stranice BC, tj. BP = PC = a/2;
tada je du¼ AP = ma te¼ixnica trougla ABC iz tjemena A. Sada iz (1) slijedi

da je a

(
m2

a +
1
4
a2

)
=

1
2
ab2 +

1
2
ac2, a odavde

(2) m2
a =

1
2
b2 +

1
2
c2 − 1

4
c2,

tj.

ma =
1
2

√
2b2 + 2c2 − a2.

Analogno se dobija da je

mb =
1
2

√
2c2 + 2a2 − b2 i mc =

1
2

√
2a2 + 2b2 − c2.

Primjer 2. Neka je sada du¼ AP = sα simetrala ugla ]BAC = α. Po

teoremi o simetrali unutraxǌeg ugla trougla ABC, imamo
BP

CP
=

c

b
, odakle

redom dobijamo:

BP

CP
+ 1 =

c

b
+ 1,

BP + CP

CP
=

b + c

b
,

a

CP
=

b + c

b
, CP =

ab

a + c
,

i analogno BP =
ac

b + c
. Zameǌuju²i u relaciju (1) dobijamo da je

a

[
s2

α +
a2bc

(b + c)2

]
= b2 · ac

b + c
+ c2 · ab

b + c
.

Odavde se dobija da je s2
α =

bc

(b + c)2
[(b + c)2 − a2], tj.

sα =

√
bc

b + c

√
(b + c + a)(b + c− a).

Stavǉaju²i 2s = a + b + c dobijamo da je

(3) sα =
2
√

bc

b + c

√
s(s− a).
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Analogno se izvodi da je:

sβ =
2
√

ca

c + a

√
s(s− b), sγ =

2
√

ab

a + b

√
s(s− c).

Primjer 3. Va¼i jednakost

(4) OT
2

= R2 − 1
9
(a2 + b2 + c2),

gdje je taqka T te¼ixte trougla, taqka O centar i R radijus kru¼nice opisane
oko 4ABC.

Rjexeǌe. Sada je du¼ AA′ te¼ixnica iz tjemena A trougla, te T ∈ AA′,

AT =
2
3
ma, A′T =

1
3
ma (sl. 2). Primjeǌuju²i Stjuartovu teoremu, tj. relaciju

(1) na 4OAA′, dobijamo

(5) ma

(
OT

2
+

2
3
ma · 1

3
ma

)
= OA

2 · 1
3
ma + OA′

2 · 2
3
ma.

Iz pravouglog 4OCA′ imamo

(6) OA′
2

= R2 −
(a

2

)2

.

Sada iz (5) i (6) dobijamo da je

OT
2

+
2
9
m2

a =
1
3
R2 +

2
3

(
R2 − a2

4

)
,

a odavde zbog (2) redom slijedi

OT
2

+
2
9

(
1
2
b2 +

1
2
c2 − 1

4
a2

)
= R2 − 1

6
a2,

OT
2

= R2 − 1
6
a2 − 1

9
b2 − 1

9
c2 +

1
18

a2 = R2 − 1
9
(a2 + b2 + c2),

a ovo je relacija (4) koju dokazujemo.

Slika 2 Slika 3
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Primjer 4. Va¼i jednakost

(7) OH
2

= 9R2 − (a2 + b2 + c2),

gdje je H ortocentar trougla, O centar i R radijus kru¼nice opisane oko
4ABC.

Rjexeǌe. Ovdje ²emo koristiti qiǌenicu da su taqke O, T i H kolinearne
(Ojlerova2 prava) i da va¼i jednakost

(8) OT : TH = 1 : 2

(sl. 3). Iz (4) i (8) neposredno slijedi da je

OH
2

= (3 OT )2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2),

dakle jednakost (7).

Posǉedica 1. Zbog OT
2

> 0, odnosno OH
2

> 0, iz (4), odnosno (7),
dobijamo nejednakost

a2 + b2 + c2 6 9R2.

Primjer 5. Neka je T te¼ixte, a M proizvoǉna taqka u ravni trougla
ABC. Tada va¼i jednakost

(9) MA
2

+ MB
2

+ MC
2

= 3 MT
2

+ TA
2

+ TB
2

+ TC
2
.

Ovo tvr±eǌe je u matematiqkoj literaturi poznato kao Lajbnicova3 teorema.
Rjexeǌe. Ne umaǌuju²i opxtost, uze²emo da je taqka M van trougla ABC

(sl. 4).

Slika 4

Taqka T je te¼ixte trougla ABC i va¼i AT =
2
3
ma i A′T =

1
3
ma. Pri-

mjeǌuju²i Stjuartovu teoremu (1) na 4MAA′, dobijamo

ma

(
MT

2
+

1
3
ma · 2

3
ma

)
=

1
3
ma ·MA

2
+

2
3
ma ·MA′

2
,

2Leonhard Euler (1707–1783), xvajcarski matematiqar
3Gottfried Wilhelm Leinbitz (1646–1716), ǌemaqki matematiqar
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a odavde nakon djeǉeǌa sa ma,

(10) MT
2

=
1
3
MA

2
+

2
3
MA′

2 − 2
9
m2

a.

Du¼ MA′ je te¼ixnica trougla MBC pa imamo na osnovu (2) da je

(11) MA′
2

=
1
2
MB

2
+

1
2
MC

2 − 1
4
BC

2
.

Sada iz (10) i (11) slijedi

3 MT
2

= MA
2

+ MB
2

+ MC
2 − 1

2
BC

2 − 2
3
AA′

2
,

a odavde zbog (2), tj.
1
2
BC

2
= TB

2
+ TC

2 − 2 TA′
2
, kao i AA′ =

3
2
TA i

TA =
1
2
TA, dobijamo

3 MT
2

= MA
2

+ MB
2

+ MC
2 −

(
TB

2
+ TC

2 − 1
2
TA

2
)
− 3

2
TA

2
,

MA
2

+ MB
2

+ MC
2

= 3 MT
2

+ TA
2

+ TB
2

+ TC
2
,

dakle jednakost (9).

Primjer 6. U trouglu ABC taqke D, E i F pripadaju redom stranicama
BC, CA i AB i pri tome je AD ∩ BE ∩ CF = {P}, tako da je AP = PD = 6,
EP = 3, PB = 9 i CF = 20. Izraqunati povrxinu trougla ABC.

Rjexeǌe. Da bismo rexili ovaj zadatak dokaza²emo jednu pomo²nu teoremu
koja je u matematiqkoj literaturi poznata kao Ojler-�ergonova4 teorema, a
koja glasi:

Za odnose u =
AK

KX
, v =

BK

KY
, w =

CK

KZ
, gdje je K presjeqna taqka pravih

AX, BY i CZ (X ∈ BC, Y ∈ CA, Z ∈ AB), va¼i jednakost

(12)
1

1 + u
+

1
1 + v

+
1

1 + w
= 1.

Dokaz. Koriste²i obrasce za povrxinu trougla dobijamo (sl. 5):

u =
AK

KX
=

P1 + P2

P3
=

P5 + P6

P4
,

v =
BK

KY
=

P3 + P4

P5
=

P1 + P2

P6
,

w =
CK

KZ
=

P5 + P6

P1
=

P3 + P4

P2
,

4Joseph Diaz Gergonne (1771–1859), francuski matematiqar i astronom
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a odavde zbog P = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6,

1
1 + u

=
P3

P1 + P2 + P3
=

P4

P4 + P5 + P6
=

P3 + P4

P
,

1
1 + v

=
P5

P3 + P4 + P5
=

P6

P6 + P1 + P2
=

P5 + P6

P
,

1
1 + w

=
P1

P5 + P6 + P1
=

P2

P2 + P3 + P4
=

P1 + P2

P
.

Sabiraǌem izvedenih jednakosti dobija se jednakost (12).

Slika 5 Slika 6

Sada ²emo pre²i na rjexeǌe primjera 6. Sa slike 6 imamo da je

u =
AP

PD
= 1, v =

BP

PE
= 3.

Koriste²i Ojler-´ergonovu teoremu, tj. relaciju (12), dobijamo da je

w =
CP

PE
=

u + v + 2
uv − 1

=
1 + 3 + 2

3− 1
= 3.

Sada je CP = 3 PF , pa zbog 20 = CF = CP + PF imamo 4 PF = 20, odakle je

PF = 5 i CP = 15. Daǉe dobijamo:

x =
BD

DC
=

1 + v

1 + w
= 1, y =

CE

EA
=

1 + w

1 + u
= 2, z =

AF

FB
=

1 + u

1 + v
=

1
2
.

Koriste²i ove vrijednosti za x, y, z mo¼emo primjeniti Stjuartovu teoremu na
trouglove 4PBC, 4PCA i 4PAB, pa dobijamo:

PD
2

= p · PC
2

+ q · PB
2 − pqa2, gdje je p = q =

1
2
,

PE
2

= p · PA
2

+ q · PC
2 − pqb2, gdje je p =

2
3
, q =

1
3
,

PF
2

= p · PB
2

+ q · PA
2 − pqc2, gdje je p =

1
3
, q =

2
3
.
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Odave slijedi da je a2 = 468, b2 = 405 i c2 = 117. Koriste²i Heronov obrazac
za povrxinu trougla dobijamo da je

16 P 2
4ABC = 2(b2c2 + c2a2 + a2b2)− (a4 + b4 + c4) = 186 624,

a odavde P4ABC = 108.
Primjer 7. Dokazati da u trouglu ABC va¼i ekvivalencija

α = 2β ⇐⇒ a2 = b(b + c).

Rjexeǌe. 1◦ Neka je α = 2β i neka je
AD simetrala ugla α, gdje D ∈ BC (sl. 7).
Kako je α/2 = β, to je 4ABD jednakokrak,
pa je AD = BD = m =

ac

b + c
(po teoremi

o simetrali unutraxǌeg ugla u 4ABC).
Sada je m + n = a, pa po Stjuartovoj teo-
remi (1) dobijamo

Sl. 7

a(m2 + mn) = mb2 + nc2 = (b2 − c2)m + ac2,

odakle je a2m = (b2 − c2)m + ac2 i

a2 = (b− c)(b + c) +
ac2(b + c)

ac
= b(b + c),

xto je trebalo dokazati.

2◦ Iz kosinusne teoreme imamo uz uslov a2 = b(b + c) da je

cosα =
c2 − (a2 − b2)

2bc
=

c2 − b(b + c) + b2

2bc
=

1
2

(c

b
− 1

)
,

cosβ =
c2 + (a2 − b2)

2ca
=

c2 + b(b + c)− b2

2ca
=

b + c

2a
.

Sada dobijamo da je

4 cos2 β − 2 =
(b + c)2

a2
− 2 =

(b + c)2

b(b + c)
− 2 =

b + c

b
− 2 =

c

b
− 1 = 2 cos α,

odakle je 2 cos2 β − 1 = cos α, cos 2β = cos α i α = 2β, xto je trebalo dokazati.
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