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EUKLIDOV ALGORITAM I ǋEGOVA PRIMJENA

Euklidov algoritam je efikasan naqin za odre±ivaǌe najve²eg zajedniqkog
djelioca dva prirodna broja, koji ne zahtijeva ǌihovu prethodnu faktorizaciju.
To je najstariji netrivijalni algoritam koji je pre¼ivio do danas. Prvi put se u
pisanom obliku pojavǉuje u Euklidovim ,,Elementima“ (300. g.pr.n.e.), i to u VII
kǌizi gdje je iskazan za prirodne brojeve i u X kǌizi gdje je data ǌegova primjena
na du¼i. Iako se nalazi u Euklidovim ,,Elementima“, vjeruje se da algoritam
nije ǌegovo djelo, ve² da je bio poznat vixe od 200 godina ranije. Algoritam
je zasnovan na qiǌenici da se najve²i zajedniqki djelilac dva prirodna broja
ne²e promijeniti ako se od ve²eg broja oduzme maǌi pa se zatim posmatra najve²i
zajedniqki djelilac novodobijenog broja i maǌeg od dva prethodno posmatrana.
Ponavǉaju²i taj postupak, a kako skup prirodnih brojeva ima najmaǌi element,
to se algoritam zavrxava u konaqno mnogo koraka. U XIX vijeku dolazi do
uopxtavaǌa algoritma na polinome s jednom promjenǉivom i na Gaussove cijele
brojeve, a nakon toga i na polinome s vixe promjenǉivih. Algoritam ima veliku
i teorijsku i praktiqnu primjenu. Mi ²emo ovdje prikazati neke od praktiqnih
primjena kao xto su rjexavaǌe linearnih diofantskih jednaqina, rjexavaǌe
linearnih kongruencija, odre±ivaǌe multiplikativnog inverza u konaqnom poǉu
i za razvoj racionalnog broja u veri¼ni razlomak.

1. Najve�i zajedniqki djelilac

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi svojstvima brojeva, a pose-
bno cijelih i prirodnih. Jedan od najjednostavnijih, ali ujedno i najva¼nijih,
pojmova u teoriji brojeva je pojam djeǉivosti.

Definicija 1. Neka su b 6= 0 i a cijeli brojevi. Ka¼emo da je a djeǉiv
s b, odnosno da b dijeli a, ako postoji cijeli broj q takav da je a = bq. To
zapisujemo s b | a. Ako b ne dijeli a, onda pixemo b - a. Ako b | a, onda jox
ka¼emo da je b djelilac od a, a da je a sadr�alac od b.

Teorema 1. [Teorema o dijeǉeǌu s ostatkom] Za proizvoǉan prirodan
broj b i cijeli broj a postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je
a = qb + r, 0 ≤ r < b.

Broj q se zove koliqnik a r se zove ostatak pri djeǉeǌu a sa b.
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Definicija 2. Neka su a i b cijeli brojevi. Cijeli broj d zovemo zaje-
dniqki djelilac brojeva a i b ako d | a i d | b. Ako je barem jedan od brojeva
a i b razliqit od nule, onda postoji samo konaqno mnogo zajedniqkih djelilaca
brojeva a i b. Najve²i me±u ǌima zove se najve�i zajedniqki djelilac brojeva
a i b i oznaqava se s NZD(a, b) ili gcd(a, b) (“greatest common divisor”).

Sliqno se definixe najve²i zajedniqki djelilac brojeva a1, a2, . . . , an koji
nisu svi jednaki nuli, a oznaqava se s NZD(a1, a2, . . . , an).

Kao xto smo ve² rekli, Euklidov algoritam za nala¼eǌe najve²eg zajedniq-
kog djelioca dva prirodna (a samim tim i cijela) broja je najstariji netrivijal-
ni algoritam koji je i danas u upotrebi. On je zasnovan na teoremi o dijeǉeǌu
s ostatkom i na qiǌenici iskazanoj u sǉede²oj teoremi.

Teorema 2. Neka su a, b, q i r cijeli brojevi takvi da je b > 0, 0 ≤ r < b
i a = bq + r. Tada je NZD(a, b) = NZD(b, r).

Teorema 3. [Euklidov algoritam] Neka su a i b > 0 cijeli brojevi. Pret-
postavimo da je uzastopnom primjenom teoreme o dijeǉeǌu s ostatkom
dobijen niz jednakosti

a = bq1 + r1, 0 < r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,

...

rj−2 = rj−1qj + rj , 0 < rj < rj−1,

rj−1 = rjqj+1.

Tada je NZD(a, b) jednak rj, tj. posǉedǌem ostatku razliqitom od nule.
Vrijednosti od x0 i y0 u izrazu NZD(a, b) = ax0 + by0 mogu se dobiti iz-
ra�avaǌem svakog ostatka ri kao linearne kombinacije od a i b.

Primjer 1. Odrediti d = NZD(196, 154).

Rjexeǌe. Primijenimo Euklidov algoritam.

196 = 154 · 1 + 42
154 = 42 · 3 + 28
42 = 28 · 1 + 14
28 = 14 · 2

Dobili smo da je d = NZD (196, 154) = 14.

Kako svaki ostatak u algoritmu mo¼emo prikazati kao linearnu kombinaci-
ju prethodna dva, to ga mo¼emo prikazati i kao linearnu kombinaciju brojeva a
i b. Iz toga specijalno slijedi da i posǉedǌi nenulti ostatak, koji predstavǉa
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najve²i zajedniqki djelilac brojeva a i b, mo¼emo prikazati kao linearnu kom-
binaciju brojeva a i b.

14 = 42− 28 · 1 = 42− (154− 42 · 3) · 1 = 4 · 42− 1 · 154

= 4 · (196− 154 · 1)− 1 · 154 = 4 · 196− 5 · 154

= 196 · 4 + 154 · (−5)

2. Linearne diofantske jednaqine

Vidjeli smo kako se NZD(a, b) mo¼e prikazati kao linearna kombinacija
brojeva a i b. To mo¼emo uraditi i jednostavnije iskoristimo li sǉede²e re-
kurzivne relacije. Neka je

x−1 = 1, x0 = 0, xi = xi−2 − qixi−1,

y−1 = 0, y0 = 1, yi = yi−2 − qiyi−1;

tada je
axi + byi = ri, za i = −1, 0, 1, . . . , j, j + 1.

Va¼i
axj + byj = NZD (a, b) .

Ovo nam omogu²uje da navedene rekurzivne relacije iskoristimo za rjexavaǌe
jednaqine ax + by = NZD (a, b).

Primjer 2. Odredimo d = NZD(222, 102) i na±imo cijele brojeve x i y
takve da je 222x + 102y = d.

Rjexeǌe.

222 = 102 · 2 + 18
102 = 18 · 5 + 12
18 = 12 · 1 + 6
12 = 6 · 2

i −1 0 1 2 3 4

qi 2 5 1 2

xi 1 0 1 −5 6

yi 0 1 −2 11 −13

Dobili smo da je d = NZD (222, 102) = 6, te da je 222 · 6 + 102 · (−13) = 6.

Teorema 4. Neka su a, b, c cijeli brojevi i d = NZD(a, b). Ako d - c,
onda jednaqina ax + by = c nema cjelobrojnih rjexeǌa. Ako d | c, onda data
jednaqina ima beskonaqno mnogo cjelobrojnih rjexeǌa. Ako je (x0, y0) jedno
ǌeno rjexeǌe, onda su joj sva rjexeǌa data s

x = x0 +
b

d
· t, y = y0 − a

d
· t, t ∈ Z.
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Primjer 3. Rijexiti jednaqinu 77x + 98y = 7.

Rjexeǌe.

77 = 98 · 0 + 77
98 = 77 · 1 + 21
77 = 21 · 3 + 14
21 = 14 · 1 + 7
14 = 7 · 2

Dobili smo da je d = NZD(77, 98) = 7, a kako je u naxoj jednaqini c = 7 to
imamo da d = NZD(a, b) | c pa naxa jednaqina ima rjexeǌe.

i −1 0 1 2 3 4

qi 0 1 3 1

xi 1 0 1 −1 4 −5

yi 0 1 0 1 −3 4

Dobili smo da je 77 · (−5) + 98 · 4 = 7 pa imamo da je (−5, 4) jedno rjexeǌe
polazne jednaqine. Zakǉuqujemo da su sva ǌena rjexeǌa

x = −5 +
77
7
· t, y = 4− 98

7
· t,

tj.
x = −5 + 11t, y = 4− 14t, t ∈ Z.

Vidjeli smo naqin rjexavaǌa diofantske jednaqine oblika ax + by =
NZD(a, b). Pogledajmo sada kako rjexavamo diofantsku jednaqinu oblika

ax + by = k · NZD(a, b), gdje je k cijeli broj.
Primjer 4. Rijexiti jednaqinu 96x + 68y = 48.

Rjexeǌe.

96 = 68 · 1 + 28
68 = 28 · 2 + 12
28 = 12 · 2 + 4
12 = 4 · 3

Dobili smo da je d = NZD(68, 96) = 4, a kako je u naxoj jednaqini c = 48 to
imamo da d = NZD(a, b) | c, pa naxa jednaqina ima rjexeǌe. Postupkom kao u
prethodnim primjerima dobijamo da je

96 · 5 + 68 · (−7) = 4,

a kako je 48 : 4 = 12, pomno¼imo posǉedǌu relaciju s 12. Dobijamo da je

96 · 60 + 68 · (−84) = 48,
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pa zakǉuqujemo da je (60,−84) jedno rjexeǌe polazne jednaqine. Sada su sva
rjexeǌa polazne jednaqine data s

x = 60 +
68
4
· t, y = −84− 96

4
· t,

tj.
x = 60 + 17t, y = −84− 24t, t ∈ Z.

Primjer 5. U jednoj prostoriji se nalaze stolice s 3 i s 4 noge. Kada na sve
stolice sjedne po jedna osoba, u sobi ima ukupno 69 nogu. Koliko u prostoriji
ima stolica s 3 a koliko s 4 noge?

Rjexeǌe. Kada na stolicu s 3 noge sjedne jedna osoba, onda je tu ukupno 5
nogu, a kada na stolicu s 4 noge sjedne jedna osoba, onda je tu ukupno 6 nogu.
Oznaqimo li s x broj stolica s 3 noge, a s y broj stolica s 4 noge, dobijamo
jednaqinu

5x + 6y = 69,

gdje je

0 ≤ x ≤ 69
5

, 0 ≤ y ≤ 69
6

, x, y ∈ Z.

Primijenimo li do sada pokazano, dobijamo da je NZD(5, 6) = 1 i da je (−1, 1)
jedno rjexeǌe jednaqine 5x+6y = 1. Iz toga slijedi da je (−1, 1) jedno rjexeǌe
jednaqine 5x + 6y = 69, pa su sva ǌena rjexeǌa

x = −69 +
6
1
· t = −69 + 6t, y = 69− 5

1
· t = 69− 5t, t ∈ Z.

Kako mora vrijediti

0 ≤ −69 + 6t ≤ 69
5

, 0 ≤ 69− 5t ≤ 69
6

, t ∈ Z,

dobijamo da je
69
6
≤ t ≤ 69

5
,

tj.
11.5 ≤ t ≤ 13.8 ⇒ t ∈ {12, 13}.

Uvrstimo li te vrijednosti za t u formule za rjexeǌe jednaqine, dobijamo

t = 12 : x = −69 + 6 · 12 = 3, y = 69− 5 · 12 = 9,

t = 13 : x = −69 + 6 · 13 = 9, y = 69− 5 · 13 = 4.

Vidimo da zadatak ima dva rjexeǌa. Jedno rjexeǌe je da su u sobi 3 stolice s
3 noge i 9 stolica s 4 noge, a drugo rjexeǌe je da je u sobi 9 stolica s 3 noge i
4 stolice s 4 noge.
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3. Linearne kongruencije

Oznaku za kongruencije, koja se i danas koristi, uveo je Gaus 1801. godi-
ne u svom djelu “Disquisitiones Arithmeticae”. Sama ideja kongruencija se po-
javǉivala jox kod starih Grka i Kineza.

Definicija 3. Ako cijeli broj m 6= 0 dijeli razliku a− b, onda ka¼emo
da je a kongruentan b modulo m i pixemo a ≡ b (mod m). U protivnom ka¼emo
da a nije kongruentan b modulo m i pixemo a 6≡ b (mod m).

Ovdje je potrebno napomenuti da je a − b djeǉivo s m ako i samo ako je
a − b djeǉivo s −m. Iz tog razloga se u teoriji kongruencija razmatraju samo
sluqajevi kada je m prirodan broj. Tako±e treba istaknuti da je relacija ,,biti
kongruentan“ relacija ekvivalencije na skupu Z.

Navedimo nekoliko osobina kongruencija koje se vrlo qesto koriste u prim-
jenama.

Tvr�eǌe 1. Neka su a, b, c, d cijeli brojevi i neka je f polinom s cjelo-
brojnim koeficijentima.

1. a ≡ b (mod m) ⇔ a− b ≡ 0 (mod m).

2. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je a + c ≡ b + d (mod m),
a− c ≡ b− d (mod m) i ac ≡ bd (mod m).

3. Ako je a ≡ b (mod m) i d | m, onda je a ≡ b (mod d).

4. Ako je a ≡ b (mod m), onda je ac ≡ bc (mod mc) za svaki c 6= 0.

5. Ako je a ≡ b (mod m), onda je f(a) ≡ f(b) (mod m).

Kongruencije imaju mnogo sliqnosti s jednaqinama. Analogno jednaqinama,
rjexeǌe kongruencije f(x) ≡ 0 (mod m), gdje je f(x) polinom s cjelobrojnim
koeficijentima, jeste svaki cijeli broj x koji je zadovoǉava. Ako je x1 neko rje-
xeǌe kongruencije f(x) ≡ 0 (mod m), i x2 ≡ x1 (mod m), onda je i x2 tako±e
rjexeǌe te kongruencije. Nas interesuju rjexeǌa koja nisu me±usobno kongru-
entna po modulu m, tj. nas interesuju neekvivalentna rjexeǌa. Dva rjexeǌa x1 i
x2 smatramo ekvivalentnim ako je x1 ≡ x2 (mod m). Broj rjexeǌa kongruencije
je broj neekvivalentnih rjexeǌa.

Teorema 5. Neka su a i m prirodni brojevi i neka je b cijeli broj.
Kongruencija ax ≡ b (mod m) ima rjexeǌa ako i samo ako d = NZD(a,m)
dijeli b. Ako je ovaj uslov ispuǌen, onda gorǌa kongruencija ima taqno d
rjexeǌa modulo m.

Jox jedna karakterizacija kongruentnosti je vrlo interesantna. Tako imamo
da ako je a ≡ b (mod m), tada postoji cijeli broj k takav da je a = km + b. Tu
karakterizaciju mo¼emo iskoristiti za rjexavaǌe kongruencija oblika ax ≡ b
(mod m). Ako ta kongruencija ima rjexeǌa, onda d = NZD(a,m) | b i postoji
k ∈ Z tako da je ax = mk + b, tj. da je ax + m(−k) = b. Kako d = NZD(a,m) | b
to diofantska jednaqina ax + m(−k) = b ima rjexeǌe, pa navedene rekurzije i
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postupak za ǌeno rjexavaǌe mo¼emo iskoristiti i za rjexavaǌe kongruencija
oblika ax ≡ b (mod m).

Primjer 6. Rijexiti kongruenciju 224x ≡ 1 (mod 319).
Rjexeǌe. Primijenimo Euklidov algoritam da odredimo NZD(319, 224).

319 = 224 · 1 + 95
224 = 95 · 2 + 34
95 = 34 · 2 + 27
34 = 27 · 1 + 7
27 = 7 · 3 + 6
7 = 6 · 1 + 1
6 = 1 · 6

Dobili smo da je NZD(319, 224) = 1. Kako 1 | 1, to data kongruencija ima
rjexeǌe. Do rjexeǌa se mo¼e lako do²i primjenom rekurzivne relacije

y−1 = 0, y0 = 1; yi = yi−2 − qiyi−1, i = 1, 2, . . . , k,

gdje je k indeks posǉedǌeg ostatka u Euklidovom algoritmu koji je razliqit od
0. U tom sluqaju rjexeǌe kongruencije je x ≡ yk (mod 319).

i −1 0 1 2 3 4 5 6

qi 1 2 2 1 3 1

yi 0 1 −1 3 −7 10 −37 −47

Dakle, rjexeǌe kongruencije 224x ≡ 1 (mod 319) je x ≡ 47 (mod 319).
Primjer 6. Rijexiti kongruenciju 255x ≡ 145 (mod 370).
Rjexeǌe. Primijenimo li Euklidov algoritam dobijamo d = NZD(255, 370)

= 5, a kako d = 5 | 145 to kongruencija ima rjexeǌe. Podijelimo li 255, 145 i
370 s d = 5, dobijamo 51, 29 i 74 pa rjexavamo kongruenciju 51y ≡ 29 (mod 74).
Kako je sada NZD(51, 74) = 1, iskoristimo li qi-ove iz Euklidovog algoritma
za odre±ivaǌe NZD(255, 370) (napomenimo da su qi-ovi iz Euklidovog algori-
tma za odre±ivaǌe NZD(51, 74) jednaki qi-ovima iz Euklidovog algoritma za
odre±ivaǌe NZD(255, 370)), imamo da je u ≡ 45 (mod 74) rjexeǌe kongruencije
51u ≡ 1 (mod 74). Iz toga slijedi da je

y ≡ 29 · 45 ≡ 1305 ≡ 47 (mod 74)

rjexeǌe kongruencije 51y ≡ 29 (mod 74). Na kraju dobijamo da su rjexeǌa
polazne kongruencije

x ≡ 47 + k · 74 (mod 370), k = 0, 1, 2, 3, 4 = d− 1 = NZD(255, 370)− 1,

tj.
x ≡ 47, 121, 195, 269, 343 (mod 370).
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4. Multiplikativni inverz u konaqnom poǉu

Ako za prost broj p posmatramo prosto konaqno poǉe Zp qiji su elementi
ostaci pri dijeǉeǌu brojem p, a operacije sabiraǌe i mno¼eǌe modulo p, tada
se postavǉa pitaǌe xta predstavǉa inverz elementa a u tom poǉu. Prema de-
finiciji inverza va¼i da je x ∈ Zp inverz od a ako je x rjexeǌe kongruencije
ax ≡ 1 (mod p). Tako dobijamo da se odre±ivaǌe multiplikativnog inverza a−1

elementa a svodi na rjexavaǌe linearne kongruencije. Napomenimo da je i u
skupu Zn, gdje je n prirodan slo¼en broj, tako±e mogu²e na isti naqin odrediti
multiplikativni inverz elementa a. Kako je NZD(a, n) | 1 uslov da kongruencija
ax ≡ 1 (mod n) ima rjexeǌe, to slijedi da je element a ∈ Zn invertibilan ako
je NZD(a, n) = 1.

Primjer 8. Odrediti multiplikativni inverz broja 37 u skupu Z233.
Rjexeǌe. Odrediti multiplikativni inverz 37−1 mod 233 broja 37 u skupu

Z233 znaqi da treba rijexiti kongruenciju 37x ≡ 1 (mod 233). Zbog toga mo¼emo
u potpunosti primijeniti prethodno opisani algoritam.

233 = 37 · 6 + 11
37 = 11 · 3 + 4
11 = 4 · 2 + 3
4 = 3 · 1 + 1
3 = 1 · 3

Dobili smo da je NZD(37, 233) = 1, a kako 1 | 1, to naxa kongruencija ima
rjexeǌe pa ga tra¼imo pomo²u prethodno dane rekurzivne relacije.

i −1 0 1 2 3 4

qi 6 3 2 1

yi 0 1 −6 19 −44 63

Rjexeǌe kongruencije 37x ≡ 1 (mod 233) je x ≡ 63 (mod 233), pa zakǉu-
qujemo da je 63 multiplikativni inverz broja 37 u skupu Z233, tj. 37−1 ≡ 63
(mod 233).

5. Veri�ni razlomci

Definicija 4. Neka je q0 cijeli broj i neka su q1, q2, . . . , qn prirodni
brojevi. Tada se izraz

α = q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

. . .
qn−1 +

1
qn
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naziva razvoj broja α u konaqni jednostavni veri�ni razlomak. Kra²i zapis
je oblika α = [q0; q1, . . . , qn].

Ako je α cijeli broj, onda postoje taqno dva razvoja od α u jednostavni
veri¼ni razlomak i to α = [α] i α = [α− 1, 1]. Ako je α racionalan, ali ne
cijeli broj, onda postoje taqno dva razvoja od α u jednostavni veri¼ni razlomak
i to α = [q0; q1, . . . , qn], gdje je qn ≥ 2, a drugi je α = [q0; q1, . . . , qn−1, qn − 1, 1].

Teorema 6. Svaki racionalan broj a/b mo�e biti predstavǉen na
jedinstven naqin u obliku jednostavnog veri�nog razlomka [q0; q1, . . . , qn],
gdje su qi koliqnici iz Euklidovog algoritma za odre�ivaǌe NZD(a, b) i qn 6=
1. Va�i i obrat, tj. svaki konaqni veri�ni razlomak mo�emo zamijeniti
ǌemu jednakim racionalnim brojem.

Primjer 9. Odrediti razvoj broja
233
37

u jednostavni veri¼ni razlomak.

Rjexeǌe. Iskoristimo li Euklidov algoritam iz prethodnog primjera, do-
bijamo rjexeǌe.

233
37

= 6 +
1

3 +
1

2 +
1

1 +
1
3

Kra²i zapis je
233
37

= [6; 3, 2, 1, 3].

Primjer 10. Odrediti racionalan broj kojem odgovara jednostavni ve-
ri¼ni razlomak [0; 2, 1, 5].

Rjexeǌe.

[0; 2, 1, 5] = 0 +
1

2 +
1

1 +
1
5

=
1

2 +
5
6

=
6
17

.

Na sǉede²em primjeru ²emo pokazati jednu primjenu veri¼nih razlomaka
za vrlo jednostavno rjexavaǌe jednog oblika diofantskih jednaqina. Zadatak se
pojavio na matematiqkom takmiqeǌu za 10. razred u Rusiji [1].

Primjer 11. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

x +
1

y +
1
z

=
10
7

.

Rjexeǌe. Razvijmo broj 10/7 u jednostavni veri¼ni razlomak.

10 = 7 · 1 + 3
7 = 3 · 2 + 1
3 = 1 · 3
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Dobili smo da va¼i

10
7

= 1 +
1

2 +
1
3

= x +
1

y +
1
z

=
10
7

.

Kako je ovaj razvoj jedinstven, to je rjexeǌe jednaqine (x, y, z) = (1, 2, 3).
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3. V. Mi²i², Z. Kadelburg, D. §uki², Uvod u teoriju brojeva, DMS, Beograd, 2004.

4. S. Y. Yan, Number Theory for Computing, Springer-Verlag, Berlin, 2002.

5. A. Zoli², Veri�ni razlomci i primjene, Nastava matematike, XLV 3–4 (2000), 23–30.

Dr Bernadin Ibrahimpaxi², Pedagoxki fakultet, Univerzitet u Biha²u, Luke Marjanovi²a bb,
77000 Biha², Bosna i Hercegovina

E-mail: bernadin@bih.net.ba

Dr Arif Zoli², Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beo-
grad, Srbija

E-mail : azolic@diginaut.com


