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POVRXINA LOPTE (SFERE)
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Uvodni deo qasa

Podsetimo se da smo u sedmom razredu obra±ivali obim i povrxinu kruga,
kao i obim i povrxinu pravilnih mnogouglova, a da smo u sedmom i na poqetku
osmog razreda obra±ivali sliqnost trouglova. U drugom polugodixtu osmog
razreda smo obra±ivali kupu, a kroz zadatke je dobro raditi i zarubǉenu kupu
primenom sliqnosti.

Pitaǌe za podse�aǌe: Xta je to pravilni mnogougao?
Oqekivani odgovor: Mnogougao je pravilan kada ima sve unutraxǌe uglove

jednake i sve stranice podudarne. Oko pravilnog mnogougla mo¼e da se opixe i
u ǌega mo¼e da se upixe krug.

P. Kako glase formule za povrxinu i obim kruga?
O. Povrxina kruga se izraqunava po obrascu P = πr2, a obim po obrascu

O = 2πr, gde je r polupreqnik kruga, a π je konstanta (pribli¼no jednaka 3,1415).
P. Kada su dva trougla sliqna?
O. Dva trougla su sliqna kada imaju odgovaraju²e uglove jednake i odgova-

raju²e stranice proporcionalne.

Glavni deo qasa

Posmatrajmo neke poznate prirodne objekte (projektuju se slike Sunca i
Meseca, kao i slika Zemǉe naqiǌena iz svemira).

P. Kakav oblik imaju ovi nama poznati prirodni objekti?
O. Oni imaju oblik lopte.
P. Xta je lopta, a xta je sfera?
O. Sferu qine sve taqke u prostoru na jednakom rastojaǌu od jedne stalne

taqke (centra sfere). Taqke qije je rastojaǌe od centra maǌe ili jednako od
datog broja qine loptu.

P. Kako glasi obrazac za povrxinu omotaqa kupe?
O. Povrxina omotaqa kupe raquna se po obrascu M = πrs, gde je r polupre-

qnik osnove kupe, a s du¼ina ǌene izvodnice.
Posmatrajmo sada neku datu loptu (sa centrom O i polupreqnikom r) i prese-

cimo je jednom ravni (α) koja sadr¼i ǌen centar (prikazujemo levu sliku pomo²u
projektora i istovremeno crtamo na tabli odgovaraju²u desnu skicu). Ta ravan
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deli loptu na dva podudarna dela – dve polulopte. Presek lopte sa datom ravni
je ,,veliki krug“ lopte K(O, r), a odgovaraju²a kru¼nica (dakle, presek sfere
sa datom ravni) je ,,velika kru¼nica“ lopte k(O, r).

Posmatrajmo jednu od dve polulopte (na primer, ,,gorǌu“) i presecimo je jox
jednom ravni (β) koja tako±e sadr¼i centar lopte i normalna je na ravan datog
velikog kruga. Presek polulopte i ravni β je novi polukrug. Obele¼imo sa E
taqku polukru¼nice (dobijenog polukruga) koja ima osobinu da joj se normalna
projekcija na ravan α poklapa sa centrom O date lopte. Taqke E i O odre±uju
pravu koja je osa rotacije lopte. Naime, rotacijom (obrtaǌem) velike kru¼nice
k(O, OE) oko ose OE dobija se data sfera, a obrtaǌem velikog kruga K(O, OE)
data lopta.

Upiximo sada u dobijeni polukrug polovinu kvadrata (pravilnog qetvoro-
ugla) AEA1. Stranica tog kvadrata jednaka je, na osnovu Pitagorine teoreme,
a4 = r

√
2. Obrtaǌem polukruga i u ǌemu upisanog dela kvadrata oko ose OE

dobija se polulopta i u ǌu upisana kupa (tj. osnova kupe poklapa se sa velikim
krugom polulopte, a vrh kupe pripada polusferi), videti desnu sliku.

Izraqunajmo povrxinu omotaqa M4 dobijene kupe. Prema formuli M4 =
πrs, i kako je s = a4 = r

√
2, dobijamo da je

M4 = πr2
√

2.

Odnos povrxine omotaqa kupe i povrxine velikog kruga lopte iznosi
M4

B
=

πr2
√

2
πr2

=
√

2 ≈ 1,4142.
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U posmatrani polukrug upiximo sada deo ABCA1 pravilnog xestougla,
ali tako da osa rotacije OE polovi stranicu BC i normalna je na ǌoj. Du¼ina
stranice xestougla je a6 = r. Rotacijom tog dela xestougla dobija se omotaq
tela koje se zove zarubǉena kupa, kao i jedna ǌena, maǌa, osnova (videti desnu
sliku koju projektujemo). Izraqunajmo ukupnu povrxinu M6 tog omotaqa i maǌe
osnove kupe. Sa leve slike lako zakǉuqujemo da ona oznosi

M6 = π ·AO ·AQ− π ·BM ·BQ + π ·BM2

= π · r · 2r − π · r

2
· r + π ·

(r

2

)2

= πr2

(
2− 1

2
+

1
4

)
=

7
4
πr2.

Ova veliqina se prema povrxini velikog kruga lopte odnosi kao

M6

B
=

7
4πr2

πr2
=

7
4

= 1,75.

Nastavǉaju²i ovaj postupak, mo¼emo sada da upisujemo u dati veliki polu-
krug lopte pravilne mnogouglove sa 8, 10, 12, . . . stranica. Naravno, dobijene
slike, a i izrazi za povrxine obrtnih tela ²e se priliqno komplikovati. Ipak,
oni se mogu izraqunati (sluqaj kada se upisuje osmougao mo¼emo obraditi na qa-
su dodatne nastave). Ovde ²emo samo projektovati slike koje se dobijaju kada se
upixu i rotiraju delovi pravilnog osmougla i dvanaestougla i navesti konaqne
izraze za odgovaraju²e povrxine obrtnih tela.

M8 = πr2 ·
√

2−
√

2 · (1 +
√

2) ≈ 1,8478 · πr2,

M12 = πr2 ·
√

2 +
√

3 ≈ 1,9319 · πr2.

Odgovaraju²i odnosi sa povrxinom velikog kruga su:
M8

B
≈ 1,8478,

M12

B
≈ 1,9319.
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Kako je povrxina P polulopte, jasno, ve²a od svake od povrxina dobijenih obr-
tnih tela, to mora da va¼i slede²i niz nejednakosti

1,4142 < 1,75 < 1,8478 < 1,9319 < · · · < P

B
.

Xta ²e se dogoditi ako ponovimo sliqan postupak, ali sada sa opisanim
mnogouglovima oko datog polukruga, i sa pomo²u rotacije dobijenim figurama
opisanim oko polulopte? Posmatrajmo odgovaraju²e slike koje se na taj na-
qin dobijaju obrtaǌem pravilnog qetvorougla (kvadrata), xestougla, osmougla
i dvanaestougla.

Sliqnim postupkom kao u sluqaju upisanih fiugra, dobijaju se slede²i iz-
razi za povrxine opisanih figura M4, M6, M8, M12:

M4 = 2
√

2 · πr2 ≈ 2,8284πr2,

M6 =
7
3
πr2 ≈ 2,3333πr2,

M8 ≈ 2,1844πr2,

M12 ≈ 2,0858πr2.

Kako su te povrxine svakako ve²e od povrxine polulopte, to zakǉuqujuemo da
mora da va¼i slede²i niz nejednakosti:

2,8284 > 2,3333 > 2,1844 > 2,0858 >
P

B
.

Name²e se zakǉuqak da je ustvari

P

B
= 2,

tj. da se povrxina polulopte mo¼e izraziti kao

P = 2B = 2πr2.
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Drugim reqima, povrxina cele lopte (sfere) izraqunava se po obrascu

P lopte = 4πr2.

Zavrxni deo qasa

Uradimo sada slede²a dva zadatka.
1. Izraqunaj povrxinu lopte ako je ǌen preqnik 10 cm. [Odgovor: P = 100π cm2.]
2. Na²i odnos povrxine lopte polupreqnika r i kupe polupreqnika osnove r i

visine H = 2r. [Odgovor: (1 +
√

5) : 4.]

Za doma²i dati zadatke iz u­benika ili zbirke koje nastavnik koristi, a
tako±e i slede²i zadatak:

1. Pokazati da se povrxine figura koje se dobijaju rotacijom polovine opi-
sanog kvadrata, odnosno pravilnog xestougla oko polulopte polupreqnika r

mogu izraziti kao M4 = 2
√

2 · πr2, odnosno M6 =
7
3
πr2.

Zahvaǉujem se na ura±enim slikama dipl. ing Draganu Jovanovi²u, asisten-
tu Maxinskog fakulteta u Nixu, i Vladimiru Milosavǉevi²u, studentu visoke
tehniqke xkole u Nixu.
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