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Apstrakt. U ovom qlanku i ǌegovim nastavcima mi ²emo, u vidu niza re-
fleksija na glavne teme obrade aritmetike, izlo¼iti jedan celovit pristup toj
obradi. Osnovna karakteristika tog pristupa je uqeǌe aritmetike, koje poqiǌe
percepcijom skupova objekata realnog sveta koji se nalaze u vidokrugu deteta,
a nastavǉa se procesiraǌem tako skupǉenog opa¼ajnog materijala sa ciǉem iz-
gradǌe sistema (strukture skupa) prirodnih brojeva kao glavnog zadatka nastave
aritmetike.

Za preciziraǌe strukture opa¼ajnog materijala, mi ovde koristimo jezik
teorije skupova kao didaktiqko sredstvo, a ne kao nexto xto bi ulazilo u sa-
dr¼aje rane nastave aritmetike. Neke od tema su naxi originalni prilozi (kao,
na primer, u ovom izlagaǌu Orbis pictus aritmetike, Kantorov princip formi-
raǌa broja, Brojaǌe kao uvodna tema aritmetike). Ti prilozi su prvi put bili
uobliqeni u naxem radu A Broader Way through Themas of Elementary School
Mathematics, The Teaching of Mathematics, vol. II,1, pp. 41–58; vol. II,2, pp. 81–
103; vol. III,1, pp. 41–51; vol. V,1, pp. 47–55; vol. VI,1, pp. 113–120; vol. VII,1,
pp. 35–52; vol. VII,2, pp. 71–93. U ovom izlagaǌu, i onim koja budu sledila,
da²e se jedna pojednostavǉena razrada tih priloga, nameǌena xto xirem krugu
qitalaca.

1. U drevnim grqkim uqilixtima deca su uqila aritmetiku koriste²i aba-
kus kojim su se slu¼ila da se upoznavaju s naqinom zapisivaǌa brojeva i uqe²i
metode raqunaǌa sa ǌima. Taj predmet zvao se logistika numeroza i nije sma-
tran naukom, nego korisnom vextinom. Taj akcenat na korisnom bio je uvek prisu-
tan kao glavni ciǉ nastave aritmetike. Tako±e je vextina zapisivaǌa brojeva i
izvo±eǌa qetiri aritmetiqke operacije u tim zapisima uvek isticana kao osnov-
ni zahtev koji nastava tog predmeta treba da ostvari. Ta vextina sticala se
putem drilovaǌa bez nastojaǌa da se formalne radǌe razumeju. To je naroqito
bilo karakteristiqno za sredǌovekovnu nastavu koja je bila pod uticajem tada
vladaju²e doktrine o uro±enim idejama. Me±utim, racionalizam filozofije u
periodu Prosve²enosti akcentuje qulno iskustvo i refleksivno mixǉeǌe kao
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iskǉuqivi izvor spoznaje. Veliki iskorak u tom pravcu je vizuelni metod Ko-
menskog, predstavǉen u ǌegovom quvenom delu Orbis Sensualium Pictus (Vidǉivi
svet u slikama) u kome se ilustruju predstave realnog sveta i vezuju za reqeni-
ce kojima se opisuju, pa se tako opa¼ajni sadr¼aji procesiraju putem ǌihovog
jeziqkog kodifikovaǌa. Tim putem Komenski promovixe princip oqiglednosti
po kome uqeǌe poqiǌe opa¼aǌem, a zatim se opa¼ajni materijal procesira i taj
put vodi do izgradǌe pojmova sa punim znaqeǌem.

Razra±uju²i ovaj metod daǉe, Pestaloci i ǌegovi sledbenici proklamova-
li su zahtev da ,,pojam broja treba formirati na osnovi koja pru�a uvid u
znaqeǌe“ i upozoravaju²i ,,da se ta osnova ne sme pretvoriti u igrariju.“
Tako je utemeǉen zahtev da se aritmetika uqi sa razumevaǌem, ma da se dugo ideja
broja izgra±ivala zavisno od ǌegovog dekadnog zapisa. Da bi se takva zavisnost
prevazixla, u periodu ,,New Math“-a broj se osmixǉava kao zajedniqko svojstvo
svih me±usobno ekvivalentnih skupova. Ta ekvivalentnost je isticana putem obo-
strano jednoznaqnih pridru¼ivaǌa, a tehniqki to se svodilo na crtaǌe strelica
koje su ixle od elemenata jednog skupa do drugog ǌemu ekvivalentnog. Preten-
cioznost tog pristupa sastoji se u tome xto se tim putem formira opxta ideja
(kardinalnog) broja, pre nego xto bi se osmislili pojmovi pojedinaqnih poqe-
tnih brojeva prirodnog niza. Pokuxaj obnove nastave aritmetike na toj osnovi
pokazao se neuspexnim, ali da predstava o skupu nekih objekata koje opa¼amo
prethodi ideji o ǌihovom broju jeste osnova koja omogu²uje razvijaǌe znaqeǌa.
Ne postoji nikakav opxte prihvatǉiv put obrade aritmetike koji bi bio zamena
za onaj koji je dominirao u periodu ,,New Math“-a, pa je od interesa svako sagle-
davaǌe kako se usmerava percepcija i kako se procesira iskustveni materijal sa
ciǉem formiraǌa pojmova i ǌihovih sistema u nastavi aritmetike. Tom ciǉu
su posve²ene i ove naxe refleksije.

2. Skupovi na senzornom (opa�ajnom) nivou. U drugoj polovini de-
vetnaestog veka kreirana je teorija skupova kao pojmovni sistem i jezik opxtiji
od jezika i sistema kakvi su bili tadaxǌa algebra i geometrija. Sam pojam
skupa javǉa se kao opxtiji od svih drugih pojmova klasiqne matematike, tj. ovi
pojmovi su se mogli definisati svo±eǌem na pojam skupa i dodavaǌem karakte-
ristiqnih svojstava. Na taj naqin teorija skupova postala je osnova za logiqko
zasnivaǌe celokupne matematike, a taj program poqeo je da ostvaruje kolektiv
francuskih matematiqara pod pseudonimom Nikola Burbaki. Serija ǌihovih
kǌiga objavǉenih do sredine dvadesetog veka imala je ogromni uticaj na razvoj
matematike i naqin ǌenog izlagaǌa.

Sa takvom opxtosti znaqeǌa, pojam skupa ima primere na svim nivoima
apstraktnosti. Kad su primeri grupe objekata realnog sveta, o ǌima ²emo go-
voriti kao o skupovima na senzornom (opa�ajnom) nivou. Postoje reqi u pri-
rodnom jeziku koje oznaqavaju skupove qiji su elementi posebne vrste bi²a ili
predmeta. Na primer, govorimo o jatu ptica, stadu ovaca, gomili cigli, sve¼ǌu
prutova i sl. Upotreba tih reqi zavisna je od vrste elemenata skupova koje one
oznaqavaju i nijedna od ǌih ne mo¼e se koristiti a da se o tome ne vodi raquna.
Req ,,skup“ mogla bi, prema smislu koji joj u matematici pripisujemo, biti ko-
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rix²ena ne obaziru²i se na vrstu elemenata. Tako, na primer, mo¼emo govoriti
o ,,skupu koǌa“ (umesto o krdu) ,,skupu pqela“ (umesto o roju) i sl. Tada se ne
pravi nikakva logiqka grexka, ali se naruxava ose²aj za jezik koji se formira
spontanom upotrebom odgovaraju²ih reqi. A sad razmotrimo razloge koji dovode
do ovakvih jeziqkih izvitoperivaǌa.

Predstave o skupovima koje opa¼amo prethode (tj. osnova su) procesiraǌu
koje vodi formiraǌu ideje o brojevima. To je tako bilo i u ranijim vremenima
kad se req skup nije ni upotrebǉavala i kad su se za didaktiqki materijal
koristile gomilice zrnaca pasuǉa ili nexto tome sliqno. Ta zavisnost ideje o
broju od one o skupu naroqito je isticana u periodu ,,New Math“-a; kao recidiv
iz tog perioda jox se u programima za predxkolske ustanove i poqetne razrede
osnovne xkole nalazi tema ,,Skupovi“. Pa, umesto da se ovaj naslov shvata kao
didaktiqki jezik koji upu²uje na percepciju fenomena realnog sveta kao osnove
od koje zavisi formiraǌe ideje o broju, zadatak te teme se pogrexno shvata,
nastoje²i da se reqi ,,skup“ odmah da proxireno znaqeǌe upotrebama koje su
nepotrebne i izvitoperuju dobar ose²aj za jezik. Dakle, reqi kao xto su jato,
krdo, gomila, roj i sl. koristimo da bismo ǌima izra¼avali fenomene realnog
sveta koriste²i se prirodnim jezikom i te reqi oznaqavaju skupove na senzornom
nivou i nema nikakve potrebe, niti efekta usiǉeno ih zameǌivati reqju ,,skup“.

Percepcija skupova na opa¼ajnom nivou nastaje kao rezultat usmeravaǌa
pa¼ǌe na neke objekte koji se izdvajaju svojim sliqnim svojstvima ili su to
objekti koji su opa¼ajna celina jer su skupǉeni na istom mestu i sl. To iz-
dvajaǌe mora biti jasno u tom smislu da se tako izdvojeni objekti razlikuju od
bilo kojih drugih. Taj zahtev je analogan onom formalnom, u teoriji skupova,
kad smatramo da je neki skup zadat kad mo¼emo da za bilo koji objekat utvrdimo
pripada li tom skupu ili ne. Istaknimo tako±e da elemente opa¼amo kao priro-
dne celine (i ne vodimo raquna o ǌihovim mogu²im delovima). Te celine zovemo
objekti opa�aǌa, izra¼avaju²i se jezikom psihologije, odnosno elementima,
izra¼avaju²i se jezikom teorije skupova. Nekada je potrebna izvesna dopunska
informacija da bi se jasno naznaqilo xta su te celine koje se uzimaju kao ele-
menti skupova koji se opa¼aju. To ilustruje primer na slici 1 sa prate²im
tekstom koji sledi.

Slika 1



4 M. Marjanovi²

Deca uqe da plexu. Broj uqenika je (10). Broj prisutnih lica je
(11). Broj parova koji plexu je (5).

Brojevima u zagradama, koji se oqekuju kao odgovori koje uqenik daje, pret-
hodi percepcija tri skupa – skupa uqenika, skupa prisutnih lica i skupa parova
koji plexu. Prvi od ovih skupova je podskup drugog, ali tre²i skup nije podskup
nijednog od prva dva (a takva grexka se pravi kad se god ne shvati ispravno da
su elementi opa¼ajne celine).

Objekti realnog sveta ostaju identiqni sami sebi i kad meǌaju svoje mesto
u prostoru oko nas. Tako i skup objekata realnog sveta ostaje identiqan
sam sebi, kad ti objekti meǌaju svoje mesto u prostoru, sve dotle dok se
ne naruxava osnova na kojoj su ti objekti izdvojeni u taj skup. Na primer, ako
na stolu stoje xoǉe pa ih razliqito razmextamo, taj skup xoǉa na tom stolu
ostaje isti pri tim razmextaǌima sve dok neku od tih xoǉa ne uklonimo ili
neku novu ne dodamo. Napomenimo da je ovo invarijantno poimaǌe skupova na
senzornom nivou u skladu sa pravilom jednaqeǌa skupova – dva skupa su jednaka
kad se sastoje od istih elemenata.

3. Orbis pictus aritmetike. Kad pogledamo savremene u­benike aritme-
tike zapazi²emo veliku strukturnu sliqnost sa ve² pomenutim delom Komenskog
Orbis Sensualium Pictus. Te kǌige pune su raznovrsnih ilustracija uz koje sto-
je aritmetiqki kodovi kojima one daju znaqeǌe. Kad govorimo o orbis pictus-u
aritmetike mislimo bax na te ilustracije i one imaju izuzetnu ulogu u procesu
uqeǌa. Ipak, pravilno shvataǌe ǌihove funkcije nije tako jednostavno da ne bi
zahtevalo izvesnu pa¼ǌu.

Slika 2

Aritmetika je najprimenǉivija grana matematike, a te primene su vezane za
svakodnevne situacije. Kad neku od tih situacija i, uopxte, kad fenomene real-
nog sveta predstavǉamo slikom (odnosno crte¼om) tada ²emo takav ikoniqki znak
zvati piktogramom. Na primer, crte¼i na sl. 2 su piktogrami i predstavǉaju
redom: jato, stado i sto sa predmetima na ǌemu.

Posebno su znaqajni ikoniqki znaci kojima predstavǉamo pojmove, a naj-
tipiqniji primeri takvih znakova su razne geometrijske figure. Kad leǌirom
crtamo pravu liniju ili xestarom krug, mi tako realizujemo ikoniqke znakove
kojima predstavǉamo ideje o pravoj liniji odnosno o krugu. Ovakvi ikoniqki
znakovi projektuju znaqeǌe pojmova, ali ih izvesni xum (nebitna svojstva) koji
sadr¼e kao objekti realnog sveta razlikuje od idealnih predstava o tim pojmo-
vima. Na primer, kad crtamo pravu liniju, tj. realizujemo ǌen ikoniqki znak,
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tada taj znak ima izvesnu debǉinu i boju kojom se izdvaja iz bele osnove papi-
ra, a ta svojstva ne pripisujemo idealnoj predstavi o pravoj liniji. Ovu vrstu
znakova koji su znaqe²i sami po sebi i kojima predstavǉamo pojmove nazivamo
ideogrami.

Tipiqni primeri ideograma u aritmetici su brojevne slike. Na sl. 3 pri-
kazani su ideogrami kojima predstavǉamo brojeve do 20.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 . . . 15 16 . . . 19 20
Slika 3

Iako ka¼emo da ove slike predstavǉaju brojeve, stvarno, one predstavǉaju dobro
strukturisane skupove qija se brojnost takvim strukturisaǌem dobro projektuje.

Kad brojevne slike nazivamo slagalicama, tada se ǌihova uloga meǌa i one
se uzimaju kao piktogrami koji predstavǉaju neke stvarne slagalice objekata kao
xto su, na primer, ¼etoni. Na primer, na sl. 4 predstavǉeno je sabiraǌe kao
preslagaǌe dve gomilice (¼etona) u jednu.

8 + 7 = 15
Slika 4

Kad ikoniqki predstavǉamo neku realnu situaciju tada je trajaǌe iskǉuqe-
no (pa time i vremenske odrednice ,,pre“, ,,a zatim“ i sl). Figurativno govore²i,
to predstavǉaǌe odgovaralo bi ,,trenutnom snimku“ neke situacije, a za sve xto
je predstavǉeno na tom snimku re²i ²emo da pripada istom ikoniqkom dome-
nu. Da bi se izbegle mogu²e konfuzije mora se uva¼avati pravilo da su dva
ikoniqka znaka, koji pripadaju istom ikoniqkom domenu, razliqita qim se
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nalaze na razliqitim mestima. Tako na sl. 4, svi kru¼i²i u trima slaga-
licama su razliqiti (iako oni iz tre²e mogu predstavǉati ¼etone iz prve dve
slagalice). Dakle, treba razlikovati ikoniqke predstave od ǌihovih mogu²ih
interpretacija.

Navedimo sad primer jedne ,,skupovne jednaqine“ qije bi zamixǉeno rexa-
vaǌe bilo krxeǌe gore navedenog pravila razlikovaǌa (odn. jednaqeǌa) iko-
niqkih znakova.

Slika 5

,,Rexeǌe“ koje se oqekuje bili bi 6 kru¼i²a ucrtanih u praznom okviru (i iste
veliqine kao oni dati). Kad se ,,unija“ skupova na levoj strani ,,znaka jedna-
kosti“ jednaqi sa tim skupom od 6 kru¼i²a, tada to jednaqeǌe ide element po
element. Ako ikoniqki predstavimo ,,rexeǌe“ zadate ,,jednaqine“ (sl. 6),

Slika 6

tada zaista ne znamo zaxto je neki kru¼i² s leve strane ,,znaka jednakosti“
jednak nekom (i kojem?) na desnoj strani te ,,jednakosti“. Ako tako neosnovano
jednaqimo te kru¼i²e, zaxto tada svi oni ne bi bili me±usobno jednaki!?

Ova ,,jednaqina“ u ikoniqkom obliku mo¼e da bude zamixǉena da predstavǉa
manipulativni postupak formiraǌa unije dva skupa, recimo ¼etona, ǌihovim
preslagaǌem tako da se stvori utisak o jednoj organizovanoj celini. U tom
manipulativnom postupku nema niqega loxeg. Loxe je to xto taj postupak (ko-
ji traje u vremenu) pokuxavamo da predstavimo slikom (koja je izraz trenutne
situacije), a xto je tada osnova za mogu²e konfuzije. Uz to koriste se sintaktiq-
ki znaci za uniju i jednakost i shvataju kao komande izvo±eǌa manipulativnih
aktivnosti. Takvo korix²eǌe sintaktiqkih znakova u domenu ikoniqkog pred-
stavǉaǌa je tipiqan ,,varvarizam“ (pa ako su ovde navodnici upotrebǉeni da se
ubla¼i ova kvalifikacija, oni uz reqi unija, rexeǌe i jednaqina stoje da oznaqe
izvitoperena znaqeǌa tih termina).

Qeste su i druge sliqne konfuzije koje proizvode neadekvatne ikoniqke pred-
stave u poqetnim u­benicima aritmetike. Izvesna opxirnost sa kojom smo ko-
mentarisali prethodni primer poslu¼i²e pa¼ǉivom qitaocu da i sam otkriva
neke od ǌih.
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4. Kantorov princip formiraǌa broja. Bilo bi preterano re²i da
opa¼amo brojeve, jer su oni apstraktni pojmovi, ali ako uz te pojmove posmatramo
klase skupova na opa¼ajnom nivou koji im daju znaqeǌe, onda govoriti o opa¼aǌu
tih skupova ima smisla. Naravno, naxe ideje o brojevima (a ovde mislimo na
poqetne brojeve prirodnog niza) poqiǌu opa¼aǌem konkretnih skupova, pa se
taj opa¼ajni materijal podvrgava usmerenom apstrahovaǌu koje vodi formiraǌu
pojmova pojedinaqnih prirodnih brojeva, koji su u granicama naxeg svakodnevnog
iskustva.

Podsetimo se da kardinalni broj odre±ujemo kao zajedniqko svojstvo klase
svih me±usobno ekvivalentnih skupova. A dva skupa su ekvivalentna ako postoji
obostrano jednoznaqna korespondencija me±u ǌihovim elementima. Kardinalne
brojeve konaqnih skupova nazivamo prirodni brojevi, a mi ²emo samo ǌih ovde
razmatrati i o ǌima kratko govoriti kao o brojevima. Ovo je formalna defi-
nicija broja u teoriji skupova i ǌu ne mo¼emo uspexno koristiti kao osnovu
za izgradǌu sistema prirodnih brojeva. Ali ona nam mo¼e poslu¼iti da uoqi-
mo veliku razliku izme±u percepcije jednog skupa i apstrahovaǌa zajedniqkog
svojstva svih drugih skupova koji su s ǌim ekvivalentni. Qesto je mnogo te¼e
re²i (ili je to pak nemogu²e) xta apstrahujemo, a lakxe je re²i xta su svojstva
primera koji stoje uz neki pojam i koja u procesu apstrahovaǌa zanemarujemo.
Tako je G. Kantor (Georg Cantor, 1845–1918) opisao proces koji od percepci-
je nekog skupa S vodi do ideje o broju S ǌegovih elemenata kao slede²a dva
zanemarivaǌa:

(I) prirode elemenata skupa S,

(II) redosleda kako su elementi skupa S pore±ani.

Kantor je koristio dve crte iznad slova kojim se oznaqava skup da bi tako oznaqio
broj ǌegovih elemenata kao rezultat dva gore navedena zanemarivaǌa.

Kad brojimo elemente nekog skupa, mi tim elementima pridru¼ujemo iste
nazive za brojeve bez obzira xta brojimo ǉude, stvari ili objekte neke druge
prirode. Na taj naqin se spontano ispoǉava prvo od gorǌa dva zanemarivaǌa.
Brojimo, tako±e, re±aju²i element po element pri qemu ne vodimo raquna o
redosledu kojim to re±aǌe vrximo. Tim putem se spontano ispoǉava i drugo od
dva navedena zanemarivaǌa.

Dovoǉno je da malo pojaqamo formulaciju drugog zanemarivaǌa pa da dobi-
jemo Kantorov kognitivni princip na kome se temeǉi geneza broja i operacija sa
ǌima tj. izgradǌa xkolske aritmetike.

Kantorov princip. Percepcija skupa prethodi ideji o broju ǌegovih
elemenata. Ta ideja rezultira putem slede�a dva zanemarivaǌa:

(I) prirode elemenata tog skupa,

(II) bilo kog naqina organizovaǌa elemenata tog skupa.
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Pod organizovaǌem elemenata nekog skupa podrazumeva²emo naqin kako su ti
elementi pore±ani ili grupisani u podskupove ili kako je taj skup strukturisan
na bilo koji drugi naqin.

Navedimo jednu vrlo znaqajnu vrstu primena ovog principa sa kojim ²emo
se sretati u nastavcima ovog qlanka gde ²e ih pratiti podrobniji detaǉi. Kad
su skupovi tako strukturisani da se ǌihovi elementi mogu videti grupisani na
razliqite naqine tada broj elemenata tako±e se zapisuje na razliqite naqine
(tj. u vidu razliqitih izraza). A kako broj ne zavisi od naqina strukturisaǌa
skupova, ti razliqiti zapisi oznaqava²e jedan te isti broj, pa ih zato mo¼emo
jednaqiti. Takvim jednaqeǌem utemeǉuju se sva pravila aritmetike, xto isti-
qe veliki didaktiqki znaqaj Kantorovog principa. Na primer, kad su skupovi
strukturisani u vidu pravougaonih shema, recimo kao na sl. 7,

Slika 7

tada mo¼emo videti 3 grupe po 6 elemenata (gledaju²i po vrstama), xto je ukupno
3 · 6 elemenata ili vidimo 6 grupa po 3 elementa (gledaju²i po kolonama), xto
je ukupno 6 · 3 elementa. Jednaqeǌem zapisa dobijamo jednakost 3 · 6 = 6 · 3, pa se
tako kroz sliqne primere indukuje pravilo o komutativnosti mno¼eǌa.

Napomenimo ovde da se u nekim u­benicima ovo i druga osnovna pravila
,,izvode“ sraqunavaǌem: 3 · 6 = 18, 6 · 3 = 18, pa je 3 · 6 = 6 · 3. Ovakvim
sraqunavaǌem u nekoliko posebnih sluqajeva ne mo¼e se izvesti nijedno opxte
pravilo (a samo se tako ispoǉava nerazumevaǌe procesa kroz koje se formiraju
sadr¼aji aritmetike). Ne mo¼emo sraqunavaǌem uporediti m · n i n · m, dok
lako zamixǉamo pravougaonu shemu sa m vrsta i n kolona, a xto vodi spontanom
indukovaǌu ovog opxteg pravila.

5. Brojaǌe ili pridru�ivaǌe - jedna prividna dilema. Qesto
se quje da se istiqu dva mogu²a pristupa obradi aritmetike - brojaǌem, pri
qemu se ima u vidu tradicionalna nastava aritmetike i pridru¼ivaǌem, pri
qemu se imaju u vidu savremeniji postupci formiraǌa ideje o broju kao zaje-
dniqkom svojstvu svih ekvivalentnih skupova. Ti postupci su bili naroqito
dominantni u periodu ,,New Math“-a, a i danas su prisutni na maǌe naglaxen
naqin, kad vidimo neke aktivnosti pridru¼ivaǌa kao xto je crtaǌe linija ko-
je spajaju elemente skupova i sl. Bez izdvajaǌa i imenovaǌa posebnih brojeva
(poqev od 1 pa daǉe), putem ovakvih prostih postupaka pridru¼ivaǌa texko se
mo¼e oqekivati da ²e se formirati opxti pojam broja kao zajedniqko svojstvo
me±usobno ekvivalentnih skupova. Uostalom, vreme je pokazalo svu neefikasnost
ovih postupaka.

S druge strane brojaǌe se naivno uzima kao postupak koji mo¼e da neogra-
niqeno teqe, iako sami nazivi za brojeve su vezani za ǌihove dekadne zapise, a
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ovi su opet vezani za grupisaǌe najvixe devet jedinica, desetica, stotina itd.
U stvari, ovde govorimo o dekadnim zapisima koji su izrazi oblika

an · 10n + · · ·+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0

i predstavǉaju zbirove proizvoda dekadnih jedinica i brojeva an, . . . , a2, a1,
a0 iz skupa {0, 1, . . . , 9}. Znamo da te brojeve nazivamo ciframa a sam zapis
oznaqavamo kra²e, pixu²i an . . . a2a1a0, pri qemu mesto cifre u tom zapisu
odr±uje dekadnu jedinicu uz koju stoji. Na primer, 7508 je kra²i zapis za
7 · 103 + 5 · 102 + 0 · 10 + 8, cifra 8 je cifra jedinica ili ka¼emo da stoji
na mestu jedinica, 0 je cifra desetica i stoji na mestu desetica, 5 je cifra
stotina ili stoji na mestu stotina, 7 cifra hiǉada ili stoji na mestu hiǌada.
Tradicionalni pristupi bili su qesto formalistiqki – prvo se uqilo dekadno
zapisivaǌe i qitaǌe brojeva sa isticaǌem vrednosti cifara zavisno od mesta
na kome figurixu u tim zapisima. Aritmetiqke operacije su se uqile kao for-
malni postupci koji su se izvodili na dekadnim zapisima. Ovaj pristup nije
omogu²avao da se ideja o broju razvije nezavisno od ǌegovog dekadnog zapisa,
a reakcija na taj negativni aspekt tradicionalne nastave uzrokovala je pri-
dru¼ivaǌa kao postupke koji ideju broja osloba±aju od bilo kakvih zapisa, a
xto je bilo dominantni trend u periodu ,,New Math“-a.

Kad obratimo pa¼ǌu na nazive brojeva koji iskazuju koliko je kojih dekadnih
jedinica i na ǌihove dekadne zapise, prime²ujemo da i ti nazivi i ti zapisi
imaju aditivno-multiplikativnu strukturu. Ovo nam jasno ukazuje da skup pri-
rodnih brojeva nije samo niz brojeva nego je to sistem (struktura) koju
qine ti brojevi zajedno sa raqunskim operacijama. Pa tako vidimo da pravi
pristup obradi aritmetike qini graduirana izgradǌa sistema prirodnih
brojeva koja se sastoji od postupne izgradǌe blokova brojeva (do 10, do 20, do
100, itd) sa naznaqenim didaktiqkim zadacima. U tim blokovima poqiǌu da se
obra±uju raqunske operacije, pa tako i oni predstavǉaju ne samo skupove brojeva
nego i strukture koje tim skupovima daju te operacije. Kako jedan te isti broj
mo¼emo zapisivati na vixe naqina kao zbir, proizvod i sl, time ideju broja
osloba±amo od iskǉuqive zavisnosti od dekadnog zapisa. No, o tome kasnije i
na odgovaraju²im mestima.

6. Brojaǌe kao uvodna tema aritmetike. Mnoga deca, i pre polaska
u xkolu, nauqe da broje do 10. To brojaǌe je recitovaǌe naziva brojeva redom
kako slede, ali bude i aktivnost prebrojavaǌa, recimo, prstiju na rukama ili
nekih drugih objekata iz detetovog okru¼eǌa.

Ovo spontano ume²e da se pravilno re±aju nazivi brojeva do 10, treba da
se, ve¼bama u razredu, proxiri na sve uqenike u toku ǌihovih prvih dana u
xkoli. Dobre su ve¼be kad nastavnik formira gomilice predmeta koji slu¼e
kao didaktiqki materijal, da bi deca brojala te predmete u tim gomilicama,
izgovaraju²i nazive brojeva (do 10) uz svaki od tih predmeta. Bi²e, naravno,
dobro da se uz svaki izgovoreni naziv broja po jedan predmet pomeri na drugo
mesto, gde ²e oni formirati novu gomilicu. Na slikama gde su predstavǉene
grupe predmeta, mogu se crtati linije koje ih spajaju na razliqite naqine (sl. 8)
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Slika 8

Tada, idu²i du¼ tih linija broji se razliqitim redosledom, pa se zapa¼a da je
rezultat tih brojaǌa uvek isti broj, nezavisno od redosleda prebrojavaǌa.

Brojaǌem grupa razliqitih objekata, kao xto su ǉudi, ¼ivotiǌe, plodovi,
automobili i sl. deca razvijaju ideju o broju kao nezavisnu od prirode eleme-
nata koji se prebrojavaju. Kad se ista grupa objekata prebrojava razliqitim
redosledom, deca stiqu ose²aj da broj ne zavisi od redosleda prebrojavaǌa.

Ovakvim prebrojavaǌem poqiǌe formiraǌe pojmova pojedinaqnih brojeva od
jedan do deset. To formiraǌe treba da prate ikoniqke predstave vezane za ovaj
niz od prvih deset brojeva. U tu svrhu treba koristiti brojevne slike (kao npr.
ove na sl. 9)

Slika 9

koje ve¼baǌem, deca uqe da prepoznaju po obliku i na prvi pogled. Svaka od
ovih brojevnih slika dobija svoj naziv, pa govorimo, na primer, ,,slagalica koja
predstavǉa broj sedam“ ili to skra²ujemo govore²i o ,,slagalici sedam“. Poxto
slagalice treba da budu pore±ane istim redosledom kojim re±amo nazive brojeva
(kao na sl. 9), korisna je ve¼ba kad nastavnik pokazuje prstom na jednu po jednu
od ǌih, a deca izgovaraju nazive odgovaraju²ih brojeva. Pokazuju²i prstom,
idu²i sleva nadesno, deca ²e brojati unapred a idu²i zdesna nalevo broja²e
unazad. Treba ve¼bati ta brojaǌa ne samo poqev od jednog kraja do drugog, nego
i poqiǌu²i od date slagalice idu²i ulevo ili udesno.

Primetimo da su slagalice tako dizajnirane da se odmah vidi koja od koje
ima ve²i broj kru¼i²a. Tako uz sl. 9 mogu da idu i ve¼be pore±eǌa. Naime,
izdvoje se dve slagalice, recimo, slagalica qetiri i slagalica sedam, pa se
pita koja ima ve²i broj kru¼i²a. Oqekujemo da ²e deca odgovoriti da je to
slagalica sedam. Na ovom mestu pravimo korak uopxtavaǌa pa pitamo koji je
broj ve²i, sedam ili qetiri. Putem ovakvih ve¼bi deca formiraju predstavu o
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skupu prvih deset prirodnih brojeva kao ure±enom skupu, tj. svaka ǌegova dva
razliqita qlana su uporedivi – jedan je maǌi od drugog, odnosno drugi je ve²i
od prvog.

Kao xto predstavi o broju prethodi predstava o skupu, tako operaciji sa-
biraǌa prethodi predstava o uniraǌu kao skupovnoj operaciji, kad od dva data
skupa formira se tre²i sastavǉen od ǌihovih elemenata. Ali u realnoj nastavi
to uniraǌe ne treba shvatiti kao formalni postupak, nego su to aktivnosti ve-
zane za opa¼ajno okru¼eǌe. Na primer, kad dve grupe objekata slo¼imo u jednu,
mi smo od dva skupa formirali jedan – tre²i, koji sadr¼i sve ǌihove elemente
i samo ǌih. Ali umesto aktivnosti slagaǌa, uniraǌe mo¼e biti samo drukqije
usmeravaǌe pa¼ǌe, recimo, kad dve grupe objekata sagledavamo kao da je jedna.
Takvo sagledavaǌe qesto je podstaknuto imenovaǌem tih objekata i isticaǌem
ǌihovog broja. Na primer, na sl. 10,

Slika 10

vidimo tri paradajza i qetiri jagode, kada je naxa pa¼ǌa usmerena na dva skupa,
odnosno vidimo sedam plodova kada je naxa pa¼ǌa usmerena na jedan skup (koji
je ǌihova unija). Brojaǌe mo¼e biti povod da ova aktivnost sagledavaǌa teqe
spontano kad pitamo: ,,Koliko je paradajza, koliko jagoda, a koliko je to ukupno
plodova?“ Sliqno, kad uz sl. 11,

Slika 11

pitamo koliko je qaxa sa slamkom, koliko bez slamke i koliko je to ukupno qaxa.
Opet na taj naqin usmerava se pa¼ǌa, prvo na dva skupa a zatim na ǌihovu uniju.

U kontekstu ove uvodne teme, na pitaǌe ,,koliko je?“ odgovara se brojaǌem
(kao najprimitivnijim vidom raqunaǌa). Na pitaǌe ,,koliko je to ukupno?“, opet
se odgovor daje putem brojaǌa, pa je glavni ciǉ ovakvih ve¼bi da se podstiqe
predstava o dva disjunktna skupa i ǌihovoj uniji. Takvu predstavu zva²emo
aditivna shema, a pitaǌe ,,koliko je to ukupno?“ razumeva²emo kao zadatak sa-
biraǌa. Sve u svemu ve¼be navedene uz gorǌe ilustracije (sl. 10, sl. 11) i sve
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druge ǌima sliqne predstavǉaju jedan vid predigre za sabiraǌe – razvijaǌe
ose²aja za aditivne sheme i razumevaǌa smisla zadataka sabiraǌa. U ostvari-
vaǌu tog ciǉa, brojaǌe je samo jedna podesna podsticajna tehnika.

Slu¼e²i se skupovnim jezikom mo¼emo re²i da aditivnu shemu qine dva
disjunktna skupa i ǌihova unija, a zadatak sabiraǌa sastoji se u tome da, zna-
ju²i brojeve elemenata tih skupova, tra¼imo broj elemenata ǌihove unije.

Predstava o aditivnoj shemi prethodi i operaciji oduzimaǌa, samo je za-
datak oduzimaǌa drukqiji – znamo broj elemenata unije i jednog od dva skupa,
pa se tra¼i broj elemenata drugog od ǌih. Na primer, uz sl. 10, kad ka¼emo:
,,plodova je sedam, jabuke su qetiri, koliko je paradajza?“, ima²emo predstavu o
jednoj aditivnoj shemi uz koju je formulisan zadatak oduzimaǌa.

Didaktiqka opravdanost ve¼bi sabiraǌa i oduzimaǌa u kontekstu ove uvo-
dne teme, gde deca jox ne pixu brojeve niti formalno raqunaju (sem na najpri-
mitivniji naqin, brojaǌem), sastoji se u tome xto ona, putem ovih ve¼bi, for-
miraju predstave o aditivnoj shemi i xto se navikavaju na formulacije zadataka
sabiraǌa i oduzimaǌa, a da jox nisu optere²ena zahtevima pravilnog zapisi-
vaǌa i formalnog raqunaǌa. Napomenimo, tako±e, da je u ¼ivotnim situacijama
aditivna shema predstava koja stoji uz razne aktivnosti koje opisujemo govore²i
,,dodato je“, ,,skupǉeno je“, ,,sabrano je“ itd. ali i ,,oduzeto je“, ,,smaǌeno je“
itd. zavisno od toga da li se radi o sabiraǌu ili oduzimaǌu. Takve izraze
treba shvatiti kao opis raznih manipulativnih radǌi sa skupovima objekata
realnog sveta, a ne kao operacije sa brojevima.

Slika 12

Za sabiraǌe, odnosno za oduzimaǌe vezani su i zadaci pore±eǌa, kad nala-
zimo ne samo da jedan skup ima vixe (maǌe) elemenata od drugog, nego i koli-
ko vixe (maǌe). Smatra se da tu vrstu zadataka te¼e deca usvajaju, pa ako ih
uvrx²ujemo u ovo predvorje aritmetike, oni moraju biti bri¼ǉivo pripremǉeni
tj. zahteva²emo da:

– dva skupa koje poredimo sastoje se od iste vrste elemenata,

– skup sa maǌim brojem elemenata je u vidǉivoj (i prirodnoj) obostrano
jednoznaqnoj korespondenciji sa podskupom skupa koji ima vixe elemenata,
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– broj elemenata koji preostaje iza te korespondencije je mali i odrediv na
prvi pogled.

Na primer, te uslove ispuǌava zadatak koji qini sl. 12, i pitaǌa: ,,S koje
strane peteǉke (pokazuje se jedna od dve granqice) ima vixe (maǌe) listova?“,
a zatim se pita: ,,Koliko vixe (maǌe)?“.
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