
ZADACI IZ MATEMATIKE

Alija Muminagi�

O JEDNOM TAKMIQARSKOM ZADATKU

Na dr¼avnom takmiqeǌu uqenika sredǌih xkola u Bosni i Hercegovini
(Mostar, 15. i 16. maj 2010) jedan od zadataka bio je sǉede²i

Zadatak. Neka su AB i FD dvije tetive kruga k (bez zajedniqkih taqaka),
a taqka P je na luku AB na kome se nalaze taqke F i D. Prave PF i PD

sijeku tetivu AB u taqkama Q i R. Dokazati da izraz
AQ ·RB

QR
ima konstantnu

vrijednost dok se taqka P kre²e lukom AB.

Rijexeǌe. Neka kru¼nica k1 opisa-
na oko trougla PQD sijeqe produ¼etak
tetive AB u taqki E. Sada je ϕ =
∠FPD = ∠QPD (tetiva FD je konstan-
tne du¼ine). Qetvorougao PQDE je te-
tivan (upisan u krug k1) pa je ∠QED =
∠QPD = ϕ (periferijski uglovi nad
istim lukom QD), sl. 1. Dakle, za sve
polo¼aje taqke P ∈ k, ∠AED je kon-
stantan, tj. kru¼nica opisana oko trou-
gla PQD uvijek sijeqe produ¼etak teti-
ve AB u taqki E, bez obzira na polo¼aj
taqke P .

Slika 1

Odavde slijedi da je BE = m, tj. konstantne du¼ine. Na osnovu teoreme o
potenciji taqke R u odnosu na kru¼nice k i k1, imamo

(1) AR ·RB = PR ·RD = QR ·RE.

Oznaqimo li da je AQ = x, QR = y, RB = z i BE = m, dobijamo iz (1) da je
(x + y)z = y(z + m), a odavde

xz

y
=

AQ ·RB

QR
= m ( = const),

xto je i trebalo dokazati.
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Ovaj zadatak je interesantan sam po sebi, a mi ga dajemo zbog toga xto nam
mo¼e poslu¼iti kao lema za dokaz poznate popularne teoreme o leptiru, koja
glasi:

Neka je data tetiva AB kruga i ǌeno sredixte M . Kroz taqku M
su povuqene dvije proizvoǉne tetive EF i CD. Tetive CF i ED sijeku
AB u taqkama Q i R. Tada je taqka M ujedno i sredixte du�i QR, tj.
MQ = MR.

Dokaz. Prema prethodnom zadatku je

AQ ·MB

QM
=

BR ·AM

RM
,

odnosno, uz oznake AQ = p, QM = r, MR = s
i RB = t,

(2)
p(s + t)

r
=

t(r + p)
s

.

Kako je taqka M sredixte du¼i AB, to je r +

p = s+t, pa iz (2) slijedi da je
p

r
=

t

s
. Odavde

je
p + r

r
=

t + s

s
, tj.

1
r

=
1
s
, odnosno r = s, xto

je i trebalo dokazati.
Slika 2

Napomena. Ova teorema se mo¼e dokazati na jox mnogo raznih naqina.
Tako, u [1] imamo qetiri razna dokaza ove teoreme (jedan od ǌih qak pomo²u
raqunara) i ǌenu generalizaciju. U [2] imamo tako±e jedan ǌen lijep dokaz, te
jox dva u [3].
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