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REXEǋE NIJE SAMO REZULTAT

Matematiqari koji se bave teorijom rexavaǌa matematiqkih problema u
svojim radovima istiqu, a nastava matematike potvr±uje, da se proces rexavaǌa
matematiqkog zadatka odvija kroz qetiri osnovne etape, faze:
(1) analiza uslova i razumevaǌe zadatka;
(2) plan;
(3) izvrxavaǌe plana, u svim ǌegovim pojedinostima;
(4) osvrt na zadatak i rexeǌe (provera rexeǌa, analiza i komentar rexeǌa,

formulisaǌe odgovora, rezime).
Ovo je jedna kratka priqa o posledǌoj etapi. Kada do±u do rexeǌa nekog

zadatka, uqenici, po pravilu, ,,otkaqe“ taj zadatak i oqekuju novi. Tako se go-
tovo uvek izostavǉa va¼na i pouqna etapa rada – osvrt. Zato kod uqenika vaǉa
izgra±ivati saznaǌe o tome da dobijaǌem rexeǌa (odgovora, rezultata) zadatak
skoro nikada nije potpuno iskorix²en, ve² ostaje jox ponexto da se uradi.

Osvrt na rexavaǌe zadatka (svojevrstan pogled unazad, ali i unapred) zgo-
dna je prilika da se istra¼e veze tog zadatka sa drugim zadacima – primena istog
postupka u nekoj drugoj situaciji, uopxtavaǌe i sliqno. Pru¼a se mogu²nost
ispitivaǌa novih ideja i daǉeg usmeravaǌa mixǉeǌa uqenika. Odre±eno usme-
ravaǌe posti¼e se i nekim od pitaǌa:

Mo¼e li se naqin rexavaǌa zadatka pojednostaviti?
Da li se mo¼e rexiti i na neki drugi naqin?
Mo¼e li se uopxtiti?
Da li smo sliqan postupak ranije koristili?
Kako glasi obrnuto tvr±eǌe? Da li je ono taqno?
I niz drugih pitaǌa koja se name²u. Tra¼eǌem odgovora na ta pitaǌa

razvijaju se i neguju odre±ene sposobnosti uqenika, a ǌihova kreativnost se
podi¼e na vixi nivo.

Na nekoliko lepih, jednostavnih primera ukaza²emo na sadr¼ajnije i pot-
punije rexavaǌe jedne vrste geometrijskih zadataka u kojima lako i brzo do-
bijamo jedinstvene rezultate iako uslovima zadatka situacija nije jednoznaqno
odre±ena.

Saopxteno na Republiqkom seminaru o nastavi matematike i raqunarstva, Novi Sad 2011.
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Zadatak 1. Tetiva AB = 6 cm ve²eg kruga kru¼nog prstena dodiruje manji
krug (sl. 1). Izraqunaj povrxinu kru¼nog prstena.

Povrxina kru¼nog prstena je P = (r2
1 − r2

2)π. Iz pravouglog trougla ACB
sledi OB2 − OC2 = CB2, odnosno r2

1 − r2
2 = ( 1

2AB)2 = 9, pa je P = 9π cm2. I
zadatak je rexen. Da li da pre±emo na slede²i?

Uoqimo – rezultat ne zavisi od veliqine datih krugova. Povrxina kru¼nog
prstena jednoznaqno je odre±ena du¼inom tetive iako tim podatkom kru¼ni pr-
sten nije zadat. O qemu se tu radi?

Nacrtajmo du¼ du¼ine 6 cm i ǌenu simetralu. Bilo koja taqka simetrale
je sredixte dveju kru¼nica od kojih je ve²oj du¼ AB tetiva, a maǌa dodiruje
AB u sredixtu C. Svake dve takve kru¼nice odre±uju kru¼ni prsten povrxine
9π cm2. Kada se centar udaǉava po simetrali, xirina prstena se smaǌuje ali
se ǌegova povrxina ne meǌa. I obrnuto, xirina prstena se pove²ava. Uzmemo
li za centar prstena bax taqku C, maǌa kru¼nica nestaje, a ve²oj ²e du¼ AB
biti preqnik. Povrxina nastalog kruga je tako±e 9π cm2.

Sl. 1 Sl. 2

Zadatak 2. Izraqunaj povrxinu qetvorougla ABCD qije se dijagonale
AC = 8 cm i BD = 12 cm seku pod uglom od 30◦ (sl. 2).

Povrxina qetvorougla ABCD jednaka je zbiru povrxina trouglova ABC i
ACD. Dakle,

PABCD =
|AC| · |BB1|

2
+
|AC| · |DD1|

2
=
|AC|

2
(|BB1|+ |DD1|)

=
|AC|

2

( |BO|
2

+
|DO|

2

)
=
|AC|

2
· |BD|

2
= 24 cm2,

jer su u pravouglim trouglovima DD1O i BB1O uglovi kod O jednaki 30◦, pa
je DD1 = 1

2DO, BB1 = 1
2BO.

Uoqavamo kako uslovima zadatka qetvorougao nije jednoznaqno odre±en ali
svi qetvorouglovi koji zadovoǉavaju uslove zadatka imaju jednaku povrxinu. O
qemu se tu radi?

Paralelnim pomeraǌem dijagonale AC (translacija) dobijamo niz qetvoro-
uglova koji odgovaraju uslovima zadatka, ukǉuquju²i i ,,graniqne sluqajeve“ –
trouglove stranica 8 i 12 i ugla izme±u ǌih 30◦. Povrxina se ne meǌa. Tako±e,
mo¼emo pratiti promene koje nastaju paralelnim pomeraǌem dijagonale BD.
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Zadatak 3. Jedan krak trapeza je c = 6 cm, a odstojaǌe od sredixta drugog
kraka je d = 8 cm (sl. 3). Izraqunaj povrxinu trapeza.

Sl. 3 Sl. 4

Prava kroz taqku C, paralelna sa krakom AD, deli trapez na paralelogram
APDC i trougao PBC. Prema tome,

PABCD = PAPDC + PPBC = ch1 +
ch2

2
= c

(
h1 +

h2

2

)
= cd = 48 cm2.

O qemu se ovde radi?
Posmatrajmo paralelogram stranice c i odgovaraju²e visine d (sl. 4). Pra-

vom kroz sredixte S stranice BC pretvaramo paralelogram povrxine P = cd
u trapez jednake povrxine (4BPS ∼= 4QCS). Dakle, svi trapezi koji zado-
voǉavaju uslov zadatka ,,nastaju“ od paralelograma povrxine cd.

Zadatak 4. Izraqunaj povrxinu jednakokrakog trapeza normalnih dijago-
nala i visine 8 cm.

Neka su P, Q,R, S, redom, sredixta stranica AD, AB,BC,CD datog trape-
za (sl. 5). Qetvorougao PQRS je kvadarat (dokazati!). Dakle,

P =
|SQ|2

2
=

h2

2
= 32 cm2.

Povrxina datog trapeza je dva puta ve²a od povrxine kvadrata, P = 2 · h2

2
=

h2 = 64 cm2. Uoqimo: kako su dijagonale kvadrata jednake (PR = SQ), sledi da

je visina datog trapeza jednaka sredǌoj liniji:
a + b

2
= h.

Sl. 5 Sl. 6
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Drugi naqin. Produ¼imo osnovicu AB za du¼ BP = b (sl. 6). Trougao
APC je jednakokrako-pravougli, ǌegova visina je jednaka polovini hipotenuze,
AP = a+b. Zapravo, mi smo dati trapez ,,pretvorili“ u jednakokrako-pravougli
trougao jednake povrxine (jer je 4BPC ∼= 4ADC),

P4APC =
a + b

2
· h = h · h = h2.

Povrxina jednakokrakog trapeza normalnih dijagonala jednoznaqno je odre±ena
du¼inom visine iako tim podatkom trapez nije jednoznaqno odre±en. O qemu se
tu radi?

Neka su date dve paralelne prave na me±usobnom rastojaǌu h i du¼ AC = d
qiji krajevi pripadaju tim pravim. Du¼ CP = d normalna na AC ,,klizi“ po
pravim, sl. 7.

Sl. 7

Tako dobijamo niz trapeza koji odgovaraju uslovu zadatka i koji su jedna-
kih povrxina (h2). Polaze²i od poqetnog, ,,graniqnog sluqaja“ – jednakokrako-
pravouglog trougla (APC) katete d, povrxine P , preko jednakokrakih trapeza
normalnih dijagonala povrxine P , sve do krajǌeg polo¼aja, tako±e jednakokrako-
pravouglog trougla DAC.

Zadatak 5. Visina koja odgovara stranici AB trougla ABC je 5 cm. Na
kojoj udaǉenosti od vrha C treba postaviti pravu paralelnu stranici AB da
bi ǌom trougao bio podeǉen na dva dela jednakih povrxina?

Trouglovi ABC i PQC su sliqni, a po
uslovu zadatka je P4ABC = 2P4PQC . Da-
kle, koeficijent sliqnost je k =

√
2. Vi-

sine su tako±e u odnosu k, h = h1

√
2, pa je

h1 =
h
√

2
2

=
5
√

2
2

cm (polovina dijagonale

kvadrata stranice 5 cm).
Sl. 8

Opet, i u ovom zadatku trougao ABC nije jedinstveno zadat, a ipak je rexeǌe
zadatka jedinstveno. Ono ne samo xto ne zavisi od oblika trougla, ve² ni od
ǌegove veliqine.
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