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DIJAGRAMI U NASTAVI LOGIKE I TEORIJE SKUPOVA

U izlagaǌu matematiqkih qiǌenica, objaxǌeǌa i dokaza koristimo se ling-
vistiqkim (prirodni jezik i matematiqka simbolika) i vizuelnim (slike i dija-
grami) sredstvima. Ova sredstva se ne iskǉuquju, ali ipak nemaju ravnopravan
status. Vizuelna sredstva se vixe smatraju pomo²nim, dok lingvistiqka, po
pravilu, imaju centralnu ulogu. Takav stav je tradicionalno prihva²en, upr-
kos qiǌenici da o mnogim stvarima mi i intimno razmixǉamo baziraju²i se
na vizuelnim, a ne na lingvistiqkim predstavama; da i ne govorimo o superi-
ornosti vizuelnog pristupa u nastavi mnogih metodskih jedinica, nad lingvi-
stiqkim pristupom. Da li bi uopxte nastava geometrije, geografije, hemije ili
fizike, lixena vizuelne predstave, mogla imati ikakvog smisla? Prisetimo se
samo mesta i uloge kartografije u geografiji, strukturnih fomula u organskoj
hemiji, kao jednog specifiqnog dijagramatskog metoda predstavǉaǌa strukture
jediǌeǌa, blok-dijagrama u programiraǌu ili, konaqno, grafika realne funk-
cije jedne promenǉive koji objediǌuje u sebi niz bitnih svojstava te funkcije
i korespondira sa nizom postupaka koji se u interakciji sa grafikom mogu kon-
trolisati. Geometrija kao disciplina koja, od svog nastanka, objediǌuje ,,req i
sliku“, upravo zbog toga, zauzima centralno mesto u nastavnim programima do
danaxǌih dana, iako se bavi idealnim objektima, koji u realnom ¼ivotu uopxte
i ne postoje!

Pitaǌe kojim ²emo se baviti u ovom qlanku moglo bi biti formulisano ova-
ko: Da li i u kojoj meri mo�emo eksploatisati dijagrame i slike u pre-
zentiraǌu pojedinih nastavnih jedinica vezanih za elementarnu teoriju
skupova i logiku? Da li ,,dokaze“ koji se baziraju iskǉuqivo na dijagramima
mo�emo smatrati adekvatnim? Pitaǌe se prirodno name²e, jer su qeste
situacije kada se u ,,dokazu“ neke qiǌenice, na primer iz geometrije, nastavnik
ili uqenik pozove na sliku i ka¼e: Vidi se sa slike! Znamo da u takvim sluqa-
jevima slika, iako neophodna kao pomo²no sredstvo, najqex²e ne mo¼e poslu¼iti
kao esencijalni argument u dokazu. Me±utim, u elementarnoj teoriji skupova i
klasiqnoj logici iskaza, stvari stoje potpuno drugaqije. Naime, tu su dijagra-
mi ne samo po¼eǉni kao didaktiqko sredstvo, nego i dovoǉni kao metodoloxko
sredstvo, jer sami po sebi poseduju mo² dokazivaǌa.

Rad na ovom qlanku je delom finansiralo Ministarstvo za nauku i tehnologiju Republike
Srbije, projekat broj: 179005.
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U ovom qlanku ²emo, nakon kratkog pregleda istorije upotrebe dijagrama
od strane Ojlera1, Vena2 i Persa3, pru¼iti dodatne argumente za upotrebu
dijagrama u nastavi koja se odnosi na uvodne pojmove elementarne teorije skupova
i klasiqne logike iskaza. Tako±e ²emo dati i dopunske razloge za upotrebu
upravo one vrste dijagrama koja je i u najxiroj upotrebi u nastavi matematike
i koja je uglavnom poznata u literaturi pod nazivom Ojler-Venovi dijagrami.

1. Ukratko o istoriji upotrebe dijagrama

Egzaktna upotreba dijagrama u logici i teoriji skupova se vezuje uglavnom
za imena Ojlera, Vena i Persa. ǋihovi sistemi dijagrama su nastali u pokuxa-
jima formalizacije vizuelnog predstavǉaǌa figura silogistiqkog zakǉuqivaǌa.
Najjednostavniji po formi i sa najslabijim izra¼ajnim mogu²nostima je si-
stem dijagrama koji nalazimo kod Ojlera (Lettres à une princesse d’Allemagne,
1761). Ovaj sistem je i najbli¼i sistemu dijagrama koji se danas koristi u
predstavǉaǌu osnovnih skupovnih operacija i relacija u elementarnoj teori-
ji skupova, a koji se najqex²e vezuje i za Venovo ime. Po svojoj slo¼enosti i
izra¼ajnim mo²ima slede, redom, Venov (Symbolic Logic, 1881) i Persov (1896)
sistem dijagrama. Interesantno je napomenuti da je jedan sistem dijagrama,
za iste namene, bio razvijen i od strane Lajbnica4, ali kako rukopis u kojem se
razvija taj sistem nije dospeo u javnost sve do 1903. godine, to ova ideja genijal-
nog matematiqara i filozofa nije mogla izvrxiti pravovremeno odgovaraju²i
uticaj na razvoj date oblasti.

Kao ilustraciju za sva tri gore pomenuta pristupa navodimo slede²e pri-
mere.

Reqenicu: ,,Svaki A je B“, redom, Ojlerovim [4], Venovim [7] i Persovim
[9] dijagramom bismo predstavili ovako:

1Leonhard Euler (1707–1783), slavni evropski matematiqar, fiziqar i astronom, xvajcarskog
porekla. Tristota godixǌica Ojlerovog ro±eǌa obele¼ena je 2007. godine u nauqnoj javnosti xi-
rom sveta (v. http://math.dartmouth.edu/ euler/, http://www.euler-2007.ch/, http://www.
eulersociety.org/). Mapi tih mesta pridru¼io se i Beograd predavaǌem koje je bilo posve²eno
podse²aǌu na osnovne Ojlerove biografske podatke i ǌegove quvene matematiqke rezultate od opxteg
znaqaja, uz poseban osvrt na Ojlerove rezultate koji predstavǉaju fundamente matematiqke ekonomi-
je (Ojlerova teorema za homogene funkcije), teorije grafova, teorije verovatno²a i statistike (B- i
Γ-funkcija), kao doprinos savremenoj matematiqkoj simbolici (v. http://www.ekof.bg.ac.rs/se-
minari/seminari.php).

2John Venn (1834–1923), britanski matematiqar i logiqar.
3Charles Sanders Peirce (1839–1914), ameriqki matematiqar, logiqar i filozof.
4Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), slavni nemaqki matematiqar i filozof.
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Dakle, Ojlerovim dijagramom neposredno predstavǉamo opisani odnos me±u
skupovima, u Venovom dijagramu polazimo od opxteg polo¼aja skupova i koristi-
mo se senqeǌem da bismo oznaqili prazan deo skupa, dok u Persovom dijagramu
prazan deo skupa oznaqavamo simbolom ‘0’, a neprazan deo simbolom ‘x’. Odavde
ve² sledi da ²e Persovi dijagrami posedovati ve²u izra¼ajnu mo² od Ojlerovih
i Venovih, ali ²e, s druge strane, Ojlerovi i Venovi dijagrami, zbog svoje ve²e
jednostavnosti, zadr¼ati primat kao didaktiqko sredstvo.

Suptilniju analizu me±usobnih odnosa i izra¼ajnih mo²i dijagramatskih
sistema Ojlera, Vena i Persa detaǉno se bave autori u delima [1], [5] i [8].

2. O upotrebi dijagrama u teoriji skupova

Kada obrazla¼emo skupovnu jednakost

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

koja izra¼ava distributivni zakon unije prema preseku, najqex²e pribegavamo
odgovaraju²oj tautologiji, distribucije disjunkcije prema konjunkciji,

p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ q)

koju dokazujemo pomo²u jedne istinitosne (>,⊥)-tablice koja ²e, da bi pokri-
la sve odgovaraju²e sluqajeve, imati ukupno 8 vrsta. Potpuno isto i, xto je
najva¼nije, podjednako vaǉano obrazlo¼eǌe ove skupovne jednakosti bismo mo-
gli dobiti koriste²i odgovaraju²i Ojlerov dijagram na kojem je sasvim jasno
izdiferencirano svih 8 sluqajeva ovako:

gde, na primer, sluqaj sa oznakom ABC predstavǉa situaciju kada je x ∈ A, x ∈
B i x /∈ C, za koju se treba uveriti da je posmatrana jednakost zadovoǉena, kada,
zaista, va¼i: x ∈ A∪ (B ∩C) i x ∈ (A∪B)∩ (A∪C). Razmotreni sluqaj, jasno
je, korespondira sa onom vrstom u tablici kada iskaznim slovima p, q i r, redom,
zadajemo vrednosti >, > i ⊥. U ovako neposrednoj vezi me±u vrstama tablice
istinitosnih vrednosti i odgovaraju²im sluqajevima oznaqenim sa ABC, ABC,
. . . , ABC na dijagramu, me±u kojima postoji bijektivno pridru¼ivaǌe, treba
tra¼iti objaxǌeǌe dokazne mo²i dijagrama u elementarnoj teoriji skupova.

Drugim reqima, razmatraǌe sluqajeva naznaqenih u dijagramu je dovoǉno za
dokaz ili opovrgavaǌe svakog mogu²eg odnosa izme±u tri proizvoǉna apstraktna
skupa.
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Osim ovakvog pristupa koji podrazumeva razmatraǌe sluqajeva, dijagrame
mo¼emo i sasvim neposredno koristiti u demonstriraǌu sliqnih dokaza, kada
ǌihova snaga i najvixe dolazi do izra¼aja. Na primer, dijagramatski dokaz
asocijativnog zakona za operaciju preseka

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

bi moglo te²i paralelno za levu i desnu stranu jednakosti ovako:

odakle, u drugom koraku dobijamo:

pa direktno zakǉuqujemo da, za proizvoǉne skupove A, B i C va¼i A∩ (B∩C) =
(A ∩B) ∩ C.

Ovakvo izvo±eǌe dokaza bi, uz upotrebu savremenih sredstava u nastavi, na
primer, slajdova5, moglo da bude jox oqiglednije i, kao animirano, interesant-
nije uqenicima.

3. O upotrebi dijagrama u logici

Osnovu logiqke aparature qine iskazni veznici qije se ponaxaǌe tradicio-
nalno, u duhu Bulovog6 pristupa, precizno definixe u okviru odgovaraju²e al-
gebre iskaza u kojoj se iskazni veznici interpretiraju kao algebarske operacije.
Takav pristup se pokazao kao plodonosan i dobar, ali ipak ostavǉa niz nedou-
mica sa didaktiqkog stanovixta. Glavna ideja vodiǉa je zasnovana na qvrstoj

5 U upotrebi novih ideja i programskih paketa u nastavi treba biti veoma promixǉen i
uzdr¼an, xto bi morala biti permanentna tema svih seminara o nastavi matematike.

6George Boole (1815–1864), engleski matematiqar, osnivaq savremene simboliqke logike.
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korespondenciji izme±u osnovnih operacija nad skupovima i osnovnim logiqkim
veznicima, korespondenciji u kojoj presek i uniju (∩ i ∪) povezujemo sa konjunk-
cijom i disjunkcijom (∧ i ∨), komplement skupa sa negacijom iskaza, a relacije
jednakosti i inkluzije me±u skupovima, sa ekvivalencijom i implikacijom me±u
odgovaraju²im iskazima.

Na primerima univerzalno-afirmativne, partikularno-afirmativne, uni-
verzalno-negativne i partikularno-negativne reqeniqne forme, kakve se pojav-
ǉuju u Aristotelovoj silogistici, demonstrira²emo ǌihovo predstavǉaǌe Ve-
novim dijagramima, analogno onom koje smo imali u teoriji skupova. Naime,
kako slede²im reqenicama:

Svaki A je B.

Neki A je B.

Nijedan A nije B.

Neki A nije B.

redom, odgovaraju slede²i odnosi me±u skupovima:

A ⊂ B

A ∩B 6= ∅
A ∩B = ∅
¬(A ⊂ B)

gde smo sa A i B, redom, oznaqili skupove {x | A(x) } i {x | B(x) }, to ²emo
imati i slede²a predstavǉaǌa ovih situacija dijagramima. Kako smo prvu reqe-
nicu ve² predstavili u uvodnom delu ovog teksta, predstoji nam da predstavimo
preostale tri reqenice. Odgovaraju²i Ojlerovi dijagrami za drugi i tre²i
sluqaj, redom, bi²e:

dok qetvrti sluqaj predstavǉamo Ojlerovim dijagramima kao jednu od slede²e
tri mogu²nosti:

ili, pak, dijagramom:
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uz napomenu da deo skupa A koji ne pripada skupu B svakako mora biti neprazan.

Odgovaraju²i Venovi dijagrami su:

gde bi se, sliqno kao u predstavǉaǌu Ojlerovim dijagramima, u posledǌem slu-
qaju moralo naglasiti tako±e da je deo skupa A koji ne pripada skupu B neprazan.

Persovi dijagrami imaju slede²i oblik:

Na kraju ovog qlanka ilustrujemo primenu Ojlerovih dijagrama u logiqkom
zakǉuqivaǌu kroz slede²i primer jednostavnog silogistiqkog izvo±eǌa. Naime,
iz hipoteza:

(1) Svaki A je B.

(2) Nijedan B nije C.

sledi:
(3) Nijedan A nije C.

xto bi se dijagramima moglo obrazlo¼iti ovako:
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tj. da, oqigledno, iz situacija predstavǉenim dijagramima (1) i (2), sledi si-
tuacija predstavǉena dijagramom (3). Napomiǌemo da smo ovim primerom samo
pokuxali da prenesemo duh dijagramatskog zakǉuqivaǌa, iako ono mo¼e biti i
mnogo slo¼enije od ovog.

Ovom prilikom qitaoca upu²ujemo na noviju literaturu (v. [1], [5] i [8]) u
kojoj se temeǉno obrazla¼e dijagramatski pristup logikama iskaza i predikata
i dokazuju odgovaraju²i stavovi potpunosti, koji apsolutno opravdavaju upo-
trebu dijagrama u logici. Tako±e, u vezi sa Aristotelovim silogizmima, koji i
danas predstavǉaju va¼an didaktiqki materijal u izuqavaǌu principa logiqkog
zakǉuqivaǌa, preporuqujemo izvore [2], [3] i [6].

Sve xto smo ovde naveli zapravo opravdava uobiqajeni naziv, Ojler-Venovi
dijagrami, za dijagrame koji su u najxiroj upotrebi u nastavi matematike, ali
i samo korix²eǌe ovih dijagrama zbog ǌihove jednostavnosti (u odnosu na, na
primer, Persove dijagrame), a, ipak, dovoǉne izra¼ajne mo²i u kombinaciji sa
dodatnim usmeno datim ili pisanim objaxǌeǌima nastavnika.
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