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DOKAZ JEDNE NEJEDNAKOSTI
ZA PRAVOUGLI TROUGAO

Zadatak. Dokazati da za katete a i b, hipotenuzu c i hipotenuzinu visinu
h pravouglog trougla va¼i nejednakost
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Slika 1

Rexeǌe. Iz pravouglog trougla ACD (sl. 1) imamo da je h = b sin α, a iz
pravouglog trougla ABC da je b = c sinβ. Zato je h = c sinα sin β. Tako±e, iz
trougla ABC immao a = c sin α i b = c cos α. Zato je

A :=
c + h

a + b
=

c + c sin α sin β

c sinα + c cosα
=

1 + sin α cosα

sin α + cosα

(posledǌa jednakost sledi iz sin β = sin(90◦ − α) = cos α). Odredi²emo sada
maksimalnu vrijednost izraza A.

Poxto je α ∈ (0◦, 90◦), to je sin α > 0, cosα > 0, tj. A > 0. To znaqi da ²e
funkcija A = A(α) imati maksimalnu vrijednost, kada maksimalnu vrijednost
bude imala i funkcija A2. Imamo

A2 =
1 + 2 sin α cosα + sin2 α cos2 α

1 + 2 sin α cos α
= 1 +

1
4
· sin2 2α

1 + sin 2α
.
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Sada ²e A2 biti maksimalno kada izraz
sin2 2α

1 + sin 2α
bude imao maksimalnu vri-

jednost, odnosno kada vrijednost izraza
1 + sin 2α

sin2 2α
bude minimalna (ovo vrijedi

zbog qiǌenice da je sin 2α > 0). Imamo sada

1 + sin 2α

sin2 2α
=

1
sin2 2α

+
1

sin 2α
,

pa ²e izraz
1 + sin 2α

sin2 2α
imati minimalnu vrijednost kada sin 2α bude maksimalan,

tj. kada je sin 2α = 1. Dakle, mora biti 2α = 90◦, tj. α = 45◦, xto znaqi da je u
pitaǌu jednakokrako-pravougli trougao. Konaqno dobijamo da je

max
(

c + h

1 + b

)
=

1 + sin 45◦ cos 45◦

sin 45◦ + cos 45◦
=

1 +
1
2√

2
=

3
√

2
4

.

Prema tome, vrijedi nejednakost
c + h

a + b
6 3

√
2

4
, pri qemu jednakost vrijedi ako i

samo ako je dati trougao jednakokrako-pravougli.

Napomena 1. Maksimalnu vrijednost izraza A =
c + h

a + b
, odnosno A(α) =

1 + sin α cos α

sinα + cos α
za α ∈ (0◦, 90◦) mogli smo odrediti pomo²u diferencijalnog ra-

quna, ali smatramo da je ovaj elementarni dokaz ipak ǉepxi.

Napomena 2. U qlanku [2] pokazano je na vixe naqina da je
c + h

a + b
> 1.

Dakle, vrijedi sǉede²a dvostruka nejednakost:

1 <
c + h

a + b
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