
NASTAVA MATEMATIKE U OSNOVNIM
I SREDǋIM XKOLAMA

Dr Xefket Arslanagi�

O SIMETRALAMA UGLOVA TROUGLA

U ovom nexto obimnijem qlanku da²emo vixe relevantnih qiǌenica o si-
metralama unutraxǌih uglova trougla (definicija, va¼ne teoreme, jednakosti,
nejednakosti itd). Prvi dio qlanka podesan je za realizaciju nastave u osnovnoj
xkoli (eventualno u dodatnoj nastavi), a drugi je nameǌen nastavi u sredǌoj
xkoli1.

Definicija 1. Simetrala (bisektrisa) unutraxǌeg ugla trougla je prava
koja polovi taj ugao.

Teorema 1. Simetrale unutraxǌih iglova trougla sijeku se u jednoj
taqki koja je centar upisane kru�nice u taj trougao.

Dokaz. Neka su sα, sβ, sγ simetrale unutraxǌih uglova α, β, γ trougla
ABC. Treba dokazati da je sα∩sβ ∩σγ = {I}, gdje je I centar upisane kru¼nice
k u 4ABC.

Neka se simetrale sα i sβ sijeku u taqki I. Dokaza²emo da tako±e I ∈ sγ .
Poxto I ∈ sα, to va¼i IM = IP (jer svaka taqka na simetrali ugla jedna-
ko je udaǉena od krakova ugla – slijedi iz qiǌenice da je 4AIM ∼= 4AIP

(USU), sl. 1). Daǉe, poxto I ∈ sβ, to
slijedi da je IM = IN . Sada iz je-
dnakosti IM = IP i IM = IN slije-
di da je IN = IP , xto znaqi da taq-
ka I ∈ sγ , tj. sα ∩ sβ ∩ σγ = {I}, xto
je trebalo dokazati. Stavǉaju²i da je
r = IM = IN = IP , slijedi da je taq-
ka I centar kru¼nice k(I, r) upisane u
trougao ABC.

Sl. 1

Sada ²emo formulisati i dokazati sǉede²u va¼nu teoremu.

Teorema 2. Simetrala unutraxǌeg ugla trougla dijeli naspramnu
stranicu u odnosu drugih dviju stranica.

1 Da bi se saquvala celovitost izlagaǌa, qlanak objavǉujemo kao zajedniqki za rubrike “Na-
stava u osnovnoj xkoli“ i ,,Nastava u sredǌoj xkoli“ (Redakcija).
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Da²emo tri dokaza ove teoreme.

Dokaz 1 (pomo²u Talesove teroeme). Neka u 4ABC simetrala sγ ugla
∠ACB = γ sijeqe strannicu AB u taqki D, sl. 2. Produ¼imo stranicu AC
preko tjemena C do taqke E tako da je CE = CB = a. Neka su u jednakokrakom
trouglu BCE uglovi ∠CBE = ∠CEB = ϕ. Po teoremi o spoǉaxǌem uglu, u
trouglu BCE je 2ϕ = γ, a odavde ϕ = 1

2γ, tj. ∠CBE = ∠CEB = 1
2γ, xto znaqi

da je BE ‖ CD. Sada na osnovu Talesove teoreme dobijamo da je AC : AE =
AD : AB, a odatle

AC

AC + CE
=

AD

AD + BD
, tj.

AC + CE

AC
=

AD + BD

AD
.

Odavde je 1 +
CE

AC
= 1 +

BD

AD
, te najzad zbog

CE = BC:

BC

AC
=

BD

AD
, tj.

p

q
=

a

b

(gdje je BD = p, AD = q), xto je i trebalo
dokazati.

Sl. 2

Dokaz 2 (pomo²u sliqnosti trouglova). Neka simetrala sγ sijeqe stranicu
4ABC u taqki D, sl. 3. Oznaqimo sa M i N podno¼ja normala iz tjemena
A i B na pravu CD. Pravougli trouglovi 4AMD i 4BND su sliqni (jer
∠ADM = ∠BDN (unakrsni)). Iz sliqnosti ovih trouglova slijedi da je

AM

BN
=

AD

BD
. (1)

Tako±e, pravougli trouglovi 4AMC i 4BNC
su sliqni (jer je ∠ACM = ∠BCN = 1

2γ), pa
imamo da je

AC

BC
=

AM

BN
. (2)

Sada iz (1) i (2) dobijamo
AC

BC
=

AD

BD
, tj.

q

p
=

b

a
, q.e.d.

Sl. 3

Dokaz 3 (pomo²u povrxina trouglova). Neka je CD = sγ . Konstruiximo
normale DM ⊥ BC i DN ⊥ AC, sl. 4. Neka je daǉe CC1 = hc (CC1 ⊥ AB).
Sada imamo

P4ACD =
AD · CC1

2
i P4ACD =

AC ·DN

2
,
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a odavde AD · CC1 = AC ·DN , tj.

AD

AC
=

DN

CC1

. (3)

Sliqno, posmatraju²i trougao BCD do-
bijamo da je

BD

AB
=

DM

CC1

. (4)

Sl. 4

No, kako D ∈ sγ , to je DM = DN , pa iz (3) i (4) dobijamo da je

AD

AC
=

BD

BC
, tj.

AD

BD
=

AC

BC
, dakle

q

p
=

b

a
.

Primjer 1. Trougao je zadat du¼inama svojih stranica a, b i c. Odrediti
odnose u kojima centar upisane kru¼nice I dijeli simetrale uglova tog trougla.

Rjexeǌe. Primjeǌuju²i prethodnu teoremu na 4ABC dobijamo (sβ ∩AC =
{B1}, sl. 5):

B1C

AB1

=
BC

AB
=

a

c
,

a odavde zbog AB1 + CB1 = b,

B1C

b−B1C
=

a

c
, tj. B1C =

ab

a + c
. (5)

Primjeǌu²i prethodnu teoremu na4BCB1,
dobijamo

B1I

BI
=

B1C

BC
. (6)

Sl. 5

Sada iz (5) i (6) slijedi
B1I

BI
=

b

a + c
. Analogno dobijamo da taqka I dijeli

simetrale sα i sγ u odnosima

A1I

AI
=

a

b + c
i

C1I

CI
=

c

a + b
.

Zadatak 1. Neka se simetrale AA1, BB1 i CC1 unutraxǌih uglova α, β
i γ trougla ABC sijeku u taqki I. Dokazati da vrijedi:

a)
IA1

AA1

+
IB1

BB1

+
IC1

CC1

= 1; b)
IA

AA1

+
IB

BB1

+
IC

CC1

= 2;

v)
IA

IA1

+
IB

IB1

+
IC

IC1

> 3; g)
1
4

<
IA

AA1

· IB

BB1

· IC

CC1

6 8
27

;
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d) IB1 · IC1 <
1
4
BB1 ·CC1 < IB · IC.

Sada ²emo dokazati obrat (konverziju) teoreme 2.

Teorema 3. Ako prava povuqena kroz jedno tjeme trougla ABC dijeli
naspramnu stranicu u odnosu du�ina drugih dviju stranica (pri qemu svaki
od tih dijelova sa odgovaraju�om stranicom ima zajedniqko tjeme), tada
je ta prava simetrala tog ugla trougla.

Dokaz. Neka prava p povuqena kroz tjeme C trougla ABC dijeli ugao pri
tome tjemenu na dva dijela (uglovi ∠ACD = γ2 i ∠BCD = γ1, gdje je {D} =
p ∩AB), sl. 6. Neka je AD = m i BD = n. Po pretpostavci teoreme je

m

n
=

b

a
. (7)

Treba, dakle, dokazati da je γ1 = γ2 = 1
2γ, gdje je γ = ∠ACB. Dovoǉno je

dokazati ustvari da je taqka D jednako udaǉena od krakova ugla ACB, tj. da je
x = DF = DG = y.

Neka je taqka E podno¼je visine iz tjemena C trougla ABC, tj. hc = CE
(CE ⊥ AB). Sada su trouglovi 4ADF i 4ACE sliqni (jer su pravougli i
ugao α kod tjemena A im je zajedniqki), te

imamo
DF

AD
=

CE

AC
, tj.

x

m
=

hc

b
. (8)

Isto tako iz sliqnosti trouglova4BDG
i 4BCE dobijamo da je

y

n
=

hc

a
. (9)

Sl. 6

Sada iz (7), (8) i (9) slijedi

x

y
=

mhc

b
nhc

a

=
am

bn
= 1,

a odavde x = y, xto znaqi da je du¼ CD simetrala ugla ∠ACB = γ.
Sada ²emo pre²i na izraqunavaǌedu¼ina simetrala sα, sβ i sγ unutraxǌih

uglova trougla ABC.

Teorema 4. Du�ina simetrale ugla ∠ACB = γ trougla ABC jednaka
je

sγ =
2
√

ab

a + b

√
s(s− c), (10)

gdje je s = 1
2 (a + b + c).
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Da²emo opet tri razna dokaza teoreme 4.
Dokaz 1 (pomo²u kosinusne teoreme). Neka je CC1 = sγ simetrala unu-

traxǌeg ugla γ trougla ABC, sl. 7. Na osnovu kosinusne teoreme dobijamo iz
trouglova 4ACC1 i 4BCC1:

q2 = b2 + s2
γ − 2bsγ cos

γ

2
, p2 = a2 + s2

γ − 2asγ cos
γ

2
,

a odavde
b2 + s2

γ − q2

b
=

a2 + s2
γ − p2

a
, odakle rjexavaju²i po sγ dobijamo

s2
γ =

aq2 − bp2 + a2b− ab2

a− b
.

Odavde zbog p =
ac

a + b
i q =

bc

a + b
(ovo smo dokazali u primjeru 1):

s2
γ =

1
a− b

[
ab2c2

(a + b)2
− a2bc2

(a + b)2
+ ab(a− b)

]
=

1
a− b

[−abc2(a− b)
(a + b)2

+ ab(a− b)
]

=
ab

(a + b)2
[(a + b)2 − c2] =

ab

(a + b)2
(a + b + c)(a + b− c),

tj. sγ =
2
√

ab

a + b

√
s(s− c), q.e.d.

Dokaz 2 . (Pomo²u povrxina trouglova). Oqigledno imamo P4ABC =
P4ACC1 + P4BCC1 tj.

ab

2
sin γ =

bsγ

2
sin

γ

2
+

asγ

2
sin

γ

2
,

a odavde, zbog sin γ = 2 sin
γ

2
cos

γ

2
, 2ab cos

γ

2
=

(a + b)sγ , i

sγ =
2ab

a + b
cos

γ

2
. (11)

Sl. 7

Obrazac (11) se qesto nalazi u literaturi i koristi u radu. Iz ǌega se
nakon uvrxtavaǌa

cos
γ

2
=

√
1 + cos γ

2
kao i cos γ =

a2 + b2 − c2

2ab

nakon sre±ivaǌa dobija formula (10).
Dokaz 3 (pomo²u Talesove teoreme i trigonometrije pravouglog trougla).

Ovaj dokaz je relativno kratak i efektan. Povucimo pravu p kroz tjeme B trougla
ABC koja je paralelna simetrali CC1 ugla γ, tj. p ‖ CC1, i neka je {D} =
p ∩ AC, sl. 8. Poxto je sada ∠ACC1 = ∠CDB, te ∠BCC1 = ∠CBD, to je
∠CDB = ∠CBD =

γ

2
, pa je trougao BCD jednakokrak.
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Sada na osnovu Talesove teoreme dobijamo

CC1

BD
=

AC

AD
,

a odavde CC1 =
AC ·BD

AD
=

AC ·BD

AC + CD
, tj.

CC1 =
AC ·BD

AC + BC
, (12)

jer je trougao BCD jednakokrak. Neka je
CN visina tog trougla. Tada je iz pravo-
uglog trougla CDN :

cos
γ

2
= cos ∠CDN =

DN

CD
=

BD

2 BC
,

a odavde

BD = 2 BC cos
γ

2
. (13)

Sl. 8

Sada iz (12) i (13) dobijamo

sγ = CC1 =
2 AC ·BC

AC + BC
cos

γ

2
=

2ab

a + b
cos

γ

2
,

xto je formula (11) iz koje slijedi tra¼eni obrazac (10).
Analogno dobijamo da je

sβ =
2ac

a + c
cos

β

2
i sα =

2bc

b + c
cos

α

2
.

Koriste²i ove obrasce sada mo¼emo dokazati poznatu Xtajnerovu teoremu2,
koja glasi

Teorema 5. Ako su du�ine simetrala dva ugla trougla jednake, tro-
ugao je jednakokrak.

Dokaz. Jednakost sα = sβ ekvivalentna je redom slede²im:

2
√

bc

b + c

√
s(s− a) =

2
√

ac

a + c

√
s(s− b)

⇐⇒
√

b(s− a)
b + c

=

√
a(s− b)
a + c

⇐⇒ (a + c)2 · b(s− a) = (b + c)2 · a(s− b)

⇐⇒ b

2
(a + c)2(b + c− a) =

a

2
(b + c)2(a + c− b)

2J. Steiner (1796–1863), xvajcarski matematiqar
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⇐⇒ b(a + c)2(b + c)− ab(a + c)2 = a(b + c)2(a + c)− ab(b + c)2

⇐⇒ ab[(b + c)2 − (a + c)2] + (b + c)(a + c)[b(a + c)− a(b + c)] = 0

⇐⇒ ab(a + b + 2c)(b− a) + c(b + c)(a + c)(b− a) = 0

⇐⇒ (b− a)[ab(a + b + 2c) + c(b + c)(a + c)] = 0,

a posledǌe je mogu²e samo ako je a = b (jer je izraz u uglastoj zagradi pozitivan).
Dakle, trougao ABC je jednakokrak.

Napomena. Va¼no je ista²i da qisto geometrijski dokaz Xtajnerove teo-
reme nije nimalo lak. U kǌizi [1] je dato nekoliko raznih dokaza ove teoreme.

Sada ²emo dokazati vixe nejednakosti koriste²i obrasce za sα, sβ i sγ .
Primjetimo najprije da se direktnom primjenom nejednakosti trougla na tro-

uglove ACC1 I BCC1 (sl. 7) mo¼e izvesti nejednakost sγ < s. Iz odgovaraju²ih
nejednakosti za sα i sβ slijedi da u svakom trougla va¼i

sα + sβ + sγ < 3s,

gdje je s = 1
2 (a + b + c). Primjenom izvedenih obrazaca za simetrale uglova

dokaza²emo jaqu nejednakost.

Nejednakost 1. U svakom trouglu va¼i

sα + sβ + sγ < 2s. (14)

Dokaz. Na osnovu nejednakosti
a + b

2
>
√

ab, odnosno
2
√

ab

a + b
6 1, dobijamo

iz (10) da je

sγ =
2
√

ab

a + b

√
s(s− c) 6

√
s(s− c). (15)

Daǉe, na osnovu nejednakosti G 6 A imamo
√

s(s− c) <
s + s− c

2
=

a + b

2
. (16)

(Ovdje vrijedi stroga nejednakost jer je s 6= s− c). Analogno dobijamo nejedna-
kosti

sα 6
√

s(s− a) <
b + c

2
i sβ 6

√
s(s− b) <

c + a

2
.

Nakon sabiraǌa nejednakosti (15) i (16) sa ovim nejednakostima dobijamo

sα + sβ + sγ 6
√

s(
√

s− a +
√

s− b +
√

s− c) < 2s,

xto je nejdnakost koju dokazujemo.
Nejednakost (15) ima nekoliko interesantnih posǉedica.
Posǉedica 1. sαsβsγ 6 rs2.
Dokaz. Imamo

sαsβsγ 6
√

s(s− a)
√

s(s− b)
√

s(s− c)

= s
√

s(s− a)(s− b)(s− c) = s · P = s · rs = rs2, q.e.d.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.
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Posǉedica 2. s2
α + s2

β + s2
γ 6 s2.

Dokaz. Imamo s2
α 6 s(s − a), s2

β 6 s(s − b) i s2
γ 6 s(s − c), a odavde nakon

sabiraǌa
s2

α + s2
β + s2

γ 6 s(s− a + s− b + s− c) = s2 q.e.d.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

Posǉedica 3. sαsβ + sβsγ + sαsγ 6 s2.

Dokaz. Imamo

sαsβ + sβsγ + sαsγ

6
√

s(s− a)
√

s(s− b) +
√

s(s− b)
√

s(s− c) +
√

s(s− a)
√

s(s− c)

= s(
√

(s− a)(s− b) +
√

(s− b)(s− c) +
√

(s− a)(s− c))
(G−A)

6 s

(
s− a + s− b

2
+

s− b + s− c

2
+

s− a + s− c

2

)
= s2 q.e.d.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

Nejednakost 2. Va¼i nejednakost

sγ 6 tc, (17)

gdje je sγ simetrala unutraxǌeg ugla γ trougla ABC, a tc te¼ixna linija iz
tjemena C tog trougla.

Dokaz. Najprije ²emo dokazati jednu pomo²nu nejednakost koja glasi

tc
sγ

> a + b

2
√

ab
. (18)

Imamo

(
tc
sγ

)2

=

1
4
(2a2 + 2b2 − c2)

ab

(a + b)2
[(a + b)2 − c2]

=
(a + b)2

4ab
· 2a2 + 2b2 − c2

(a + b)2 − c2
. (19)

Dokaza²emo da je
2a2 + 2b2 − c2

(a + b)2 − c2
> 1. (20)

Ta nejednakost je redom ekvivalentna sǉede²im: 2a2 + 2b2 − c2 > (a + b)2 − c2,
a2+b2−2ab > 0, (a−b)2 > 0, a ova posǉedǌa je uvijek taqna. Sada iz nejednakosti
(19) i (20) slijedi da je

(
tc
sγ

)2

> (a + b)2

4ab
, a odavde

tc
sγ

> a + b

2
√

ab
.

Jednakost vrijedi u sluqaju kada je a = b.
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Iz A-G nejednakosti slijedi
a + b

2
>
√

ab, tj.
a + b

2
√

ab
> 1, xto zajedno s

dokazanom nejednakox²u (18) daje nejednakost (17) koju dokazujemo.

Koriste²i analogne nejednakosti sα 6 ta i sβ 6 tb dobijamo i sǉede²e
nejednakosti:

ta
sα

+
tb
sβ

+
tc
sγ

> 3,

sα

ta
+

sβ

tb
+

sγ

tc
6 3,

sα + sβ + sγ 6 ta + tb + tc.

Jednakost vrijedi u posǉedǌe tri nejednakosti ako i samo ako je a = b = c, tj.
za jednakostraniqni trougao.

Nejednakost 3. U trouglu va¼i nejednakost

1
s2

α

+
1
s2

β

+
1
s2

γ

> 9
s2

. (21)

Dokaz. Iz nejednakosti

sα 6
√

s(s− a), sβ 6
√

s(s− b), sγ 6
√

s(s− c) (22)

dobijamo
1
s2

α

> 1
s(s− a)

,
1
s2

β

> 1
s(s− b)

,
1
s2

γ

> 1
s(s− c)

.

Nakon sabiraǌa ovih nejednakosti slijedi:

1
s2

α

+
1
s2

β

+
1
s2

γ

> 1
s(s− a)

+
1

s(s− b)
+

1
s(s− c)

=
1
s
· (s− b)(s− c) + (s− a)(s− c) + (s− a)(s− b)

(s− a)(s− b)(s− c)

=
3s2 − 2s(a + b + c) + ab + bc + ac

P 2
.

Odavde, zbog qiǌenice da je a + b + c = 2s, P = rs, ab + bc + ac = r2 + s2 + 4Rr,
slijedi:

1
s2

α

+
1
s2

β

+
1
s2

γ

> 3s2 − 4s2 + r2 + s2 + 4Rr

r2s2

=
r2 + 4Rr

r2s2
(zbog Ojlerove nejednakosti R > 2r)

> r2 + 8r2

r2s2
=

9
s2

, q.e.d.

Jednakost u (21) va¼i ako i samo ako je u pitaǌu jednakostraniqni trougao.
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Nejednakost 4. U trouglu va¼i nejednakost

sα

a
+

sβ

b
+

sγ

c
6 s

2r
. (23)

Dokaz. Koriste²i ponovo nejednakosti (22), kao i obrasce za povrxinu

trougla P =
aha

2
=

bhb

2
=

chc

2
, te qiǌenicu da je ha 6 sα, hb 6 sβ i hc 6 sγ ,

dobijamo:

sα

a
+

sβ

b
+

sγ

c
=

sαha

2P
+

sβhb

2P
+

sγhc

2P
6 1

2P
(s2

α + s2
β + s2

γ)

6 1
2rs

[s(s− a) + s(s− b) + s(s− c)] =
1
2r

[3s− (a + b + c)] =
s

2r
.

Jednakost vrijedi u (23) ako i samo ako je a = b = c, tj. ako je trougao jednako-
straniqan.

Preporuqujemo da se pokuxaju rijexiti sǉede²i zadaci:

Zadatak 2. Dokazati da u trouglu vrijedi nejednakost s2
α+s2

β+s2
γ 6 3P

√
3.

Zadatak 3. Dokazati da u trouglu vrijedi nejednakost

s2
αs2

β + s2
βs2

γ + s2
αs2

γ 6 rs2(4R + r).

Zadatak 4. Ako je u trouglu α < γ, tada je sα > sγ . Dokazati.
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Jedna ispravka. U qlanku X. Arslanagi², A. Muminagi²: Jedna zani-
mǉiva jednakost u trouglu i ǌene posǉedice, Nastava matematike 54, 2–3,
2009, na strani 23 na tri mesta (u izdvojenim formulama) je grexkom otkucan
znak 6, a treba >. Molimo qitaoce za izviǌeǌe.


