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1. Primjena naqela poliformnosti u nastavi matematike

Suxtina didaktiqkog principa poliformnosti ogleda se u permanentnom
insistiraǌu na integralnom sagledavaǌu raznovrsnih pristupa razumjevaǌu i
poimaǌa prouqavanih nastavnih fenomena. ǋegovo eksploatisaǌe u praksi izi-
skuje od nastavnika odliqno poznavaǌe i vjextinu primjeǌivaǌa najraznovrsni-
jih struqno-didaktiqko-metodiqkih mogu²nosti, a indukuje intenzivnu misaonu
aktivnost uqenika izra¼enu kvalitetnim samopregalaqkim radom i ve²om moti-
vacijom.

Zato u nastavi matematike princip poliformnosti treba da ima univer-
zalnu ulogu, koja bi bila prezentovana oplemeǌivaǌem nastave raznovrsnim sa-
dr¼ajima, sredstvima, postupcima i metodama.

Kada je rijeq o sadr¼ajima misli se na izbor takvih zadataka koji omo-
gu²avaju ve²i broj raznolikih pristupa pri ǌihovom rjexavaǌu i korix²eǌu
oqiglednih sredstava. Me±utim, organizovaǌe takvih qasova zahtijeva, adekva-
tnu primjenu poliformnosti metodskih oblika i metodskih pojedinosti nastave,
tj. ǌihovih varijacija, pa i metodoloxkih inovacija na istom nastavnom qasu.

Metodski oblici i metodske pojedinosti koje nastavnik planira i prim-
jeǌuje tokom nastave baziraju se na pravovremenom pulsiraǌu didaktiqkih prin-
cipa, xto se ispoǉava u ǌihovom istovremenom poliformno-kohezionom dejstvu,
tj. integralnom dijalektiqkom jedinstvu.

2. Jedan karakteristiqni primjer poliformnog rjexavaǌa
konstruktivnog zadatka u nastavi matematike sredǌe xkole

Konstruktivni zadaci euklidske geometrije rjexavaju se, uglavnom, tako xto
se nizom postupaka svode na slede²e osnovne konstrukcije:

1. Konstrukcija prave kroz dvije razliqite taqke.
2. Odre±ivaǌe presjeka dvije prave.
3. Konstrukcija kru¼nice zadatog centra koja prolazi datom taqkom.
4. Odre±ivaǌe presjeqnih taqaka kru¼nice i prave.
5. Odre±ivaǌe zajedniqkih taqaka dvije kru¼nice.
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Pod elementarnom geometrijskom konstrukcijom podrazumijevamo svaki onaj
zadatak qije se rjexeǌe mo¼e svesti na neki od navedenih elementarnih konstruk-
cija koje se, dakle, mogu izvesti samo pomo²u leǌira i xestara.

Ovdje ²emo na vixe naqina rjexavati jedan karakteristiqni primjer kon-
struktivnog zadatka.

Zadatak 1. Konstruisati trougao ako su mu date sve tri visine ha, hb

i hc.

Ovaj zadatak se smatra jednim od te¼ih konstruktivnih zadataka elementar-
ne geometrije, koji mo¼emo rjexavati na vixe razliqitih naqina.

Zadatak se mo¼e rjexavati na bar tri elegantna naqina od kojih je onaj
rjexavan primjenom potencije taqke u odnosu na kru¼nicu, po mojem poimaǌu
matematiqke ǉepote van konkurencije. Zato ²u ovdje prikazati vixe varijanti
i ukazati na jednostavnost, tj. slo¼enost algoritma od starta do ciǉa pri
rjexavaǌu zadatog problema.

a) Analiza. Oznaqimo povrxinu tra¼enog trougla s P . Tada je 2P = aha =
bhb = chc. Iz aha = bhb slijedi

(1) a : b = hb : ha,

a iz bhb = chc slijedi

(2) b : c = hc : hb.

Proxirimo li razlomke na desnim stranama jednakosti, i to (1) sa hc, a (2) sa
ha, dobi²emo a : b = hbhc : hahc i b : c = hcha : hbha, pa tada mo¼emo pisati

a : b : c = hbhc : hahc : hbha. Nakon deǉeǌa s
hahbhc

hahbhc
dobijamo

a : b : c =
1
ha

:
1
hb

:
1
hc

.

Tra¼eni trougao sliqan je sa trouglom A′B′C ′ qije su stranice jednake reci-
proqnim vrijednostima visina trougla ABC.

Konstrukcija. Konstruixemo trougao
A′B′C ′ stranica A′B′ = 1/hc, B′C ′ = 1/ha,
C ′A′ = 1/hb. Oznaqimo s h′a, visinu trougla
A′B′C ′ s podno¼jem N ′. Do rjexeǌa dolazi-
mo homotetijom s centrom A′ ≡ A i koefici-
jentom homotetije k takvim da je Hk

A(A′N ′) =
A′N , gdje je A′N = ha. Paralela s pravom
B′C ′ kroz taqku N ijeqe pravu A′C ′ u C, a
pravu A′B′ u B. Time je tra¼eni trougao kon-
struisan, slika 1.

Sl. 1
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Dokaz. Trouglovi ABC i A′B′C ′ su sliqni (homotetija quva sliqnost).
Trougao ABC ima visine ha, hb i hc, pa je to tra¼eni trougao.

Diskusija. Rjexeǌe je jedinstveno ako su ha, hb i hc tako zadate du¼i da
zadovoǉavaju nejednakosti trougla.

b) Ovo rjexeǌe mo¼e se na²i u nekim zbirkama zadataka u formi uputstva
u jednoj reqenici, dok se metodologija prepuxta qitaocu. Evo jedne verzije te
konstrukcije.

Analiza. Oznaqimo povrxinu tra¼enog trougla sa P . Tada je 2P = aha =
bhb = chc, odakle je

2P

hahb
=

a

hb
=

b

ha
=

c

hahb/hc
.

Jasno je da su stranice trougla ABC, tj. a, b i c proporcionalne stranicama

a1 = hb, b1 = ha i c1 =
hahb

hc
trougla A1B1C1, pa su trouglovi ABC i A1B1C1

sliqni.
Konstrukcija. Treba konstruisati 4A1B1C1, a zatim ǌemu sliqan trou-

gao 4ABC, kao u verziji a) ovoga zadatka.
Da bismo konstruisali trougao A1B1C1 neophodno je najprije konstruisati

stranicu c1 =
hahb

hc
, xto se mo¼e uqiniti na osnovu c1 : hb = ha : hc ili

c1 : ha = hb : hc, odre±ivaǌem nepoznate veliqine c1 iz proporcije gdje su
ostale tri du¼i poznate. Taj elementarni zadatak se radi ve² u osmogodixǌoj
xkoli. Daǉi tok argumentisaǌa ovog zadatka je sliqan kao u sluqajevima pod
a), v) i g).

v) Analiza. Oznaqimo povrxinu tra¼enog trougla sa P . Iz 2P = aha =
bhb = chc dobijamo

2P

ha
=

a

1
=

b

ha/hb
=

c

ha/hc
.

Dakle, stranice a, b i c trougla ABC proporcionalne stranicama a′ = 1, b′ =
ha

hb
i c′ =

ha

hc
trougla A′B′C ′. Tra¼eni trougao ABC sliqan je trouglu A′B′C ′.

Konstrukcija. Konstruixemo trougao

A′B′C ′ stranica A′B′ =
ha

hc
, B′C ′ = 1, C ′A′ =

ha

hb
. Oznaqimo s h′a, visinu trougla A′B′C ′ s

podno¼jem N ′. Do rjexeǌa dolazimo homote-
tijom s centrom A′ ≡ A i koeficijentom homo-
tetije k takvim da je Hk

A(A′N ′) = A′N , gdje
je A′N = ha. Paralela s pravom B′C ′ kroz
taqku N sijeqe pravu A′C ′ u C, a pravu A′B′

u B. Time je tra¼eni trougao konstruisan,
slika 2.

Sl. 2
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Dokaz. Trouglovi ABC i A′B′C ′ su sliqni (homotetija quva sliqnost).
Trougao ABC ima visine ha, hb i hc, pa je to tra¼eni trougao.

Diskusija. Rjexeǌe je jedinstveno ako su ha, hb i hc tako zadate du¼i da
zadovoǉavaju nejednakosti trougla.

g) Analiza. Obiǉe¼imo povrxinu tra¼enog trougla sa P . Tada je 2P =
aha = bhb = chc. Kako je proizvod odsjeqaka sjeqica povuqenih iz neke taqke
L van kru¼nice K(O, r) stalna veliqina jednaka potenciji taqke L u odnosu na
kru¼nicu K(O, r), lako je odrediti du¼i koje su proporcionalne stranicama
tra¼enog trougla.

Slika 3 Slika 4

Konstrukcija. Konstruiximo kru¼nicu K(O, r) proizvoǉnog polupreqnika
(slika 3) i izaberimo van ǌe taqku L, tako da je najmaǌe rastojaǌe te taqke do
kru¼nice maǌe od najkra²e visine tra¼enog trougla. Presijecimo zatim tu
kru¼nicu kru¼nim lucima K(L, ha), K(L, hb), K(L, hc) u taqkama M , P i T .
Povucimo prave LM , LP i LT . One sijeku kru¼nicu K(O, r) u taqkama N ,
Q i S. Na osnovu teoreme o potenciji taqke u odnosu na kru¼nicu imamo da je
LM ·LN = LP ·LQ = LT ·LS, tj. haa1 = hbb1 = hcc1. Na taj naqin konstruisali
smo stranice trougla A1B1C1, a1 = LN , b1 = LQ i c1 = LS (slika 4), gdje je
A1D1 ⊥ B1C1, tj. A1D1 = ha1 . Sa centrom u taqki A ≡ A1 konstruiximo
kru¼nicu K(A1, ha). Ona sijeqe du¼ A1D1 u taqki D. Prava p koja prolazi
kroz taqku D i paralelna je sa B1C1 odre±uje na pravim A1B1 i A1C1 tjemena
B i C trougla ABC, dok se taqka A poklapa sa taqkom A1.

Dokaz. Dokaz slijedi iz konstrukcije.
Diskusija. Zadatak ima jedno rjexeǌe pod uslovom da date visine zado-

voǉavaju uslove koji se odnose na nejednakosti zbira i razlike stranica trou-
gla.

d) Analiza. Zadatak smo mogli rjexavati i na niz drugih naqina jednostav-
nim pronala¼eǌem konkretnih primjera sliqnih trouglova tra¼enom ABC. Evo
jox nekoliko ure±enih homolognih trojki stranica koje u takvim sliqnostima
redom odgovaraju stranicama 4ABC, tj. ure±enoj trojci (a, b, c).
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Te trojke stranica sliqnih trouglova tra¼enom (koje mo¼emo lako konstru-
isati, pa samim tim zadatak rjexiti na razliqite naqine) su i

(
k

ha
,

k

hb
,

k

hc

)
,

(
k

ha/hb
,
k

1
,

k

hc/hb

)
,

(
k

1
,

k

hb/ha
,

k

hc/ha

)
,

(
k

ha/hc
,

k

hb/hc
,
k

1

)
,

(
k

hb
,

k

ha
,

k

hc/hahb

)
,

(
k

hc
,

k

hb/hahc
,

k

ha

)
,

(
k

ha/hbhc
,

k

hc
,

k

hb

)
,

gdje je k ∈ R+.

Lako je uoqiti da su takve i trojke (hha
, hhb

, hhc
), odnosno (khha

, khhb
, khhc

),
koje mo¼emo formirati od homolognih visina trougla qije su stranice redom
(ha, hb, hc), xto je evidentno ako se zna da je 2P = aha = bhb = chc i 2P1 =
hahha = hbhhb

= hchhc , odakle je

a

hha

=
b

hhb

=
c

hhc

=
P

P1
, odnosno

a

khha

=
b

khhb

=
c

khhc

=
P

kP1
.

Ako pa¼ǉivo analiziramo sve naqine na koji smo rjexavali ovoj zadatak,
vidimo da je konstrukcija u sluqaju pod a) komplikovanija, jer treba posebno

izvrxiti jox tri elementarne konstrukcije du¼i:
1
ha

,
1
hb

i
1
hc

. Tako±e i samo

argumentisaǌe analize je slo¼enije nego u sluqaju rjexeǌa pod b), v) i g). Sma-
tram da je konstrukcija verzije g) jednostavnija od one u primjerima b) i v)
bez obzira na to xto se u tim sluqajevima za razliku od onog pod a) ne moraju
posebno konstruisati stranice a1, b1 i c1.

Dakle, ovaj zadatak, kao xto vidimo, mo¼emo rjexavati na cio spektar raz-
liqitih naqina. Jasno je da takva primjena naqela poliformnosti indukuje
dinamiqke efekte izuqavaǌa matematike, xto se ogleda u sveobuhvatnom i inte-
gralnom sagledavaǌu i razumjevaǌu datog zadatka.

Konaqno, poliformno poimaǌe matematiqkih fenomena uvijek se pozitiv-
no reflektuje na stvaraǌe trajnih zmaǌa uqenika, kao jednog od najznaqajnijih
ciǉeva nastave uopxte.
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