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JEDAN ZADATAK SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

U ovom radu ²emo formulisati i dokazati na tri naqina jedno tvr±eǌe u
vezi sa kompleksnim brojevima, koje predstavǉa uopxteǌe poznatog zadatka, a
koji glasi ovako.

Dokazati da je izraz
z1 + z2

1 + z1 · z2
realan broj, ako su z1, z2 ∈ C i va�i

|z1| = |z2| = 1, z1 · z2 6= −1.

U dokazima ²emo koristiti sǉede²e poznate osobine kompleksnih brojeva:

1
◦

z · z̄ = |z|2, 2
◦
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z + z̄
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◦
Im z =

z − z̄
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,

4
◦

z1 + z2 = z1 + z2, 5
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z1 · z2 = z1 · z2, 6
◦ z1

z2
=

(
z1

z2

)
,

7
◦

ako je z = z̄, tada je z realan broj.

Zadatak. Neka su dati kompleksni brojevi z1 i z2, takvi da je |z1| = C,

|z2| = D i C,D 6= 0. Dokazati da je izraz
az1 + bz2

CD + z1 · z2
(a, b ∈ R \ {0}) realan

broj ako su zadovoǉeni uslovi:

(*)
b

a
=

C

D

i z1 · z2 6= −CD.

Dokaz 1.
az1 + bz2

CD + z1 · z2
=

az1 + bz2

CD + z1 · z2
· CD + z1 · z2

CD + z1 · z2

=
aCD · z1 + a(z1 · z1) · z2 + bCD · z2 + b · z1 · (z2 · z2)

|CD + z1 · z2|2

=
aCD · z1 + a|z1|2 · z2 + bCD · z2 + b · z1 · |z2|2

|CD + z1 · z2|2

=
aCD · z1 + aC2 · z2 + bCD · z2 + b · z1 ·D2

|CD + z1 · z2|2
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s obzirom da je bD = aC (uslov (∗)), imamo

=
aCD · z1 + aC2 · z2 + aC2 · z2 + aCD · z1

|CD + z1 · z2|2

=
aCD(z1 + z1) + aC2(z2 + z2)

|CD + z1 · z2|2

=
aCD · 2Re z1 + aC2 · 2Re z2

|CD + z1 · z2|2 .

Vidimo da su u dobijenom izrazu i u brojiocu i u imeniocu realni brojevi,

odakle zakǉuqujemo da je i izraz
az1 + bz2

CD + z1 · z2
realan broj, qime je nax tvr±eǌe

dokazano.

Dokaz 2. Ideja ovog dokaza je da poka¼emo da je, uz dati uslov (∗), imagi-
narni dio datog izraza uvijek nula.

Im

(
az1 + bz2

CD + z1 · z2

)
=

1

2i

(
az1 + bz2

CD + z1 · z2
− az1 + bz2

CD + z1 · z2

)

=
1

2i
· aCDz1 + a(z1z1)z2 + bCDz2 + bz1(z2z2)− aCDz1 − bCDz2 − a(z1z1)z2 − b(z2z2)z1

|CD + z1 · z2|2

=
1

2i
· aCDz1 + aC2z2 + bCDz2 + bz1D2 − aCDz1 − bCDz2 − aC2z2 − bD2z1

|CD + z1 · z2|2

=
1

2i
· D(z1 − z1)(aC − bD) + C(z2 − z2)(bD − aC)

|CD + z1 · z2|2
(∗)
= 0,

qime je dokaz 2 zavrxen.

Dokaz 3. Predstavi²emo kolmpleksne brojeve u Ojlerovom obliku, tj. neka
je z1 = Ceiϕ1 i z2 = Deiϕ2 . Napomenimo da je 2 cos ϕ = eiϕ + e−iϕ.

Tada je, uz uslov bD = aC,
az1 + bz2

CD + z1 · z2
=

aCeiϕ1 + bDeiϕ2

CD + Ceiϕ1 ·Deiϕ2
=

aC(eiϕ1 + eiϕ2)
CD(1 + ei(ϕ1+ϕ2))

=

ae
i(ϕ1+ϕ2)

2

(
e

i(ϕ1−ϕ2)
2 + e

− i(ϕ1−ϕ2)
2

)

De
i(ϕ1+ϕ2)

2

(
e
− i(ϕ1+ϕ2)

2 + e
i(ϕ1+ϕ2)

2

)

=
a · 2 cos ϕ1−ϕ2

2

D · 2 cos ϕ1+ϕ2
2

=
a cos ϕ1−ϕ2

2

D cos ϕ1+ϕ2
2

,

pa je izraz
az1 + bz2

CD + z1 · z2
realan broj.

Uoqimo da, za a = b = 1 i C = D = 1, izraz
az1 + bz2

CD + z1 · z2
ima oblik

z1 + z2

1 + z1z2
.

Da je izraz
z1 + z2

1 + z1z2
realan broj, mo¼emo pokazati i na sǉede²i naqin:

z1 + z2

1 + z1z2
=

z1 + z2

1 + z1 · z2
· z1 · z2

z1 · z2
=

z2 + z1

z1 · z2 + 1
=

(
z1 + z2

1 + z1 · z2

)
.
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Qitaocima predla¼emo da sami rijexe sǉede²e varijante datog zadatka:
1. Neka su dati kompleksni brojevi z1 i z2, takvi da je |z1| = C, |z2| = D

i CD 6= 0. Dokazati da je izraz
az1 − bz2

CD − z1z2
(a, b ∈ R \ {0}) realan broj ako su

zadovoǉeni uslovi
b

a
=

C

D
i z1z2 6= CD.

2. Neka su dati kompleksni brojevi z1 i z2, takvi da je |z1| = C, |z2| = D

i CD 6= 0. Dokazati da je izraz
az1 − bz2

CD + z1z2
(a, b ∈ R \ {0}) realan broj ako su

zadovoǉeni uslovi
b

a
= −C

D
i z1z2 6= −CD.

3. Neka su dati kompleksni brojevi z1 i z2, takvi da je |z1| = C, |z2| = D

i CD 6= 0. Dokazati da je izraz
az1 + bz2

CD − z1z2
(a, b ∈ R \ {0}) realan broj ako su

zadovoǉeni uslovi
b

a
= −C

D
i z1z2 6= CD.
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OBAVEXTEǋA

,,KENGUR BEZ GRANICA“

Druxtvo matematiqara Srbije, sa odobreǌem Me±unarodne asocijacije
,,Kengur bez granica“ sa sedixtem u Parizu, od xkolske 2006/07 godine orga-
nizuje u Srbiji Me±unarodno matematiqko takmiqeǌe ,,Kengur bez granica“. U
okviru takmiqeǌa uqenici, sad ve² u preko 50 dr¼ava, u isto vreme razmixǉaju
o istim problemima i rexavaju iste zadatke. Proxle godine na takmiqeǌu je
uqestvovalo oko 5 miliona uqenika, od toga preko 18 000 iz Srbije.

Datum i vreme takmiqeǌa jedinstveno je u celoj Evropi:

18. mart 2010. godine u 10 qasova.

Uqenici se takmiqe u kategorijama, od 2. razreda osnovne do 4. razreda
sredǌe xkole.

Prijave se mogu izvrxiti na tri naqina:
1. Preko web stranice Druxtva matematiqara Srbije

www.dms.org.rs/kengur

2. Elektronskom poxtom na adresu kengur@dms.org.rs.
3. Obiqnom poxtom na adresu Druxtva matematiqara Srbije, Kneza Miha-

ila 35/IV, 11000 Beograd, sa naznakom ,,za Kengur“.
Sveske sa ura±enim zadacima iz prethodnih pet godina mogu se nabaviti

preko Druxtva matematiqara.


