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PRIMENA PRINCIPA REZOLUCIJE U TEORIJI FAZI
SKUPOVA KOD OCEǋIVAǋA UQENIKA IZ MATEMATIKE

1. Uvod u fazi teoriju

Fazi skup predstavǉa osnovni element za obradu nepreciznosti u fazi te-
oriji. Za razliku od klasiqnog, diskretnog skupa koji predstavǉa kolekciju
elemenata sa istim svojstvima, za fazi skup mo¼emo re²i da predstavǉa ko-
lekciju elemenata sa sliqnim svojstvima. Da bi se opisala pripadnost nekog
elementa fazi skupu koristi se fazi funkcija pripadnosti. Teorija fazi sku-
pova, rasutih, rasplinutih skupova, predstavǉa pogodni matematiqki aparat za
izradu modela razliqitih procesa u kojima dominira neizvesnost, vixeznaqnost,
subjektivnost, neodre±enost itd.

U klasiqnoj teoriji skupova vrednost µA(x) iskaza ,,element x pripada skupu
A“ mo¼e biti 0 ili 1, tj. pripadati skupu {0, 1}. Ukoliko skup {0, 1} zamenimo
intervalom [0, 1], tada funkcija pripadnosti µA elemenata postaje ,,rasplinuta“,
i ona definixe ,,koliko neki element x univerzalnog skupa X pripada skupu A“,
odnosno odre±uje stepen slagaǌa s koncepcijom koju predstavǉa fazi skup A.

Definicija 1. Fazi skup A iz skupa X mo¼e se definisati kao skup
ure±enih parova (x, µA(x)),

A = { (x, µA(x)) | x ∈ X }, µA(x) ∈ [0, 1]
gde je µA funkcija pripadnosti (ili karakteristiqna funkcija) skupa A i pri
tom µA(x) predstavǉa stepen pripadaǌa elementa x fazi skupu A.

Ukoliko je µA(x) ve²e, utoliko ,,ima vixe istine“ u tvr±eǌu da element x
pripada skupu A.

Slika 1. Prikaz klasiqnog i fazi skupa
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Teorija fazi logike je deo xire teorije fazi skupova. Ona proxiruje kla-
siqnu logiku na neprekidno podruqje istinitih vrednosti unutar segmenta [0, 1],
omogu²avaju²i definisaǌe i prelaznih vrednosti, a ne samo konvencionalne bi-
narne vrednosti. Teorija fazi skupova proxiruje ograniqeǌe binarnih skupova
tako xto omogu²uje stepenast ili mekxi prelaz me±u skupovima, xto je naro-
qito pogodno za opisivaǌe neodre±enih, vixeznaqnih situacija i pojava. Kod
fazi skupova, element nije strogo unutar, niti je strogo izvan skupa, on mo¼e
biti delimiqno u skupu. Stoga, funkcija pripadnosti za fazi skupove uzima
vrednosti iz intervala [0, 1] za razliku od skupa vrednosti {0, 1} kod klasiqnih
skupova.

Fazi zakǉuqivaǌe je zasnovano na fazi logici i oponaxa ǉudsko zakǉuqiva-
ǌe sa pribli¼nim informacijama i neizvesnostima prilikom donoxeǌa zakǉu-
qaka. Ono se sastoji od nekoliko pravila, skupa qiǌenica i od samog zakǉuqka.
Fazi pravila povezuju ulazne promenǉive sa zakǉuqkom, odnosno uslove sa od-
re±enim radǌama koje treba izvrxiti. ǋihova forma se mo¼e opisati AKO-
ONDA pravilima, gde je AKO-deo pravila uslov, a ONDA-deo predstavǉa za-
kǉuqak, akciju. Izvrxavaǌe fazi zakǉuqivaǌa se najqex²e opisuje modelom
fazi logike prikazanom na slici 2.

Slika 2. Model zakǉuqivaǌa u fazi logici

Model zakǉuqivaǌa u fazi logici obuhvata tri osnovna dela i to:

1. fazi ulazne i izlazne promenǉive, koje su definisane svojim fazi vredno-
stima,

2. skup fazi pravila,

3. mehanizam fazi zakǉuqivaǌa.

Fazi pravila se primeǌuju nad fazi vrednostima, koriste²i fazi logiqke
operacije. Logiqke fazi vrednosti su, na primer, ,,dobar“, ,,vrlo dobar“, ,,vixe
od dobrog“ i tako daǉe. Ovi fazi pojmovi se najaex²e predstavǉaju ǌihovim
funkcijama pripadnosti. Funkcija pripadnosti pokazuje doseg do koje je neka
vrednost ukǉuqena u fazi pojmu. Na primer, problem dovoǉnog znaǌa i zavrxe-
tak razreda. Fazi pravilo definixe broj bodova, kao granicu, uslov za prelaz
na znaǌe potrebno za pozitivan uspeh i zavrxetak razreda. Na primer, uslovno
fazi pravilo mo¼e da ka¼e: AKO JE uqenik u svakoj predvi±enoj aktivnosti po-
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stigao vixe od 20 bodova, TADA je uspeh iz predmeta pozitivan, odnosno mo¼e
zavrxiti razred.

Oceǌivaǌe znaǌa uqenika se mo¼e generalno opisati teorijom fazi logike,
koja kao ulaz ima fazi vektor, a izlaz je klasiqan broj, skalar koji predstavǉa
ocenu uqenikovog znaǌa.

2. Oceǌivaǌe uqenika iz matematike

Za razliku od klasiqnog skupa koji ima oxtre granice razdvajaǌa elemena-
ta, pripadnost elemenata u fazi skupu se dozvoǉava sa odre±enom pouzdanox²u.
Tako granice razdvajaǌa u broju postignutih bodova kod oceǌivaǌa uqenika
mo¼emo shvatiti sa odre±enim stepenom pouzdanosti. Predlo¼eni novi naqin
oceǌivaǌa uqenika iz Matematike, bazira se na prednostima, mogu²nostima i
novim tehnikama, koje omogu²uju nove iformacione tehnologije i osobine teorije
fazi skupova i fazi logike.

Definicija 2. Za zadato a ∈ (0, 1], α-presek Aα fazi skupa A je obiqan
podskup skupa X definisan kao

(2) Aα = {x ∈ X | µA(x) > α }.

Ukoliko je α2 > α1, tada je Aα2 ⊂ Aα1 . Strogi α-presek imamo ako u
definiciji stavimo µA(x) > α. Koriste²i α-presek, fazi skup mo¼emo zapisati
kao

(3) A =
∫

(0,1]

α ·Aα =
∑
α

α ·Aα.

α-presek se qesto koristi za proxireǌe klasiqnih na fazi skupove. Funkcija
pripadnosti se mo¼e izraziti pomo²u α-preseka na slede²i naqin:

(4) µA(x) = sup
α∈(0,1]

min(α, µAα(x)),

gde je µAα(x) funkcija pripadnosti obiqnog skupa Aα i uzima vrednosti 0 ili 1.

Primer. α-presek fazi skupa C, koji opisuje koncept ,,dobar uspeh“.

C =
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+
0.1
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+
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,

α1 = 0.1, A0.8 = {20, 90},
α2 = 0.5, A0.5 = {30, 80},
α3 = 0.8, A0.2 = {40, 70}.



8 M. Bjelica, D. Rankovi²

Slika 3. α-preseci fazi skupa C

Primer oceǌivaǌa uqenika. U naxem modelu oceǌivaǌa, prostor pri-
padaǌa je skup X = {0, 1, 2, 3, . . . , 99, 100}. Radi lakxeg razumevaǌa naxeg pro-
blema, pretpostavimo da je broj bodova uspeha, postignu²a za svaku aktivnost
uqenika iz skupa X = {10, 20, 30, . . . , 90, 100}. Posmatra²emo slede²e fazi sku-
pove:

A = ,,odliqan uspeh“, B = ,,vrlo dobar uspeh“,

C = ,,dobar uspeh“, D = ,,dovoǉan uspeh“,

E = ,,nedovoǉan uspeh“,

qije su funkcije pripadnosti prikazane slede²om tabelom.

Tabela 1. Funkcije pripadnosti datih skupova



Primena teorije fazi skupova kod oceǌivaǌa uqenika 9

Fazi skupove mo¼emo predstaviti preko podrxke (support) fazi skupa. Po-
drxka fazi skupa jeste klasiqan skup elemenata x ∈ X, takvih da je µA(x) > 0,
u oznaci supp(A) = {x ∈ X | µA(x) > 0 }. Tada je

supp(A) = {50, 60, 70, 80, 90, 100},
supp(B) = {40, 50, 60, 70, 80, 90, 100},
supp(C) = {20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90},
supp(D) = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80},
supp(E) = {10, 20, 30, 40, 50, 60}.

Fazi skup A, qija se podrxka sastoji od samo jednog elementa iz X i pri tom
je µA = 1 naziva se fazi singlton (singleton). Element x ∈ X, za koji va¼i
µA = 0.5 naziva se taqka prolaska (crossover point).

Ukoliko je skup X diskretan, X = {x1, x2, . . . , xn}, fazi skup A se mo¼e
predstaviti pomo²u ure±enih parova:

(5) A = {(x1, µA(x1)), (x2, µA(x2)), . . . , (xn, µA(xn))}.
Tako za skup B, u naxem primeru mo¼emo pisati B = {(10, 0), (20, 0), (30, 0),
(40, 0.1), (50, 0.3), (60, 0.8), (70, 1), (80, 1), (90, 0.8), (100, 0.5)}.

Koriste²i podrxku na fazi skupu A, mo¼emo pisati

(6) A =
µ1

x1
+

µ2

x2
+ · · ·+ µn

xn
=

n∑

i=1

µi

xi
.

Znak ,,+“ oznaqava uniju elemenata, a µi odgovaraju²i stepen pripadaǌa elementa
xi, pri qemu je µi = µA(xi) > 0. Tako bismo nax skup B predstavili na slede²i
naqin

B =
0.1
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+
0.5
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+
0.8
60

+
1
70

+
1
80

+
0.8
90

+
0.5
100

.

Pod ,,nivoom zadovoǉeǌa h“ podrazumevamo vrednost iz segmenta [0, 1] sa ko-
jom su (u najgorem sluqaju) zadovoǉene sve kriterijumske funkcije i sva ograni-
qeǌa postavǉenog problema fazi matematiqkog programiraǌa. U naxem modelu
oceǌivaǌa nivo zadovoǉeǌa je uslov od 20 bodova, koji se postavǉa da bi se
mogla izraqunavati tra¼ena vrednost ocene.

3. Primena principa rezolucije

Va¼na osobina fazi skupova jeste princip rezolucije (resolution principle),
za koji koristimo prethodno uvedeni pojam α-preseka, koji jox nazivamo i α-
odsecaǌe (α-cut). Skup nivoa datog fazi skupa A je

(7) λA = {α | α = µA(x) za neko x ∈ X }.
Za naxe fazi skupove mo¼emo pisati:

A0.5 = {70, 80, 90, 100}, C0.8 = {40, 50, 60, 70}, E0.3 = {10, 20, 30, 40, 50},
λA = {0.1, 0.3, 0.5, 0.8, 1}, λC = {0.1, 0.5, 0.8, 1}.



10 M. Bjelica, D. Rankovi²

Princip rezolucije oznaqava da se fazi skup A mo¼e dekomponovati na skup
fazi skupova αAα, α ∈ (0, 1]. S druge strane, fazi skup A mo¼e biti pred-
stavǉen unijom odgovaraju²ih skupova, xto se naziva teoremom reprezentacije.
Fazi skup se mo¼e predstaviti u obliku odgovaraju²ih α-odsecaǌa bez gubitka
informacije o funkciji pripadnosti.

Nax posmatrani skup A mo¼emo predstaviti kao A =
0.1
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+
0.3
60

+
0.5
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+
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+
1

100
i koriste²i se principom rezolucije, skup A se mo¼e napisati

na slede²i naqin:
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+
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,

ili, u domenu αAα skupova,

A =
0.1
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+
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+
1

100

= 0.1
(
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1
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+
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+
1
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+
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+
1

100

)

+ 0.3
(

1
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+
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+
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+
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+
1
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)

+ 0.5
(

1
70

+
1
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+
1
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+
1

100

)

+ 0.8
(

1
80

+
1
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+
1

100

)

+ 1
(

1
90

+
1

100

)

= 0.1A0.1 + 0.3A0.3 + 0.5A0.5 + 0.8A0.8 + 1A1 =
⋃

α∈λA

αAα,

gde je λA = {0.1, 0.3, 0.5, 0.8, 1}, pri qemu je

0.1A0.1 = 0.1
(

1
50

+
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+
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+
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)
,

0.3A0.3 = 0.3
(

1
60

+
1
70

+
1
80

+
1
90

+
1

100

)
,
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0.5A0.5 = 0.5
(

1
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+
1
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+
1
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+
1

100

)
,

0.8A0.8 = 0.8
(

1
80

+
1
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+
1

100

)
,

1A1 = 1
(

1
90

+
1

100

)
.

Naxi posmatrani skupovi se mogu predstaviti grafiqki:

Slika 4. Fazi skup A – ,,odliqan uspeh“

Slika 5. Fazi skup B – ,,vrlo dobar uspeh“

Slika 6. Fazi skup C – ,,dobar uspeh“
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Slika 7. Fazi skup D – ,,dovoǉan uspeh“

Slika 8. Fazi skup E – ,,nedovoǉan uspeh“

Teorema predstavǉaǌa. Neka je α ∈ [0, 1] i A obiqan skup. Nivo αA je
fazi skup u kojem svaki element ima stepen pripadnosti jednak α. Svaki
se fazi skup mo�e predstaviti kao A =

∑
α

αAα, odnosno A =
∫
[0,1]

αAα.

Presek α-nivoa se qesto koristi za proxireǌe klasiqnih skupova na fazi
skupove.

4. Zakǉuqak

Predlo¼eni naqin oceǌivaǌa bi trebalo da doprinese efikasnijem, objek-
tivnijem, br¼em i kvalitetnijem proceǌivaǌu uqenikovih znaǌa i vextina, xto
bi doprinelo pove²aǌu ukupne efikasnosti, kvaliteta i osavremeǌavaǌa qita-
vog vaspitno-obrazovnog rada u xkoli, a istovremeno obezbedilo i boǉi sistem
selekcije uqenika za daǉe xkolovaǌe, jer ²e se u budu²nosti i xkole oceǌivati
na osnovu prolaznosti uqenika na prijemnim ispitima za upis na vixe nivoe
obrazovaǌa, xto je ve² prisutna praksa u nekim zemǉama.
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Slika 9. Grafiqki prikaz povezanosti ulaznih raspona mogu²ih ulaznih vrednosti,

tj. postignu²a uqenika i odgovaraju²ih izlaznih vrednosti, tj. ocena uqenika
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