HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIK0J ITKOJIN

Mp Bopbe Kprunuh

AJITOPNTMHN Y CPEIILOIMIKOJICKOJ HACTABU MATEMATUKE

[Tojam anropurma ce jaBiba AOCTA PAHO y MAaTeMATANM (MAKO CAMO MME IOTHYE
on apaickor MateMaruuapa As Xopesmuja) u npencraBba HOCTyHak (Ipouenypy).
Y CpemmOmKOICKO] MATEMATHUIN je BePOBATHO Hajmo3Hatwju EykaIumoB amropuram,
IOCTYTAK KojuM ce mnobuja (m3meby ocramor) HajMamu 3ajeHUYKM JEJANAL IBA [IPU-
pozHa 6poja, nHAUE MO3HAT (KAKO MME M KasKe) Ol y CTAPOrPYKOj MATEMATHUIM. 3a-
IpaBO, YMHU Ce Ja je aJrOpuTaM, Kao HAUMH pelaBama Ipobiema, jeZHO BpeMe O6uo
CKOPO W jeVHU HAUMH DellaBama CIOKEHUjUX Ipobiema; HAWMe, TOCTa AYro Ce HU-
je morsno mpehwm mpeko Tora ma ce ,HEImTO HE MOMKEe YPamUTH“, OJHOCHO HUje Ce HU
IOMMINJBAJIO Ja pelleme Ipobiema Moke Oa Oyle NOKa3 ersucTeHNrje pemema 0e3
edexTuBHe KOHCTPYKUUje. MeDy HajnozHaTujum MeTonaMa KOje ce MOT'Y IOJBECTH IIOX
OHO INTO C€ DAHAC HA3UBA AJTOPUTMOM j€ CBAKAKO U ,,METOMa MCIPIbUBAMKA , KOjy je
pa3Buo Apxumes U MpeacTaB/ba OCHOBY 3a OHO IITO CE€ JTAHAC HA3UBA WHTETDAI]OM
(1j. HapGyoBum cymama; Tpeba HAOMEHYTH Ja ApXuMel HUje 3HAO 3a KOODIMUHATHI
cucteM, Beh je pauynajyhu nmopmuny ncnoxn napabose KOPUCTHO CAMO T€OMETPUjCKY
nepununujy mapabone). Kama je osaj maumu pasmumubama npuxsalien, passuo ce
npuiaryas 0poj obiracTu MareMarTrke Koje cy oxpebuBase ersucreHimjy pemema Oe3
BUXOBOI onpebuBama, a, HA HpUMep, HyMEPUYKA MATEMATHUKA je DA3BUIA U UNTAB
HU3 ajropurama KojuMa ce oapeDyjy npubnuwksa (X0 IPOU3BOJGHE TAUHOCTHU) DELICHA
HEKUX jeTHAUYNHA.

WNnaxk, tpeba pehm n na ce yBobhemem HOBUX MeTOIa 3a pemaBame Ipobiema
4ecTo memaBaso (M Hemasa) Aa YOBEK 3a00paBU HA ,,0CHOBeHe Meroze“. Jeman ox
MO3HATUjUX WCTOPHUjCKAX IPUMEpa 3a OBO je KaHTOPOB MUjaroHAJHU MOCTYIAK, KOjU
j€ pa3permmo HEKOJUKO BUIe IONUHA OTBOPEHUX IPObJeMa U HPEACTAB/HA0 IPABO U3-
HeHabeme 3a MareMaTHyape TOI BpeMeHa. Y CPEIHOMKOJICKOj HACTABUA MaTEMATHUKE
nojaMm anropurma Hajuembhe Tpeba ma ce jaBiba y KoMOuHATOpUMIM, MeDyTuM, Kako je
HACTaBa KOMOMHATODUKE NPWINYHO cMameHa (Mopamo pehu u na oBa obmact, He Ge3
pasiora, Baskd 3a je[Hy OJ TEKHUX), 0OMUHO ce mena opne cycpelly ca map oBakBux
KOHCTPYKIHja. TakBO CTame HUje KAPAKTEPUCTUYHO CaMO 33 HALLy 3eMJbY; n00ap npu-
Mep (MCTMHA Ha HAJBUIIEM CPeIEONIKOICKOM HUBOY) je W 3aJaTak 3 Ca IOHe JINCTe,
KOjU je KOMIUIeTHO pemwio camo mBa (ox mpeko 500) yuennka na Mebynaponnoj ma-
temaTnuko] omummmjanu 2007. romquue. Behuna Tymavema unamosa komucuje (Koja
HUje OYeKMBaJa OBakKo Jomy ypabemocr oBor 3amarka) Oumia je na Cy ce y4eHMOU
,,OIBOjIN “ O OCHOBHUX METOZA peIlaBama; HauMe, BeNuHA NAHAMILUX TERUX KO-
CKUX M TAKMUYAPCKUX 33JaTaKa O] YUEHNKA O0MUHO 3aXTeBa KOHCTPYUCAhE HEKE BPCTe
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MHBapUjaHTe uiu riodanHor npebpojaBama, JOK Ce€ PETKO KaJ| O yUEHNKA 3aXTEBa Ia
e(EeKTUBHO KOHCTPYUIE pememne (0BO Ce Jarano Mema nopeliaBameM BasKHOCTU HACTA-
Be PAUyHAPCTBA ¥ CPENIBUM MEKOJIAMA).

3a Kpaj majeMo TpU MpUMepa AJrOpUTMa KOjU Cy Ce jaBJ/hasd MO PA3HUM TAKMU-
yemuma. Tpeba HamoMeHyTu Aa je OuraH (jako 4ecTo Texu) neo mpobieMa JTOKA3aTh
[la ITrOPUTAM 3aKMCTa T0BOAU 10 (TadHor!) pemema, Tj. JOKA3aTU KOPEKTHOCT aJrOpPH-
T™Ma (Ha DPUMEp, YeCTa IPENIKA YUEHUKA y PAUYHAPCTBY j€ KOHCTPYKIM]a AJIrOPUTMA
KOJU Ce He 3aBpIIABA, Tj. YIALa Y TAKO3BaHy ,0ECKOHAUHY HETLY “).

3ANATAK 1. IlaTe cy nBe KOHAUHE (aMUIIMje NHTEPBAIA, TAKO 14 je 30Up Ly/KuHA
rHTEpBaNa y cBakoj damumnnju jemaax 1. Jlokazaru ga ce OHM MOT'Y PACHOPEINATH HA
rHTEpBaJ Ay:kuHe 1,51 Tako Ta cy MHTepBaJu U3 UCTe paMUiInje AUCjYHKTHU, a UHTED-
BaJIM W3 PA3NIAYUTUX (aMUIMja WM OAACJYHKTHU WM jefaH On HUX CAIPKUA APYIU.
JlokazaTu ma mocroje paMmimje TAKO Na HE IOCTOJU OBAKaB PACIOpE] Ha WHTEPBAJ
nysxuae 1,49.

Pewewe. HazoBumo unTepBase IpBe paMuinje ypeerum, a gpyre beaum. Bpmu
ce ciemehu amropuram:

1° Gupa ce (jeman on) MHTepBaJa MaKCUMAJHE Oy:kuHEe KOju Beh Huje kKopumhes;

2° wmeby wuaTepBanmma mpyre Goje y3uma ce Hajehw koju je moryhe mocraBuru y
unTepBay u3abpan y 1° (u xoju Beh nuje kopumlien) u nocrasu y 1°;

Kopak 2° ce moOHaBbA JOK TOX je To Moryhe, a HakoH Tora ce Bpaha Ha kopak 1°.

OBako omucaH ajJropuraM ce 3aBpliaBa, jep Cy y NUTAmy KOHAUHE (aMUIIMje
UHTEpBAa.

Hexka cy unTepBanu Gupanu y kopaky 1° ,,0CHOBHU MHTepBaJu‘ U HEKA je MOC-
Jenme OUpaHu OCHOBHU MHTEPBAJ NpBeH. Taxa je My:KuHa HOKPUBEHOr Iesia OCHOBHUX
Bemux unTepBaJa Belia Ox Ay:KUHe HEIOKPUBEHOr Hena (MHaue Ou ce mMOCae iy OCHOB-
HU [[PBEHU MHTEPBAJ MOra0 CMECTUTH ¥ O€JIr OCHOBHU WHTEPBAJ, & OH j€ Mame Iy KUHe
OJ CBUX JO Taja MCkopumlieHUX NPBEHMX MHTePBaJa), Ila je Makap % LIy’KUHE CBUX
Oesux MHTEpBaJja MOKpUBeHa Buime ox jexHoMm. Cremu na je Oy:KMHA CBUX OCHOBHUX
VHTepBaJa HajBume 1,5, OMHOCHO OHU Ce MOT'Y PACIOpPEAUTH Ha MHTEPBAJI Ay:kuHe 1,51.

Ca mpyre cTpane, ako TIpBY (aMunujy 4ymHe nBa uHTepBasia ay:xkuse 0,5, a npyry
naTepBad ay:xute 0,999 u unreppan nysxune 0,001, oHM ce HE MOTY PACIOpPEANTH TAKO
3 UCOYHABajy YCIOBE 3aJaTKa Ha WHTEPBAJ Ay:kuHE Mame ox 1,499.

3ANATAK 2. IlokazaTu ma ce mpousBosbHA Oujeriuja f: Z — Z Moxke mpencTa-
BuTH y 00iuky f = u + v, rme cy u,v: Z — Z Oujeruuje.

Hanomena. Cavunn 3ananu ce decto Bubajy NPUIMKOM MCIUTUBAMKA KAPIHA-
aHOCTU CRynoBa (Bumeru HOp. [3], crpane 46 u 47). 3amarak 2 je 3ampaBo U HACTAO
OTEKABAKEM OBOT 3aaTKA.

Peweme. Kaxko je f 6ujexkrmja, f = u-+v < Id=wuo f~1+vo f~!, 1j. rBpheme
je moBosHO nokazaru 3a f = Id.

Hexra je u(0) = v(0) = 0. Bpemmoctu ¢ymrmmja w m v y Tadykama m u —m
pauynajy ce mo caeneheMm amropurmy:
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1° Hexa je i = 1;
2° wmera cy k u [ Hajmamu npupogau OpPOjeBU KOju ce He Haja3e y CAumu GyHOUja u
1 v, PEIOM;

(a) ako je k < I, meka je u(—i) = —k, u(i) =k, v(—i) =k +14, v(i) = -k — i;
(6) aro je k >, mera je u(—i) = =l — i, u(i) =141, v(—i) =1, v(i) = —1;

3° ako je ¢ = m aJropuram ce 3aBpliaBa, uHade, ¢ ce moBeha 3a 1, a HakoH Tora ce
BpaTy Ha Kopak 2°.

OBuM anropuTMOM Ceé MOTY Ne(PUHUCATH BPEIHOCTH (YHKIUjA U U U 3a IPOU3-
BosbaH 11e0 Opoj. Takobe, one cy cypjeruuje. 3aucra, ako je n € N Hajmamu 6poj 3a
KOJU HUje Y Cauiy GYHKOMje u (MM He HAJA3M y CJIULU U, & HAJA3U Y CIULYA U), TALa
fie ce n mahu y caumnm w (0mHOCHO v) y HAPEAHO] MPUMEHU KOPaka 2° MPETXOIHOT
agropurma. Ciamyno, ako ce M He HAJA3W HUA y Caunu u Hu y cawnu v, Hahu he ce
HAKOH JBE IMPUMEHE KOpaka 2° MPeTXOMHOT AJrOPUTMA.

Axo je u(i) = u(j) = m 3a ueke 4,7, i < j u m > 0 (amamor=o ce mokasyje
y cayuajy m < 0; u3 nepununmje u ciaemu ma je u(N) € N u u(—N) C —N,
IITO ONPAaBIaBa OBY IPETIOCTABKY ), Taga ce u(j) He medpunume KopakoM 2(a) ropmer
anropur™a (momro je w(i) = m, ma M HUje HajMambU TPUPOAHWU OPOj KOju ce He
HAJIA31 y Caunu GYHOUje u y j-TOM Kopaky), ma je u(—j) = —l—j, u(j) =1+j = m,
v(—j) =1, v(j) = =l 3a meko . Cuenu i < j < m. Mebhyrtum, 360r i + 1 < m caenn
na ce uu u(i) He meuHMIIE KOPAKOM 2(a) rOpHEr aJropurMa (IOWTO je Ce HAKOH i
KOpaka y ciuny v Hajasn ¢ < m— 1 nprponanx OpojeBa, ma m He MOKe OUTU HajMAEbU

oxn mpeocranux). Hakme, nocroju k < [ rako xa je u(—i) = =l —k, u(i) = k+1i = m,
v(—i) =k, v(i) = —k. Ciemu i = m —k > m — [ = j, W10 je y KOHTPAIVKIUJU Ca
1< 7.

Amnanorso ce nokasyje na e Moske 6uru v(i) = v(j) = m 3a Heke 4, j, ¢ # j, ma
clemy [a Cy U U U U UHjeKIyje.

Konauso, 3a cBako ueno n je u(n) +v(n) = n (oBe BpensocTn cy AeduHUCAHE ¥
N-TOM KOpakKy ajaropurma), tj. u + v = Id.

3AIATAEK 3. Ha mMaTeMaTuUukoM TaKMUYEHY HEKU YUCHUIM CY IPUjATebU; aKo je
A npujarem ca B, tana je u B mpujarem ca A. I'pyna yuyenuka ce Ha3uBa 0pyscuHa
AKO Cy CBaka [Ba y4eHWKa y TOj rpymu npujarenu. (Cmemujanano, cBaka rpyma ca
Mame O [Ba YJYEHUKA je APY#kUHA.) Dpoj y4yeHUKa Y INDY:KUHUM HA3UBA Ce HEHOM
BEAUNUHOM.

Ha oBoM TakMuuemy MakCHMaJHA BeJIWUMHA APY:KUHE je mapan 0poj. lokasa-
T & Ce YYEHWIM MOrY DACIOPEeIUTH y ABe cobe, TAKO Oa je MAKCHUMAJIHA BEJIMUUHA
IpYysKUHE vV jemHoj cobu jemHaKa MAaKCUMAJHO] BEJIUUMHU APY:KUHE ¥ OPYTOj COOM.

Pewemwe. Heka cy cBu yueHuIm jeue o OpY:KUHA MAKCUMAJHE BEIUYUHE 2N CMe-
mrenn y coby X, a ocranu y cody Y. YueHura te npyskunHe HazoBuMo lI-yuenunuma.
Hexra cy d(X) y d(Y) makcumanue Benuuuse apysxkuna y cobama X u 'Y, pemxom. Ipe-
BauuBameM jemHor yuyenura u3 cobe X y coby Y, d(X) ce cmamyje 3a 1, a d(Y') ce
i He Mewa uin nosehiasa 3a 1, ma ce d(X) —d(Y) Mema wim 3a 1 wim 3a 2. Iakme,
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HACTABKOM OBOT TOCTYIKA, y jemHoMm momenty he Guru mnu d(X) = d(Y) (unme Gu
fuio mokazano TBpheme 3amarka) mwm d(Y) = d(X) + 1.

Hera je d(X) =1, d(Y) =1+ 1. ¥Y macTaBKy ce pasiuryjy cuTyanmje:
1° Axko nocroju II-yuenuk koju He npunaga HEKO] O APYKUHA MAKCUMAJIHE BEIUUNHE

y Y, merosuM npebamueamem y coby X ocraje d(Y) =1+ 1, anmm ce mosehasa
d(X), tj. mocraje d(X) =1+ 1, ma je nokasano tepheme 3anarka.

2° Wuaue, cBu II-yuenuru y Y mpumagajy cBuM Apy:KUHAMA MAKCUMAJHE BEIUUNHE
y Y. Tana npousBomna apysxnua Bemquuube | + 1y cobu Y campwu 2n — [ II-
yuenuka, na je 0 <1+ 1—(2n—1) = 2(n — 1) + 1 menapan 6poj, OAHOCHO BasKU
1<141-(2n—1). Opyrum peunMa, y cBakoj Apy:kunu Beawuune [ + 1y YV
MOCTOjU yUYEHUK Koju Huje II-yueHuk.

Ilorae ron mocroje mpyskune Beauuube | + 1y YV (uMa ux Komauno), pamu ce
cnemefie: youum ce mpysxkuHa Beaumumbe | + 1, y ®0j ce youm yueHuk koju Huje II-
yuenuk u npebamnu y coby X. Ha oBaj mauun he y jeaHOM MOMEHTY HECTATH APY:KAHA
emunte [ + 1y Y (kako ce d(Y') niu me Mewma nunu cmamyje 3a 1, rana he Gurn
d(Y) =1), na je y 0BOj cuTyanuju jom HOBOJLHO MOKA3ATH Ja OBAM IOCTYIKOM OCTaje
d(X) =1

Saucta, ako 6u ce y X crTBOpMIa APY:KWMHA Beauuuse | + 1, Tama CBU ydyeHUIU
Te mpysxkuHe mosHajy cBux 2n — [ Il-yuenmka y Y (wim no maumHy Oupama, ako Cy
npebavenu u3 Y, wiu cy I[l-yuenunu), ma yHuja OBe IBE APYKUHE UMHU IPYIKUHY
semuune (I + 1)+ (2n—1) = 2n+ 1 > 2n, WTo je KOHTPAIUKIHUja Ca IPETIOCTABKOM
a je MAKCUMAJIHA BeJIWUYWHA IPYKUAHE 271.

OBuM pa3MaTpameM je TOKa3aHO TBpDheme 3amaTka.
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