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ALGORITMI U SREDǋOXKOLSKOJ NASTAVI MATEMATIKE

Pojam algoritma se javǉa dosta rano u matematici (iako samo ime potiqe
od arapskog matematiqara Al Horezmija) i predstavǉa postupak (proceduru).
U sredǌoxkolskoj matematici je verovatno najpoznatiji Euklidov algoritam,
postupak kojim se dobija (izme±u ostalog) najmaǌi zajedniqki delilac dva pri-
rodna broja, inaqe poznat (kako ime i ka¼e) jox u starogrqkoj matematici. Za-
pravo, qini se da je algoritam, kao naqin rexavaǌa problema, jedno vreme bio
skoro i jedini naqin rexavaǌa slo¼enijih problema; naime, dosta dugo se ni-
je moglo pre²i preko toga da se ,,nexto ne mo¼e uraditi“, odnosno nije se ni
pomixǉalo da rexeǌe problema mo¼e da bude dokaz egzistencije rexeǌa bez
efektivne konstrukcije. Me±u najpoznatijim metodama koje se mogu podvesti pod
ono xto se danas naziva algoritmom je svakako i ,,metoda iscrpǉivaǌa“, koju je
razvio Arhimed i predstavǉa osnovu za ono xto se danas naziva integracijom
(tj. Darbuovim sumama; treba napomenuti da Arhimed nije znao za koordinatni
sistem, ve² je raqunaju²i povrxinu ispod parabole koristio samo geometrijsku
definiciju parabole). Kada je ovaj naqin razmixǉaǌa prihva²en, razvio se
priliqan broj oblasti matematike koje su odre±ivale egzistenciju rexeǌa bez
ǌihovog odre±ivaǌa, a, na primer, numeriqka matematika je razvila i qitav
niz algoritama kojima se odre±uju pribli¼na (do proizvoǉne taqnosti) rexeǌa
nekih jednaqina.

Ipak, treba re²i i da se uvo±eǌem novih metoda za rexavaǌe problema
qesto dexavalo (i dexava) da qovek zaboravi na ,,osnovene metode“. Jedan od
poznatijih istorijskih primera za ovo je Kantorov dijagonalni postupak, koji
je razrexio nekoliko vixe godina otvorenih problema i predstavǉao pravo iz-
nena±eǌe za matematiqare tog vremena. U sredǌoxkolskoj nastavi matematike
pojam algoritma najqex²e treba da se javǉa u kombinatorici, me±utim, kako je
nastava kombinatorike priliqno smaǌena (moramo re²i i da ova oblast, ne bez
razloga, va¼i za jednu od te¼ih), obiqno se deca ovde susre²u sa par ovakvih
konstrukcija. Takvo staǌe nije karakteristiqno samo za naxu zemǉu; dobar pri-
mer (istina na najvixem sredǌoxkolskom nivou) je i zadatak 3 sa doǌe liste,
koji je kompletno rexilo samo dva (od preko 500) uqenika na Me±unarodnoj ma-
tematiqkoj olimpijadi 2007. godine. Ve²ina tumaqeǌa qlanova komisije (koja
nije oqekivala ovako loxu ura±enost ovog zadatka) bila je da su se uqenici
,,odvojili“ od osnovnih metoda rexavaǌa; naime, ve²ina danaxǌih te¼ih xkol-
skih i takmiqarskih zadataka od uqenika obiqno zahteva konstruisaǌe neke vrste
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invarijante ili globalnog prebrojavaǌa, dok se retko kad od uqenika zahteva da
efektivno konstruixe rexeǌe (ovo se lagano meǌa pove²avaǌem va¼nosti nasta-
ve raqunarstva u sredǌim xkolama).

Za kraj dajemo tri primera algoritma koji su se javǉali po raznim takmi-
qeǌima. Treba napomenuti da je bitan (jako qesto te¼i) deo problema dokazati
da algoritam zaista dovodi do (taqnog!) rexeǌa, tj. dokazati korektnost algori-
tma (na primer, qesta grexka uqenika u raqunarstvu je konstrukcija algoritma
koji se ne zavrxava, tj. upada u takozvanu ,,beskonaqnu petǉu“).

Zadatak 1. Date su dve konaqne familije intervala, tako da je zbir du¼ina
intervala u svakoj familiji jednak 1. Dokazati da se oni mogu rasporediti na
interval du¼ine 1,51 tako da su intervali iz iste familije disjunktni, a inter-
vali iz razliqitih familija ili disjunktni ili jedan od ǌih sadr¼i drugi.
Dokazati da postoje familije tako da ne postoji ovakav raspored na interval
du¼ine 1,49.

Rexeǌe. Nazovimo intervale prve familije crvenim, a druge belim. Vrxi
se slede²i algoritam:
1◦ bira se (jedan od) intervala maksimalne du¼ine koji ve² nije korix²en;
2◦ me±u intervalima druge boje uzima se najve²i koji je mogu²e postaviti u

interval izabran u 1◦ (i koji ve² nije korix²en) i postavi u 1◦;
korak 2◦ se ponavǉa dok god je to mogu²e, a nakon toga se vra²a na korak 1◦.

Ovako opisan algoritam se zavrxava, jer su u pitaǌu konaqne familije
intervala.

Neka su intervali birani u koraku 1◦ ,,osnovni intervali“ i neka je pos-
ledǌe birani osnovni interval crven. Tada je du¼ina pokrivenog dela osnovnih
belih intervala ve²a od du¼ine nepokrivenog dela (inaqe bi se posledǌi osnov-
ni crveni interval mogao smestiti u beli osnovni interval, a on je maǌe du¼ine
od svih do tada iskorix²enih crvenih intervala), pa je makar 1

2 du¼ine svih
belih intervala pokrivena vixe od jednom. Sledi da je du¼ina svih osnovnih
intervala najvixe 1,5, odnosno oni se mogu rasporediti na interval du¼ine 1,51.

Sa druge strane, ako prvu familiju qine dva intervala du¼ine 0,5, a drugu
interval du¼ine 0,999 i interval du¼ine 0,001, oni se ne mogu rasporediti tako
da ispuǌavaju uslove zadatka na interval du¼ine maǌe od 1,499.

Zadatak 2. Dokazati da se proizvoǉna bijekcija f : Z → Z mo¼e predsta-
viti u obliku f = u + v, gde su u, v : Z → Z bijekcije.

Napomena. Sliqni zadaci se qesto vi±aju prilikom ispitivaǌa kardina-
lnosti skupova (videti npr. [3], strane 46 i 47). Zadatak 2 je zapravo i nastao
ote¼avaǌem ovog zadatka.

Rexeǌe. Kako je f bijekcija, f = u+ v ⇔ Id = u ◦ f−1 + v ◦ f−1, tj. tvr±eǌe
je dovoǉno dokazati za f ≡ Id.

Neka je u(0) = v(0) = 0. Vrednosti funkcija u i v u taqkama m i −m
raqunaju se po slede²em algoritmu:
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1◦ neka je i = 1;

2◦ neka su k i l najmaǌi prirodni brojevi koji se ne nalaze u slici funcija u
i v, redom;

(a) ako je k 6 l, neka je u(−i) = −k, u(i) = k, v(−i) = k + i, v(i) = −k − i;

(b) ako je k > l, neka je u(−i) = −l − i, u(i) = l + i, v(−i) = l, v(i) = −l;

3◦ ako je i = m algoritam se zavrxava, inaqe, i se pove²a za 1, a nakon toga se
vrati na korak 2◦.

Ovim algoritmom se mogu definisati vrednosti funkcija u i v za proiz-
voǉan ceo broj. Tako±e, one su surjekcije. Zaista, ako je n ∈ N najmaǌi broj za
koji nije u slici funkcije u (ili ne nalazi u slici v, a nalazi u slici u), tada
²e se n na²i u slici u (odnosno v) u narednoj primeni koraka 2◦ prethodnog
algoritma. Sliqno, ako se n ne nalazi ni u slici u ni u slici v, na²i ²e se
nakon dve primene koraka 2◦ prethodnog algoritma.

Ako je u(i) = u(j) = m za neke i, j, i < j i m > 0 (analogno se pokazuje
u sluqaju m < 0; iz definicije u sledi da je u(N) ⊆ N i u(−N) ⊆ −N,
xto opravdava ovu pretpostavku), tada se u(j) ne definixe korakom 2(a) gorǌeg
algoritma (poxto je u(i) = m, pa m nije najmaǌi prirodni broj koji se ne
nalazi u slici funcije u u j-tom koraku), pa je u(−j) = −l− j, u(j) = l+ j = m,
v(−j) = l, v(j) = −l za neko l. Sledi i < j < m. Me±utim, zbog i + 1 < m sledi
da se ni u(i) ne definixe korakom 2(a) gorǌeg algoritma (poxto je se nakon i
koraka u slici u nalazi i < m−1 prirodnih brojeva, pa m ne mo¼e biti najmaǌi
od preostalih). Dakle, postoji k < l tako da je u(−i) = −l−k, u(i) = k + i = m,
v(−i) = k, v(i) = −k. Sledi i = m − k > m − l = j, xto je u kontradikciji sa
i < j.

Analogno se pokazuje da ne mo¼e biti v(i) = v(j) = m za neke i, j, i 6= j, pa
sledi da su u i v i injekcije.

Konaqno, za svako celo n je u(n) + v(n) = n (ove vrednosti su definisane u
n-tom koraku algoritma), tj. u + v = Id.

Zadatak 3. Na matematiqkom takmiqeǌu neki uqenici su prijateǉi; ako je
A prijateǉ sa B, tada je i B prijateǉ sa A. Grupa uqenika se naziva dru�ina
ako su svaka dva uqenika u toj grupi prijateǉi. (Specijalno, svaka grupa sa
maǌe od dva uqenika je dru¼ina.) Broj uqenika u dru¼ini naziva se ǌenom
veliqinom.

Na ovom takmiqeǌu maksimalna veliqina dru¼ine je paran broj. Dokaza-
ti da se uqenici mogu rasporediti u dve sobe, tako da je maksimalna veliqina
dru¼ine u jednoj sobi jednaka maksimalnoj veliqini dru¼ine u drugoj sobi.

Rexeǌe. Neka su svi uqenici jedne od dru¼ina maksimalne veliqine 2n sme-
xteni u sobu X, a ostali u sobu Y . Uqenika te dru¼ine nazovimo P-uqenicima.
Neka su d(X) u d(Y ) maksimalne veliqine dru¼ina u sobama X i Y , redom. Pre-
bacivaǌem jednog uqenika iz sobe X u sobu Y , d(X) se smaǌuje za 1, a d(Y ) se
ili ne meǌa ili pove²ava za 1, pa se d(X)−d(Y ) meǌa ili za 1 ili za 2. Dakle,
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nastavkom ovog postupka, u jednom momentu ²e biti ili d(X) = d(Y ) (qime bi
bilo dokazano tvr±eǌe zadatka) ili d(Y ) = d(X) + 1.

Neka je d(X) = l, d(Y ) = l + 1. U nastavku se razlikuju situacije:

1◦ Ako postoji P-uqenik koji ne pripada nekoj od dru¼ina maksimalne veliqine
u Y , ǌegovim prebacivaǌem u sobu X ostaje d(Y ) = l + 1, ali se pove²ava
d(X), tj. postaje d(X) = l + 1, pa je dokazano tvr±eǌe zadatka.

2◦ Inaqe, svi P-uqenici u Y pripadaju svim dru¼inama maksimalne veliqine
u Y . Tada proizvoǉna dru¼ina veliqine l + 1 u sobi Y sadr¼i 2n − l P-
uqenika, pa je 0 6 l + 1− (2n− l) = 2(n− l) + 1 neparan broj, odnosno va¼i
1 6 l + 1 − (2n − l). Drugim reqima, u svakoj dru¼ini veliqine l + 1 u Y
postoji uqenik koji nije P-uqenik.

Dokle god postoje dru¼ine veliqine l + 1 u Y (ima ih konaqno), radi se
slede²e: uoqi se dru¼ina veliqine l + 1, u ǌoj se uoqi uqenik koji nije P-
uqenik i prebaci u sobu X. Na ovaj naqin ²e u jednom momentu nestati dru¼ina
veliqine l + 1 u Y (kako se d(Y ) ili ne meǌa ili smaǌuje za 1, tada ²e biti
d(Y ) = l), pa je u ovoj situaciji jox dovoǉno pokazati da ovim postupkom ostaje
d(X) = l.

Zaista, ako bi se u X stvorila dru¼ina veliqine l + 1, tada svi uqenici
te dru¼ine poznaju svih 2n − l P-uqenika u Y (ili po naqinu biraǌa, ako su
prebaqeni iz Y , ili su P-uqenici), pa unija ove dve dru¼ine qini dru¼inu
veliqine (l + 1) + (2n− l) = 2n + 1 > 2n, xto je kontradikcija sa pretpostavkom
da je maksimalna veliqina dru¼ine 2n.

Ovim razmatraǌem je dokazano tvr±eǌe zadatka.
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