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Rad pred vama je neznatno izmeǌeni uvodni deo magistarske teze [7], koju je
autor odbranio na Matematiqkom fakultetu u Beogradu 2005. godine. Kao xto
naslov (direktno inspirisan naslovom klasiqne monografije [2]) sugerixe, ciǉ
rada je upoznavaǌe qitaoca sa osnovnim pojmovima i idejama teorije talasi²a.
Vixe o ovoj oblasti savremene harmonijske analize zainteresovani qitalac mo¼e
prona²i u nekoj od kǌiga sa spiska preporuqene literature.

1. Uvod

Iako je termin ,,talasi²“ (engl. wavelet) prvi put upotrebǉen tek osamde-
setih godina XX veka, teorija talasi²a ima mnogo dubǉe korene. Naime, na
samom poqetku XIX veka, Joseph Fourier je dokazao da se svaka integrabilna,
2π-periodiqna funkcija mo¼e predstaviti kao suma trigonometrijskog reda

f(x) = a0 +
∞∑

k=0

(ak cos kx + bk sin kx).

Stotinak godina kasnije, 1909. godine, u svojoj doktorskoj disertaciji Alfred Ha-
ar je posmatrao problem razvoja integrabilnih funkcija po nekom drugom orto-
normiranom sistemu funkcija. Kao osnovnu funkciju uzeo je funkciju ψ : R → R
definisanu sa

ψ(x) =





1, x ∈ [0, 1
2 ),

−1, x ∈ [ 12 , 1),
0, inaqe,

i dokazao da se svaka integrabilna funkcija mo¼e sa proizvoǉnom taqnox²u
aproksimirati linearnom kombinacijom funkcija ψj,k(·) = 2−j/2ψ(2−j · −k),
j, k ∈ Z. Polaze²i od qiǌenice da se svaka integrabilna funkcija mo¼e sa
proizvoǉnom taqnox²u aproksimirati deo po deo konstantnom (na mre¼i gusti-
ne 2−n, za dovoǉno veliko n ∈ N) funkcijom, Haar je svaku takvu (deo po deo
konstantnu) funkciju razvio po sistemu funkcija ψj,k(·). Kroz analizu dokaza te
qiǌenice mogu se na jednostavan naqin ista²i osnovne ideje multirezolucijske
analize, pa se zbog toga u daǉem tekstu daje skica ovog dokaza.
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Dakle, neka je na mre¼i gustine 2−J , J ∈ Z, svojim vrednostima1 f−J
l , l ∈ Z,

zadana deo po deo konstantna funkcija f−J (·). Funkcija f−J(·) aproksimira

se funkcijom f−J+1(·), deo po deo konstantnom na intervalima
[

l

2J−1
,
l + 1
2J−1

)
,

l ∈ Z, definisanom sa f−J+1
l =

1
2
(f−J

2l + f−J
2l+1), (funkcija f−J(·) se na intervalu[

l

2J−1
,
l + 1
2J−1

)
aproksimira svojom sredǌom vrednox²u na tom intervalu), dok

je grexka aproksimacije jednaka:

δ−J+1
2l = f−J

2l − f−J+1
l =

1
2
(f−J

2l − f−J
2l+1),

δ−J+1
2l+1 = f−J

2l+1 − f−J+1
l =

1
2
(f−J

2l+1 − f−J
2l ) = −δ−J+1

2l .

Odavde se zakǉuquje da je

f−J(x) = f−J+1(x) + δ−J+1(x),

pri qemu je
δ−J+1(x) = 2

−J+1
2

∑

l

δ−J+1
2l ψ−J+1,l(x).

Navedeni deo dokaza sadr¼i osnovnu ideju multirezolucije. Naime, deo po
deo konstantna funkcija zadana svojim vrednostima na mre¼i odre±ene gustine
(nivo sa finijom rezolucijom) aproksimira se deo po deo konstantnom funkci-
jom na mre¼i sa dvostruko maǌom gustinom (nivo sa grubǉom rezolucijom), dok
se ,,izgubǉeni detaǉi“ izra¼avaju kao linearne kombinacije baznih funkcija.
Daǉe se opisani postupak primeǌuje na funkciju f−J+1, pa na funkciju f−J+2,
. . . Dakle,

f−J(x) = f−J+2(x) +
2∑

k=1

∑

l

2
−J+k

2 ψ−J+k,l(x)δ−J+k
2l

= · · · =
∑

k

∑

l

2
−J+k

2 ψ−J+k,l(x)δ−J+k
2l .

Daǉe sledi primer realizacije opisanog algoritma za deo po deo konstantnu
funkciju sa vrednostima (3, 2, 4,−1,−1, 1,−3,−2). Naravno, u praktiqnoj rea-
lizaciji, funkcija zadana svojim vrednostima u prostoru sa najfinijom rezolu-
cijom (oznaqenom na slici sa v0) izra¼ava se kao zbir aproksimacije u prostoru
sa najgrubǉom rezolucijom (na slici v3) i detaǉa u prostorima na svim nivoima
rezolucije (na slici w3, w2, w1).

Na slede²i veliki korak u razvoju teorije talasi²a qekalo se oko osamdeset
godina. Krajem 80-ih godina XX veka, Ingrid Daubechies je dala generalizaciju
Haar-ove teze. Daubechies je uspela da za svako r ∈ Z konstruixe ortonormiranu

1 Jednostavnosti radi, za x ∈
[

l

2j
,
l + 1

2j

)
, l, j ∈ Z, umesto f−j(x) koristi²e se oznaka f−j

l
.
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bazu prostora L2(R) (funkcije ψj,k(·) = 2−j/2ψr(2−j · −k), j, k ∈ Z) sa osnovnom
funkcijom ψr(·) koja ima slede²e osobine:

1. kompaktan nosaq (interval [0, 2r − 1]),
2.

∫
R

ψ(x) dx =
∫
R

xψ(x) dx = · · · = ∫
R

xr−1ψ(x) dx = 0 i

3. pribli¼no
r

5
neprekidnih izvoda.

Navedene osobine opravdavaju termin ,,talasi²“. ǋihova oscilatorna pri-
roda (bazne funkcije su translacije odre±ene funkcije) name²e termin talas, dok
je deminutiv upotrebǉen zbog ograniqenosti ǌihovog domena (kompaktan nosaq).

2. Multirezolucijska analiza

Definicija 1. Multirezolucijska analiza je razbijaǌe prostora L2(R)
na niz zatvorenih potprostora vj , j ∈ Z, (tzv. aproksimacionih prostora) sa
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slede²im osobinama:

1. {0} ⊆ · · · ⊆ v2 ⊆ v1 ⊆ v0 ⊆ v−1 ⊆ · · · ⊆ L2(R),
2.

⋂
k∈Z vk = {0} i cl(

⋃
k∈Z vk) = L2(R),

3. (∀k ∈ Z)(f(·) ∈ vk ⇔ f(2·) ∈ vk−1),
4. f(·) ∈ v0 ⇔ (∀k ∈ Z)f(· − k) ∈ v0 i

5. postoji funkcija ϕ(·) ∈ v0 (tzv. funkcija skaliraǌa) takva da je skup
{ϕ(· − k)|k ∈ Z} ortonormirana baza prostora v0.

Lema 1. Ako je skup funkcija {ϕ(· − k) | k ∈ Z } ortonormirana baza
prostora v0, onda je svaki od skupova {ϕj,k(·) | k ∈ Z } ortonormirana baza
prostora vj, j ∈ Z, gde je ϕj,k(x) = 2−j/2ϕ(2−jx− k).

Dokaz. Neka je f(·) ∈ vj proizvoǉna funkcija. Induktivno se zakǉuquje da
je tada f(2j ·) ∈ v0, pa je

(∀x ∈ R) f(2jx) =
∑

n

cnϕ(x− n),

jer je {ϕ(· − k) | k ∈ Z } (ortonormirana) baza prostora v0. Budu²i da je

(∀x ∈ R) f(x) = f
(
2j x

2j

)
=

∑
n

cnϕ(2−jx− n),

skup {ϕ(2−j · −k) | k ∈ Z } je zaista baza prostora vj . Daǉe je

(ϕ(2−j · −m), ϕ(2−j · −n)) =
∫

R

ϕ(2−jx−m)ϕ(2−jx− n) dx

= 2j

∫

R

ϕ(t−m)ϕ(t− n) dx = 2jδ(m− n),

gde je δ(·) Kronekerov delta simbol, pa je baza {ϕj,k(·) | k ∈ Z } ortogonalna.
Konaqno, zbog ‖ϕ(2−j ·−n)‖ = 2j/2, n ∈ Z, baza {ϕj,k(·) | k ∈ Z } je i normirana.

Lema 2. Svaki od prostora vj, j ∈ Z je invarijantan u odnosu na
translacije, tj. f(·) ∈ vj ⇔ (∀k ∈ Z) f(· − k) ∈ vj, j ∈ Z.

Dokaz. Za proizvoǉnu funkciju f(·) ∈ L2(R) va¼i

f(·) ∈ vj ⇐⇒ f(2j ·) ∈ v0 ⇐⇒ (∀k ∈ Z) f(2j · −k) ∈ v0

⇐⇒ (∀k ∈ Z) f(· − k

2j
) ∈ vj .

Dakle, za proizvoǉno k ∈ Z va¼i

(1) f(·) ∈ vj ⇐⇒ f(· − k) = f(· − 2jk

2j
) ∈ vj ,

xto je i trebalo dokazati.
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Iz qiǌenice v0 ⊆ v−1 sledi da je ϕ(·) = ϕ0,0(·) ∈ v−1, pa se prema le-
mi 1 funkcija skaliraǌa mo¼e predstaviti kao linearna kombinacija funkcija
ϕ−1,k(·). Drugim reqima, funkcija skaliraǌa zadovoǉava tzv. dilatacionu je-
dnaqinu

(2) ϕ(x) =
∑

k∈Z

fkϕ−1,k(x) =
√

2
∑

k∈Z

fkϕ(2x− k).

Ako jednaqina (2) ima jedno rexeǌe, onda ona ima beskonaqno mnogo rexeǌa (ako
je ϕ(·) rexeǌe jednaqine (2), onda je i c · ϕ(·), c ∈ R, tako±e ǌeno rexeǌe).
Odre±enosti radi, obiqno se zahteva da funkcija skaliraǌa zadovoǉava uslov

∫

R

ϕ(x) dx = 1,

odakle neposredno sledi da koeficijenti jednaqine (2) moraju zadovoǉavati
uslov ∑

k∈Z

fk =
√

2.

Primer 1. Osnovni primer multirezolucijske analize (tzv. Haar-ova mul-
tirezolucijska analiza) jesu prostori deo po deo konstantnih funkcija. Funkci-
ja skaliraǌa je karakteristiqna funkcija intervala [0, 1), (u daǉem tekstu boks

funkcija) tj. ϕ(x) =
{

1, x ∈ [0, 1),
0, inaqe

, a aproksimacioni prostori su definisani

sa v−j = { f(·) | (∀k ∈ Z)x ∈ [2−jk, 2−j(k + 1)) ⇒ f(x) = f(2−jk) }, j ∈ Z.

3. Kaskadni algoritam

Kaskadnim algoritmom rekurzivno se definixe niz funkcija koji, ukoli-
ko konvergira, konvergira ka rexeǌu jednaqine (2). Poqetna aproksimacija je
obiqno (ali ne obavezno) boks funkcija, a daǉe aproksimacije se definixu sa

ϕ(i+1)(x) =
√

2
∑

k∈Z

fkϕ(i)(2x− k), i ≥ 0.

Lema 3. Ako su f0, f1, . . . , fN−1 koeficijenti jednaqine (2) i ako niz
funkcija generisan kaskadnim algoritmom konvergira, pri qemu poqetna
aproksimacija ima kompaktan nosaq, onda je nosaq graniqne funkcije in-
terval [0, N − 1].

Dokaz. Neka je nosaq poqetne aproksimacije u kaskadnom algoritmu (proiz-
voǉni) interval [a, b]. Tada je

ϕ(1) =
√

2
∑

k

fkϕ(0)(2x− k),

pa je

supp ϕ(1)(x) =
N−1⋃

k=0

[a + k

2
,
b + k

2

]
=

[a

2
,
b + N − 1

2

]
.
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Slede²im korakom kaskadnog algoritma se dobija

ϕ(2) =
√

2
∑

k

fkϕ(1)(2x− k),

odakle se zakǉuquje da je

supp ϕ(2)(x) =
N−1⋃

k=0

[a + 2k

4
,
b + N − 1 + 2k

4

]
=

[a

4
,
b + 3(N − 1)

4

]
.

Induktivno se zakǉuquje da je

supp ϕ(n)(x) =
[ a

2n
,
b + (2n − 1)(N − 1)

2n

]
→ [0, N − 1], n →∞.

Teorema 1. Neka su f0, f1, . . . , fN−1 koeficijenti jednaqine (2) i ne-
ka niz funkcija generisan kaskadnim algoritmom konvergira, pri qemu je
poqetna aproksimacija boks funkcija. Potreban i dovoǉan uslov da skup
{ϕ(· − k) | k ∈ Z } bude ortonormiran jeste da koeficijenti jednaqine (2)
zadovoǉavaju uslov

(3) (∀m ∈ Z)
∑

k

fkfk−2m = δ(m).

Dokaz. Neka je skup {ϕ(· − k) | k ∈ Z } ortonormiran i neka je m ∈ Z
proizvoǉno. Tada je
∫

R

ϕ(x)ϕ(x−m) dx =
∫

R

(√
2

∑

k

fkϕ(2x− k)
)
·
(√

2
∑

l

flϕ(2x− 2m− l)
)

dx

= 2
∑

k

∑

l

fkfl

∫

R

ϕ(2x− k)ϕ(2x− 2m− l) dx

=
∑

k

∑

l

fkfl

∫

R

ϕ(t− k)ϕ(t− 2m− l) dt

=
∑

k

∑

l

fkflδ(k − 2m− l) =
∑

k

fkfk−2m.

Dakle,

δ(m) =
∫

R

ϕ(x)ϕ(x−m) dx =
∑

k

fkfk−2m,

qime je dokazano da je uslov (3) potreban za ortonormiranost skupa {ϕ(· − k) |
k ∈ Z }.

Obratno, neka je sada (∀m ∈ Z)
∑

k fkfk−2m = δ(m) i neka niz funkcija
generisan kaskadnim algoritmom, pri qemu je poqetna aproksimacija boks funk-
cija, konvergira. Dokaz da je skup {ϕ(· − k) | k ∈ Z } ortonormiran izvodi se
indukcijom po broju iteracije i.
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Za i = 0 tvr±eǌe je oqigledno jer su boks funkcije ortogonalne na svoje
translacije.

Ako je
∫
R

ϕ(j)(x−m)ϕ(j)(x− n) dx = δ(m− n), za sve j ≤ i− 1, onda je
∫

R

ϕ(i)(x−m)ϕ(i)(x− n) dx =

=
∫

R

(√
2

∑

k

fkϕ(i−1)(2x− 2m− k)
)(√

2
∑

l

flϕ
(i−1)(2x− 2n− l)

)
dx

= 2
∑

k

∑

l

fkfl

∫

R

ϕ(i−1)(2x− 2m− k)ϕ(i−1)(2x− 2n− l) dx

=
∑

k

∑

l

fkfl

∫

R

ϕ(i−1)(t− 2m− k)ϕ(i−1)(t− 2n− l) dt

=
∑

k

∑

l

fkflδ(2m + k − 2n− l) =
∑

k

fkfk−2(m−n) = δ(m− n).

Budu²i da kaskadni algoritam konvergira, skup {ϕ(·−k) | k ∈ Z }, gde je ϕ(·) =
limi→∞ ϕ(i)(·), tako±e je ortonormiran, xto u potpunosti dokazuje tvr±eǌe.

Napomena 1. Ukoliko k /∈ {0, 1, . . . , N − 1}, onda je u svakoj od gorǌih
suma fk = 0.

Napomena 2. Nije se texko uveriti da neparan broj koeficijenata jedna-
qine (2) ne mo¼e zadovoǉavati uslov (3).

4. Prostori talasi�a

Prostori talasi²a, u oznaci wk, jesu ortogonalni komplementi prostora vk

u odnosu na prostore vk−1. Dakle,

vj−1 = vj+̇wj .

Kao i u sluqaju aproksimacionih prostora, i za prostore talasi²a postoji funk-
cija ψ(·) (tzv. talasi² majka) takva da je familija {ψj,k(·) | j, k ∈ Z } orto-
normirana baza prostora wk, gde je ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx − k). Iz qiǌenice
w0 ⊆ v−1 sledi da je ψ(·) = ψ0,0(·) ∈ v−1, pa se talasi² majka mo¼e predstaviti
kao linearna kombinacija funkcija ϕ−1,k(·), odnosno talasi² majka zadovoǉava
tzv. jednaqinu talasi²a

(4) ψ(x) =
∑

k∈Z

pkϕ−1,k(x) =
√

2
∑

k∈Z

pkϕ(2x− k).

Lema 4. Neka su zadani brojevi f0, f1, . . . , f2N−1 koji zadovoǉavaju uslov
(3) i neka je

(5) pk = (−1)kf2N−1−k, k ∈ {0, 1, . . . , 2N − 1}.

Tada je (∀m ∈ Z)
( ∑

k pkpk−2m = δ(m) i
∑

k fkpk−2m = 0
)
.
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Dokaz. Neka je m ∈ Z proizvoǉno. Tada je
∑

k

pkpk−2m =
∑

k

(−1)kf2N−1−k(−1)k−2mf2N−1−k+2m

=
∑

l

flfl+2m = δ(m),

qime je dokazana prva jednakost.

Daǉe, ako je S =
∑

k fkpk−2m, onda je

S =
∑

k

fkpk−2m =
∑

k

(−1)k−2mfkf2N−1−k+2m

=
∑

l

(−1)2N−1−lf2N−1−(l−2m)fl =
∑

l

(−1)(−1)l−2mf2N−1−(l−2m)fl

= −
∑

l

pl−2mfl = −S,

odakle se zakǉuquje da je S = 0, qime je i druga jednakost dokazana.

Teorema 2. Neka su f0, f1, . . . , f2N−1 koeficijenti jednaqine (2), neka
kaskadni algoritam (u kojem je poqetna aproksimacija boks funkcija) kon-
vergira ka funkciji skaliraǌa ϕ(·) i neka potprostori vj, j ∈ Z, generisa-
ni skupovima {ϕj,k(·) | k ∈ Z } obrazuju multirezolucijsku analizu prostora
L2(R). Ako su brojevi pk = (−1)kf2N−1−k, k ∈ {0, 1, . . . , 2N−1}, koeficijenti
jednaqine (4), onda je:

(∀j, J ∈ Z)(∀m, n ∈ Z) (ψj,m, ψJ,n) = δ(j − J)δ(m− n) i

(∀j, J ∈ Z, J ≤ j)(∀m, n ∈ Z) (ϕj,m, ψJ,n) = 0.

Slobodno govore²i, talasi²i su me±usobno ortogonalni na svim nivoima
rezolucije i ortogonalni su na sve funkcije skaliraǌa sa grubǉom rezolucijom.

Dokaz. Skupovi {ϕj,k(·) | k ∈ Z } su ortonormirane baze prostora vj ,∈
Z, pa prema teoremi 1 koeficijenti jednaqine (2) zadovoǉavaju uslov (3), a
prema prethodnoj lemi, koeficijenti jednaqine (4) zadovoǉavaju uslove (∀m ∈
Z)

( ∑
k pkpk−2m = δ(m) i

∑
k fkpk−2m = 0

)
.

Za proizvoǉne m, n ∈ Z va¼i:

(ψj,m(·),ψj,n(·)) =∫

R

(
2−j/2

∑

k

pkϕ(2−jx− 2m− k)
)
·
(
2−j/2

∑

l

plϕ(2−jx− 2n− l)
)

dx

= 2−j
∑

k

∑

l

pkpl

∫

R

ϕ(2−jx− 2m− k) · ϕ(2−jx− 2n− l) dx

=
∑

k

∑

l

pkplδ(2m + k − 2n− l) =
∑

k

∑

l

pkpk+2(m−n) = δ(m− n).
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Daǉe, ako je npr. j > J , onda je vj ⊆ vj−1 ⊆ · · · ⊆ vJ , pa iz qiǌenica ψj(·) ∈ vJ ,
ψJ(·) ∈ wJ i vJ⊥wJ sledi da je

(∀m,n ∈ Z) ψj,m(·)⊥ψJ,n(·),
xto u potpunosti dokazuje prvu relaciju.

Analogno prethodnom dokazu, za proizvoǉne m,n ∈ Z va¼i:

(ϕj,m(·),ψj,n(·)) =∫

R

(
2−j/2

∑

k

fkϕ(2−jx− 2m− k)
)
·
(
2−j/2

∑

l

plϕ(2−jx− 2n− l)
)

dx

= 2−j
∑

k

∑

l

fkpl

∫

R

ϕ(2−jx− 2m− k) · ϕ(2−jx− 2n− l) dx

=
∑

k

∑

l

fkplδ(2m + k − 2n− l) =
∑

k

∑

l

fkpk+2(m−n) = 0.

Ako je J < j, onda za proizvoǉne m,n ∈ Z iz qiǌenica vj ⊆ vJ i vJ⊥wJ

sledi da je vj⊥wJ , odnosno da je ϕj,m(·)⊥ψJ,n(·). Time je teorema u potpunosti
dokazana.

Napomena. Ako je J > j, onda je vJ+̇wJ ⊆ vj , pa talasi²i na nivou sa
grubǉom rezolucijom ne mogu biti ortogonalni na funkcije skaliraǌa na nivou
sa finijom rezolucijom.

5. Aproksimacija u prostorima vj i wj, j ∈ Z

Koriste²i definiciju prostora talasi²a dobija se da je

vj−1 = vj+̇wj = vj+1+̇wj+1+̇wj = · · · = vJ+̇wJ+̇wJ−1+̇ . . . +̇wj .

Kada J →∞, dobija se da je

vj−1 =
∞⊕

k=j

wk,

a kada j → −∞, dobija se da je

L2(R) =
∞⊕

k=−∞
wk.

U praksi je najznaqajnija jednakost

vj−1 = vJ+̇wJ+̇wJ−1+̇ . . . +̇wj

koja omogu²ava reprezentaciju funkcija iz aproksimacionog prostora sa najfi-
nijom rezolucijom pomo²u funkcije iz aproksimacionog prostora sa najgrubǉom
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rezolucijom i funkcija iz prostora talasi²a sa svim me±urezolucijama. Dakle,
ako je fj−1(·) ∈ vj−1, onda je

(6) fj−1(x) = fJ(x) +
J∑

k=j

∆fk(x) =
∑

n

aJ,nϕJ,n(x) +
J∑

k=j

∑
n

bk,nψk,n(x),

jer je fJ(·) ∈ vJ i ∆fk(·) ∈ wk, k ∈ {j, j + 1, . . . , J}. Ortonormiranost od-
govaraju²ih baza omogu²ava izraqunavaǌe koeficijenata reprezentacije (6) po
formulama

(7) aJ,n =
∫

R

fj−1(x)ϕJ,n(x) dx i bk,n =
∫

R

fj−1(x)ψk,n(x) dx

6. Piramidalni algoritam

Nepostojaǌe analitiqkog oblika kako za funkciju skaliraǌa, tako i za tala-
si² majku, znatno ote¼ava izraqunavaǌe integrala (7). Direktni piramidalni
algoritam je postupak izraqunavaǌa koeficijenata aj,k i bj,k (koeficijenti na
nivou sa grubǉom rezolucijom) pomo²u koeficijenata aj−1,k (koeficijenti na
nivou sa finijom rezolucijom) i koeficijenata jednaqina (2) i (4). Inverzni
piramidalni algoritam je postupak izraqunavaǌa koeficijenata aj−1,k pomo²u
koeficijenata aj,k i bj,k i koeficijenata jednaqina (2) i (4).

Teorema 3. Neka je

fj−1(x) =
∑

n

aj−1,nϕj−1,n(x) =
∑

k

aj,kϕj,k(x) +
∑

k

bj,kψj,k(x).

Koeficijenti aproksimacije na nivou sa grubǉom rezolucijom se, pomo�u
koeficijenata na nivou sa finijom rezolucijom, raqunaju po formulama

(8) aj,k =
∑

n

fn−2kaj−1,n i bj,k =
∑

n

pn−2kaj−1,n.

S druge strane, koeficijenti aproksimacije na nivou sa finijom rezoluci-
jom se, pomo�u koeficijenata na nivou sa grubǉom rezolucijom, raqunaju po
formulama

(9) aj−1,k =
∑

n

(fk−2naj,n + pk−2nbj,n).

Dokaz. Za proizvoǉno j ∈ Z je

ϕj,m(t) = 2−j/2ϕ(2−jt−m) = 2(−j+1)/2
∑

k

fkϕ(2−j+1t− 2m− k)

= 2(−j+1)/2
∑

n

fn−2mϕ(2−j+1t− n) =
∑

n

fn−2mϕj−1,n(t).
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Analogno se dokazuje da za proizvoǉno j ∈ Z va¼i

ψj,m(t) =
∑

n

pn−2mϕj−1,n(t).

Sada je

aj,k = (f(·), ϕj,k(·)) =
∫

R

f(t)ϕj,k(t) dt =
∫

R

f(t)
( ∑

n

fn−2kϕj−1,n(t)
)

dt

=
∑

n

fn−2k

∫

R

f(t)ϕj−1,n(t) dt =
∑

n

fn−2k · aj−1,n.

Analogno se dokazuje i druga od jednakosti (8). Ostaje jox da se doka¼e jednakost
(9). Dakle,

∑

k

aj−1,kϕj−1,k(t) =
∑

k

aj,kϕj,k(t) +
∑

k

bj,kψj,k(t)

=
∑

k

aj,k

∑
n

fn−2kϕj−1,n(t) +
∑

k

bj,k

∑
n

pn−2kϕj−1,n(t)

=
∑

n

[∑

k

aj,kfn−2k + bj,kpn−2k

]
ϕj−1,n(t),

odakle neposredno sledi tra¼ena jednakost.
Dakle, u svakom koraku direktnog piramidalnog algoritma (formule (8))

se pomo²u koeficijenata aj−1,k dobija dvostruko maǌe koeficijenata aj,k i dvo-
struko maǌe koeficijenata bj,k, dok se u svakom koraku inverznog piramidalnog
algoritma (formula (9)) pomo²u koeficijenata aj,k i bj,k dobija dvostruko vixe
koeficijenata aj−1,k.

Ovakva formulacija piramidalnog algoritma name²e dva problema prili-
kom praktiqne realizacije. Prvi je problem izbora poqetne aproksimacije (ula-
znih koeficijenata), dok je drugi problem produ¼eǌa na granici. Teoretski,
kada su broj ulaznih podataka i broj koraka piramidalnog algoritma beskona-
qni, ovi problemi naravno ne postoje.

Poqetna aproksimacija treba da dovoǉno dobro aproksimira zadanu funk-
ciju u prostoru sa najfinijom rezolucijom, pa je najqex²i (naravno, ne i jedini)
izbor niz vrednosti zadane funkcije u taqkama dovoǉno guste mre¼e.

Problem produ¼eǌa na granici najjednostavnije je objasniti na primeru.
Dakle, neka su f0, f1, f2, f3 koeficijenti jednaqine (2), p0, p1, p2, p3 koeficijenti
jednaqine (4) i neka su a0,k, k ∈ {0, 1, . . . , 2J − 1} ulazni koeficijenti pirami-
dalnog algoritma. Nakon j − 1 koraka, piramidalnim algoritmom se dobijaju
koeficijenti aj−1,k, k ∈ {0, 1, . . . , 2J−j+1− 1} i bj−1,k, k ∈ {0, 1, . . . , 2J−j+1− 1}.
Posledǌe komponente u slede²em koraku se dobijaju po formuli

aj,2J−j−1 = f0aj−1,2J−j+1−2 + f1aj−1,2J−j+1−1 + f2aj−1,2J−j+1 + f3aj−1,2J−j+1+1

i

bj,2J−j−1 = p0aj−1,2J−j+1−2 + p1aj−1,2J−j+1−1 + p2aj−1,2J−j+1 + p3aj−1,2J−j+1+1.



54 Z. Udoviqi²

Problem produ¼eǌa na granici je problem dodeǉivaǌa vrednosti koefi-
cijentima aj−1,2J−j+1 i aj−1,2J−j+1+1 koji nisu izraqunati u prethodnom koraku.
Najqex²e se ovaj niz koeficijenata produ¼ava na jedan od slede²ih naqina: kon-
stantom (obiqno nulom), periodiqno ili simetriqno. Treba napomenuti da se na
isti naqin problem produ¼eǌa na granici javǉa i u inverznom piramidalnom
algoritmu.

Prema prethodno reqenom, maksimalan broj koraka piramidalnog algoritma
je mogu²e realizovati ako je broj poqetnih koeficijenata stepen broja 2. U tom
sluqaju samo jedan koeficijent u aproksimacionom prostoru sa najgrubǉom rezo-
lucijom predstavǉa funkciju, dok su preostale informacije o funkciji sadr¼ane
u prostorima talasi²a sa razliqitim rezolucijama.

6.1. Izraqunavaǌe vrednosti funkcije skaliraǌa i majke talasi�a
primenom piramidalnog algoritma

Primenom piramidalnog algoritma mogu²e je sa proizvoǉnom taqnox²u iz-
raqunati vrednosti funkcije skaliraǌa i majke talasi²a u diadskim taqkama
(taqkama oblika m2−K , gde su m,K ∈ Z). Pre svega, treba dokazati da va¼i
slede²a

Lema 5. Ako je ϕ(·) ∈ L2(R) funkcija sa kompaktnim nosaqem sa-
dr�anim u intervalu [−R, R], takva da je

∫
R

ϕ(x) dx = 1, a funkcija f(·)
neprekidna na skupu R, onda je

(∀x ∈ R) lim
j→∞

2j

∫

R

f(x + y)ϕ(2jy) dy = f(x)

Dokaz. Budu²i da je 2n
∫
R

ϕ(2nx) dx =
∫
R

ϕ(t) dt = 1, za proizvoǉno x ∈ R
va¼i∣∣∣∣f(x)− 2n

∫

R

f(x + y)ϕ(2ny) dy

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣2n

∫

R

[f(x)− f(x + y)] ϕ(2ny) dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

R

[
f(x)− f(x + 2−nt)

]
ϕ(t) dt

∣∣∣∣

≤
∫

R

|ϕ(x)| dx · sup
|x+2−nt|≤R

|f(x)− f(x + 2−nt)|.

Zbog neprekidnosti funkcije f ,

sup
|x+2−nt|≤R

|f(x)− f(x + 2−nt)| → 0, n →∞,

qime je tvr±eǌe dokazano.
Ako je f(·) ≡ ϕ(·), pri qemu je ϕ(·) funkcija skaliraǌa (uz pretpostavku da

je funkcija skaliraǌa neprekidna), na osnovu prethodne teoreme, za m,K ∈ Z
va¼i

ϕ(m2−K) = lim
j→∞

2j

∫

R

ϕ(m2−K + y)ϕ(2jy) dy = lim
j→∞

2j

∫

R

ϕ(t)ϕ(2jt−m2j−K) dt

= lim
j→∞

2j/2

∫

R

ϕ(t)ϕ−j,m2j−K (t) dt = lim
j→∞

2j/2a−j,m2j−K ,
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pa se, za dovoǉno veliko j mo¼e smatrati da je

ϕ(m2−K) ≈ 2j/2a−j,m2j−K ,

gde su a−j,m2j−K koeficijenti aproksimacije funkcije skaliraǌa u prostoru
vj . Iz pretpostavke da je funkcija skaliraǌa ortogonalna na svoje translacije,
zajedno sa qiǌenicom ϕ(·) ∈ v0, za j = 0 se dobija da je

a0,m2−K = (ϕ(·), ϕ0,m2−K (·)) = δ(m2−K) =
{

1, m = 0,
0, m 6= 0.

Dakle, za pribli¼no izraqunavaǌe vrednosti ϕ(m2−K), m, K ∈ Z, na mre¼i
gustine 2−j , j ∈ Z, inverzni piramidalni algoritam treba primeniti na skup
podataka a0,k = δ(k), b0,k = 0, k ∈ {0, 1, . . . , (2N − 1)2j − 1} (2N je broj ko-
eficijenata jednaqine (2). Mo¼e se dokazati da za pribli¼no izraqunavaǌe
vrednosti ψ(m2−K), m,K ∈ Z, na mre¼i gustine 2−j , j ∈ Z, inverzni pirami-
dalni algoritam treba primeniti na skup podataka a0,k = 0, b0,k = δ(2n), k ∈
{0, 1, . . . , (2N − 1)2j − 1}.

6.2. Matriqna interpretacija piramidalnog algoritma
Neka je matrica F definisana na slede²i naqin

Fij =
{

fj−i, i ∈ 2Z,

pj−i+1, i ∈ 2Z + 1.

Direktni piramidalni algoritam u matriqnom obliku glasi

xj = Faj−1,

dok inverzni piramidalni algoritam u matriqnom obliku glasi

aj−1 = FT xj ,

gde je xj,n =





a
j,

1
2n

, n ∈ 2Z

b
j,

1
2 (n−1)

, n ∈ 2Z + 1.

Lema 6. Ako koeficijenti jednaqine (2) zadovoǉavaju uslov (3), a ko-
eficijenti jednaqine (4) uslov (5), onda je matrica F ortogonalna, tj.
F−1 = FT .

Dokaz. Budu²i da je Fij =
{

fj−i, i ∈ 2Z,

pj−i+1, i ∈ 2Z + 1
, to je

(FFT )2i2j =
∑

k

F2ikFT
k2j =

∑

k

F2ikF2jk =
∑

k

fk−2ifk−2j

=
∑

n

fnfn+2i−2j = δ(2j − 2i) = δ(j − i) =
{

1, i = j,

0, i 6= j,
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i

(FFT )2i2j+1 =
∑

k

F2ikFT
k2j+1 =

∑

k

F2ikF2j+1k =
∑

k

fk−2ipk−2j+1−1

=
∑

n

fnpn+2i−2j = 0.

Analogno se dokazuje da je (FFT )2i+12j+1 = δ(j − i) i da je (FFT )2i+12j = 0.

Iz prethodne leme sledi da su uslovi (3) i (5), uz periodiqno produ¼eǌe
niza ulaznih koeficijenata, dovoǉni za savrxenu rekonstrukciju (izlaz iz in-
verznog piramidalnog algoritma jednak je ulazu u direktni piramidalni algo-
ritam).
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Primer 2. Tipiqni primeri koeficijenata jednaqine (2) koji zadovoǉavaju
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Grafici pripadnih funkcija skaliraǌa i talasi²a majki su prikazani na odgo-
varaju²im slikama.
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3. Mallat, Stéphane, A Wavelet Tour of Signal Processing, Academic Press, 1998.

4. Meyer, Yves, Wavelets Algorithms and Applications, Society for Industrial and Applied Mat-
hematics, 1993.

5. Radunovi², Desanka P., Talasi�i (wavelets), rukopis, 2004.

6. Strang, Gilbert; Nguyen Truong, Wavelets and Filter Banks, Wellesley-Cambridge Press, 1996.

7. Udoviqi², Zlatko, Odre�iva�e praga kompresije pri transformaciji ortonormiranim
talasi�ima, magistarski rad, Matematiqki fakultet, Beograd, 2005.

Prirodno-matematiqki fakultet, Odsjek za matematiku, Zmaja od Bosne 35, 71000 Sarajevo, Bosna
i Hercegovina

E-mail : zzlatko@pmf.unsa.ba


