HACTABA MATEMATVIRKE HA PARYJITETUMA

Mp 3sarko Y noBuuwuh
ITPBA JIEKIIMJA O TAJIACUHKNUMA

Pan mpexn Bama je HE3HATHO M3MEH,6HU YBOJHU [€0 MATUCTApCKe Tese [7], Kojy je
aytop onbpanuno Ha Martemaruurom ¢axynarery y Deorpany 2005. roguse. Kao mro
HACJIOB (AMPEKTHO MHCIMPUCAH HACJIOBOM KIACW4He MOHOrpaduje [2]) cyrepume, 1umb
paza je ymo3HABambe UMTAONA CA OCHOBHUM IIOjMOBHMA U HejaMa Teopuje Tajacuha.
Bume o 0Boj o6acTu caBpeMere XapMOHI)jCKE aHAJIM3E 3aNHTEPECOBAHN UMTAIIAL MOKE
nporaliy y HEKOj O KbUra ca CHKUCKA IPENopydeHe JUTEPATyDe.

1. ¥YBon

Waxo je tepmun ,ramacuhi“ (eurs. wavelet) npsu myT ymorpeGiben Tek ocamue-
cetux roiamHa XX BeKa, TeopHWja Tajacuha mMa MHOrO nybse kopeme. Hamme, mHa
camom mouetky XIX Bera, Joseph Fourier je moxaszao ma ce cBaka nHTerpabuiHa,
2m-nepuouusa (YHKIN]a MOXe IPEICTABUTU KAO CyMa TPUTOHOMETDPUjCKOT pena

f(z)=ao+ Z(ak cos kx + by sin kx).
k=0

Crorunak roguna xacuuje, 1909. roauue, y cBojoj norropckoj aucepranuju Alfred Ha-
ar je mocMarpao npobieM pa3Boja MHTErPAOMIHMX (YHKIUja IO HEKOM APYTOM OPTO-
HOPMUDAHOM crcTeMy ¢yHEKNuja. Kao ocHOBHY (QyHKIUjy y3eo je gpyrruujy ¢ : R — R
Ie(pUHUCAHY Ca
1, =z€l0,3),
1!](93) = -1, ze [%71)7
0, vHAYe,

M IOKA3a0 Ia Ce CBaka MHTerpabuiHa (yHKOUja MOKE Ca MPOU3BOJLHOM TAUHOMNY
AIIPOKCUMUPATH JNHEeAPHOM KoMOmHammjom ¢yurmmja ¥ k(-) = 279/24h(277 - —k),
7,k € Z. Tlonazehu opn ummenune na ce cBaka MHTerpabuiHa (yHKNZja MOKE Ca
IPOU3BOJBHOM TAYHOMINY AIPOKCUMUPATH J€0 IO Ae0 KOHCTAHTHOM (HA MPEKM I'yCTH-
e 27" 3a moBosmHO Beswko n € N) dymrmmjom, Haar je ceaky taksy (meo mo neo
KOHCTAHTHY) (yHKIH]y Pa3BHO IO cucTeMy ¢QyHEnmja ¢; i (-). Kpo3 amamusy mokasa te
YMELEHUIE MOTY Ce Ha jeHOCTABAH HauuH ucTalin OCHOBHE MIEje MyJITUPE30yINjCKe
aHaJu3e, ma ce 360r Tora y najheM TEKCTY Oaje CKUIA OBOT JOKA3a.
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Ilaxre, Heka je Ha Mpesku ryctune 27 J € Z, cBojum BpemHoCcTIMA " ff‘], leZ,
3aMaHa Jeo mo geo KoHcTamTHa (ymkmmja f~7(-). ®ymkmmja f~7(-) ampokcmvupa

ce ¢pymrmmjom f (), meo mo neo KOHCTAHTHOM HA MHTEPBAIMMA 271 571 )

1
2

I I+1 .
[2,1, 2]1) AIPOKCUMUPA CBOJOM CPEIHOM BPENHOMNY Ha TOM WHTEDBAJY), HOK

l € Z, nepurucanowm ca fl_J+1 = (f2_l‘] + f;HJ_l), (pymrrmja f~7(+) ce ma maTEpBATY

j€ Tpelika anmpoKCUMallje jeTHaKa:
1
—J+1 _ p—d —J+1 _ —J —J
52! _f2l _fl —§(f21 _f21+1)»
1
—JH1 _ = —J+1 _ —J —Jy _ _s—J+1
Syl =Tai— f = §(f2l+1 — fy7) = =077
OpnaBge ce 3akmpyuyje ma je

F @) = 77 @) + 67 (@),

IpuU 4eMy je

57J+1(.r) =92- e Z 55‘]—"_177/}_(]4_1,[(33).
l

HaBenenu neo moraza camap:ku OCHOBHY muuejy Myntupesonyiuje. Hanmme, neo mo
[Ie0 KOHCTAHTHA (DYHKNIMja 3aJaHa CBOjUM BPENHOCTMMA HA Mpexu onpebere rycruse
(HMBO ca (UHMJOM DE30JIYyLHUjOM) AIPOKCUMUPA Ce Ae0 IO Ne0 KOHCTAHTHOM (yHKIU-
jOM Ha MpERU ca ABOCTPYKO MamOM I'YCTUHOM (HMBO ca TPYG/LOM PE30JYIHjoM), NOK
ce ,M3ryO/beHn neTasiu’ M3pakaBajy Kao JMHeapHe KOMOWHAIMje Oa3HUX (YHKIM]ja.
Ilase ce omuICaHu MOCTyHAK npuMemyje Ha ¢yrxmmjy f~7 1!, ma ma dpymxmajy f~712,
Haxie,

2
[ @) = () + Z Z 277 G gy ()05
k=1 1

—Jtk _
=YY 2T pa(a)y
k l

Hame cnenu npuMep peasnsanyje ONUCAHOT aJrOPUTMA 3a I€e0 IO 1e0 KOHCTAHTHY
¢yuxuujy ca spemnoctuma (3,2,4,—1,—1,1,—3, —2). Hapasro, y npaktuuuoj pea-
mm3anyju, QYHKIVja 3a1aHa CBOJUM BPEIHOCTUMA Y IPOCTOPY €& HajOUHIjOM PE30IIy-
nujoM (03HAYEHOM Ha CIIULM €A V() U3PaKaBa ce Kao 30Up alpoKCHUMAaLHje ¥ IPOCTOPY
ca HAJrpy6ILOM Pe30IynujoM (Ha CIAWIM U3) U AETaba y IPOCTOPAMA Ha CBUM HUBOMMA
pesonynuje (Ha CIAMU Ws, Wa, W1 ).

Ha cnemehu Besuku Kopak y pa3Bojy Teopuje Tajacuia YeKaygo ce OKO OCAMIECeT
romuua. Kpajem 80-ux rommua XX Beka, Ingrid Daubechies je mana remepanu3zanujy
Haar-ose teze. Daubechies je ycuena na 3a cBako r € Z KOHCTPyHUIIE OPTOHOPMUPAHY
I 1+1

—.), 1,j € Z, ymecro f~7(x) xopuctuhe ce o3naka flfj.

Jer i €| —
€IHOCTAaBHOCTU paju, 3a I B
P ’ 27 ’ 27
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6a3y mpoctopa Lo (R) (pyrxmmje 1, 1 (-) = 277/24,.(277 - —k), j, k € Z) ca ocHoBEOM
¢yurmmjoM ¢,.(+) xKoja uma caemehe ocobume:

1. rommarran Hocau (murepsau [0,2r — 1)),

2. [qg¥(x)de = [gap(z)de == [ga""p(x)de =0n

3. IpUOIMKHO g HENPEKUIHAX M3BOJIA.

Hasenene ocobune onpasmasajy TepMmuH ,Tagacun ‘. Hbuxosa ocummaTopua npu-
poza (6aszme gyuruuje cy rpancianuje ogpebhene gpyuruuje) vamelie repmun Tanac, 0k
je meMuHyTHB yHOTpeGILeH 300 OrPAHMYEHOCTH HAXOBOT AOMeHa (KOMIIAKTAH HOCAY).

2. MyJsrupe3oynujcKka aHaIm3a

JeenHULIMIA 1. Mynrtupesonynujcka amamusa je pasbujame mpocropa Lo(R)
Ha HU3 3aTBOPEHUX MOTHPOCTOpa vj, j € Z, (T3B. ampOKCHMAIMOHMX IPOCTOPA) Ca
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caenehum ocobuHaMa:

{0} S CvaCwvy Cwg Cvg C--- C La(R),
Niez vk = {0} 1 l(Uyez vr) = L2(R),

(Vk € Z)(f(-) € vk & f(2) € vg—1),

f() € vy & (Vk € Z)f( — /{) € v u

nocroju yrrimja ©(-) € vp (T3B. PyHKIMja CKAIMpPAmA) TAKBA A je CKYI
{¢(- — k)|k € Z} opronopmupana Gaza mpocTopa vp.

Uk W

JIEMA 1. Axo je cxyn dynryuja {p(- — k) | k € Z} opmonopmupana 6asa
npocmopa vy, onda je caaku 00 ckynosa { v,k (-) | k € Z} opmonopmupara basa
npocmopa v;, j € Z, 20e je p;i(z) = 279/2p(2 9z — k).

Joxas. Heka je f(-) € v; npoussomta ¢pyurnmja. VHAYKTUBHO ce 3aRby4dyje Oa
je Tama f(27-) € v, na je

(Vz € R) f(2x) = ) enpla —n),
jep je {¢(- — k) | k € Z} (opronopmupana) Gaza npoctopa vg. Byayhin na je
(Vo e R) f(2) = f (¥ 5) = D eav(27a =),
ckyn { (277 - —k) | k € Z} je 3ancra Gaza npoctopa v;. Jlame je

(P27 - —m), (27 - —n)) = /R o279 — m)p(279z — n)da

=2 /R o(t —m)o(t —n)dr = 276(m — n),

rae je 0(-) Kponekepos menra cumGoi, ma je 6asa {¢;k(-) | K € Z} oproronanua.
Komauno, 360r ||¢(277-—n)|| = 2//2, n € Z, 6aza { 9, 1(-) | k € Z} je u Hopmupana. m

JIEMA 2. Ceaxu 00 npocmopa vj, j € Z je unsapujanman y 00HOCY Ha
mpancaayuje, mj. f(-) € v; & (Ve e Z) f(-—k) € vy, j € Z.

Joxas. 3a npoussomny Gyurunjy f(-) € La(R) Baku
f()ev, = f(2) ey <= (YkeZ)F(2)-—k) €
k
<— (VkeZ)f(-— 5) € v;.
Hakne, 3a mpou3BobHO k € Z Bakn

(1) fO)ev, — f(-—k)=f(-—- =

mTo je u Tpebaso JoKazaTu. W
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U3 unmennne vy C v_y caemu ma je () = @oo(-) € v_1, Ha ce mpema Ie-
Mu 1 QyHEIUja CKaJupama MO/KE IPENCTABUTH KAa0o JUHEapHA KOMOMHAIV]jA (YHKIU)ja
w_1,%(-). HpyruM peunma, QyHKIUja CKAIpamba 33I0BO/bABA T3B. OMIATALVOHY je-
HAYUHY

(2) o(@) = frp-1x(x) = V2 frp(22 — k).

keZ kEZ

Axo jemnauuna (2) uMa je[HO pelleme, OHAA OHA UMa OECKOHAYHO MHOTO pememna (ako
je ¢(+) pememe jemmaunue (2), onma je u ¢ - ¢(-), ¢ € R, Takobhe meno pememe).
Onpebenoctu pamu, 0OMUHO ce 3axTeBa Ma (YHKIUja CKAJIMPama 3aJ0BOLABA YCIOB

[ ewrde=1.

OJIaKJie HEMOCPEeNHO CIemu Aa KoepuuujeHTn jemHauwmue (2) MOpajy 3aI0BOJLABATH

yCII0B
Z fr = V2.

keZ

ITpuMEP 1. OcroBHE npuMep MysaTUpe3onynujcke anaause (138. Haar-osa myi-
TUPE30JIyLIKjCKa aHAJM3A) jeCy IPOCTOPY eo IO 1e0 KOHCTAHTHUX (yHKuuja. PyHKuu-

ja ckamupama je kapakrepuctuuHa ¢pyHrmMja uaTepBana [0,1), (y namem TercTy GOKC

1, =z€|0,1),
¢yurumja) 1j. p(z) = { [0.1) , & AIPOKCUMAIMOHY IIPOCTOPH Cy Te(QUHNCAHA
0, wunaue

cav_;={f()| (Vk€Z)x €277k, 279 (k+1)) = f(x) = f(277k) }, j € Z.
3. Rackamuu asropuramMm

KackamguuM ajaropuTMoM PEKyp3UBHO ce neduHMIe HA3 (YHKIMAjA KOjU, YKOJIM-
KO KOHBEPrUpa, KOHBePrupa ka pemeny jemmauune (2). Ilouerna ampokcumaimja je
o6uuno (amu He 06aBe3H0) GOKC (YHEIHMja, a Jajbe AIPOKCUMALMje ce AeUHUILY ca

(@) = V2 frpP (2w k), i>0.

keZ

JIEMA 3. Axo cy fo, f1,..., [n—1 woeduyujenmu jeonawune (2) u axo nus
Pyrryuja zenepucar KACKAOHUM AAZOPUMMOM KOHBEDZUDA, NPU YEMY NOYETNHA
ANPOKCUMAYUUIA UMA KOMNAKINGH HOCGY, OHOG je HOCay 2panuyHe GynKyuje U-
mepean [0, N — 1].

Jlokas. Hera je HOCAU mOYETHE AIPOKCHMANMjE y KACKAIHOM aJrOpuTMy (mpouns-
BOJLHM) uHTepBad [a,b]. Taza je

oM =v2> " fip® 2z — k),
k

ma je
N-1

st - U [£54. 55 1 22421
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Cuenehum KOpakoM KaCKaIHOT alropurMa ce nobuja
oD = VES fis 2 ),
k

OJaKJe Ce 3aKbyuyje ma je

Supw@)(x):fU[ﬁzk b+N—1+2k] _ [9 b+ 3(N -1

4 7 4 4’ 4

k=0
WNunyrTuBHO ce 3akmpbyuyje ma je

@ b+ (2D -1)
on’ AL

suppgo(”)(x) = [ } —[0,N—-1,n—>0c0. =

TEOPEMA 1. Hexa cy fo, f1,-.., fN—1 Koeduyujenmu jeonauune (2) u we-
Ka HU3 PYRKUUJQ 2eHEPUCAN KACKAOHUM GAZOPUIMMOM KOHEEPZUPA, NPU “eMYy je
nowemma anpoxcumayuje boxc gynxyuja. Ilompebarn u dogoman ycaoe da ckyn
{p(-—k) | k € Z} 6yde opmonopmupar jecme 0a xoeduyujernmu jeonavune (2)
30008054605y YCA08

(3) (Ym € Z) > fifi-om = 6(m).
k

Jokas. Hexra je ckyn {@(- — k) | k € Z} oproropMmupan u Heka je m € Z
mpousBosHO. Tana je

/R o(@)p(a —m) dz = /R (ﬁ%:fw(%—k))'(\@zl:fzw(?x—%n—l)) dz
=2 frf 2z — k)p(2z —2m — 1) dx
zk:zl: k Z/RSO @
- fuf (t —k)p(t —2m — 1) dt
Ek:zl: k z/R@ ¥
=3 > ffidlk—2m 1) =" fifi om-
k l k

Hakie,

sm) = [ c(@hpla = m)de =3 fufican.
k

ymMe je moKazaHo Aa je ycnos (3) morpeban 3a oproHopmupanoct ckyna { o(- — k) |
keZ}.

O6partno, meka je cama (Vm € Z) Y, fifr—oam = 6(m) u Heka mu3 ¢yHrmmja
reHEePUCAH KACKAHAM AJITOPUTMOM, IIPU YEMY j€ MOYETHA APOKCHMAIMja OOKC (yHK-
nuja, kouseprupa. Ilokas ma je ckym {¢(- — k) | k € Z } opronopMupan u3Boau ce
MHOYKIjoM 0 Opojy urepaimje ©.
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3a i = 0 TBpheme je ouurmenno jep cy GOKC (yHKIMje OPTOrOHAJHE HA CBOje
TpaHCIanyje.

Axo je [ ¢V (z — m)pW)(z —n)dx = §(m —n), 3a cee j < i— 1, onna je
/ oD (x —m)e (x —n)de =
R
= / (\/iz fepY (22 — 2m — k)) (\/ﬁz iV (2z — 2n — l)) dx
R k z
2> > fkfl/ 0D (22 — 2m — k) =D (22 — 20 — 1) da
koo R
=33 fuh / @Dt —2m — k) D (t — 2n — 1) dt
ko1 R
- Z Z fefi6(2m +k =2n —1) = Z fefr—2(m—n) = d(m —n).
kol k

Bynyhin ma xackanmsm anropuram KoHBeprupa, ckyn { ¢(-—k) | k € Z }, rae je ¢(-) =
lim; 0 gp(i)(~)7 Takobhe je OpTOHOPMUPAH, IITO ¥ MOTIYHOCTH AOKa3yje TBpheme. W
HATTOMEHA 1. Yxomuko k ¢ {0,1,...,N — 1}, oHna je y cBakoj 01 rOpmHUX
cyma fr, = 0.
HAnmoOMEHA 2. Huje ce remko yBeputu na Hemapas O6poj koeduimjerara jenHa-
yure (2) He MOKe 3aJ0BOJbABATU YCIOB (3).

4. IIpoctropu Tamacuha

[TpocTopu Tanacuha, y o3HAIM Wy, j€Cy OPTOTOHAJHN KOMILIEMEHTH TPOCTOPA U,
y OIHOCY Ha mpocTope vi—1. lakme,

Vj—1 = vjtw;.

Kao u y ciyuajy ampokCUMAIMOHUX TIPOCTOPA, U 38 IPOCTOPE TajJacuna MOCTOju Oy HK-
mja 1(-) (r3B. ramacuh majka) TakBa ma je ¢pammmmja {1 i(-) | 4,k € Z} opro-
HOpMEpaHa 6asa mpocTopa wy, Tae je ¥ x(x) = 279/2(2 Iz — k). U3 unmenune
wo C v_q caemu 1a je P(-) =g () € v_1, na ce Tamacull Majka MOXe IPEICTABUTH
Kao JMHeapHa KOMOMHamMja ¢yHKOUja @_1 k(-), OOHOCHO Tamacuh Majka 3aI0BOJbABA
T3B. jemHAUnHy Tajacuha

(4) Y(z) = ZPk@—l,k(ﬂf) = \@ZPMD(QI — k).

kEZ keZ
JIEMA 4. Hexa cy zadanu 6pojesu fo, f1,..., fan—1 Koju 3a0080ma8ajy ycaroa
(3) u nexa je
(5) pr= (=1 fon_1-k,  ke€{0,1,...,2N —1}.

Tada je (m € Z) ( Sy ipr—am = 6(m) u X fypkom =0).
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Jloxas. Hera je m € Z npousBomno. Tana je

> pepk-om = Y (D fan 1 k(=D fan 1 kiom
k

k

= Zflfl-‘er = 6(m),
]

yrMe je NOKa3aHa IPBa jeTHAKOCT.

Iame, ako je S =Y, fuPk—2m, OHIA je

S=>fupr—2m = Y (=D " frfon -1 kram
K

k

= Z(—l)QN_l_lszqf(zfzm)fz = Z(_l)(_1)l_2mf2N717(172m)fl

l

l
= _Zpl72mfl = _Sv
l

oIakje ce 3arkipyuyje na je S = 0, unMme je u Apyra jeHAKOCT NOKA3aHA. W

TEOPEMA 2. Hexa cy fo, f1,.-., fan—1 Koeduyujenmu jeonauune (2), nexa
KackaoOnu aseopumam (y xojem je nouemua anporcumayuje boxc gyrnkyuja) Kor-
sepeupa ka Pynkyuju crasupana ¢(-) u nexka nomnpocmopu v;, j € Z, zenepuca-
nu ckynosuma { p;i(-) | k € Z'} 0bpasyjy myamupezoiyyujcky anaiusy npocmopa
Ly(R). Axo cy bpojesu py = (—1)* fan 11, k € {0,1,...,2N —1}, xoeduyujenmu
jeonauune (4), onda je:

V4, J € Z)(Ym,n € Z) (Y} m,Yin) =06(j — J)d(m —n) u

(Vj,J € Z,J < j)(Ym,n € Z) (¢jm,Yin) = 0.

Caobonno rosopehu, ramacuhiv cy mebycoGHO OpTOroHANHM HA CBUM HUBOUMA
pe3onynrje 1 OPTOrOHAJHY CY Ha CBE (YHKIUjE CKAJIUPamba Ca IPyDIHOM PE30IIYLIIjOM.

Joxas. Crynosu {¢;i(-) | k € Z} cy opromopmupare 6asze mpocTopa vj, €
Z, na mpema Teopemn 1 koeduuujentu jemmauwue (2) 3amoBosmasajy yciaos (3), a
npeMa MPeTXOJHO] JeMu, KoepuimjenTu jemnauune (4) 3amoBomasajy ycaose (Vm €
Z) () PrPr—2m = 0(m) u 32 frpr—2m = 0).

3a npousBosmHe M, n € Z BaKM:
(¢5.m () (-) =
/ (2‘”2 Zpkcp(Q_jx —2m — k)) . (2_j/2 Zplap@_jx —2n — l)) dz
R k 1
=277 ZZpkpl / 0279z —2m — k) - o272 — 2n — 1) dx
ko1 R

=Y D memd(m+k—=2n—1)=> "> piPryaim-n) = 0(m—n).
k l k l
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Iame, ako je mop. j > J, ouna je v; Cv,;_q C -+ C vy, ma u3 ynmeHuna () € vy,
J J J€ U ji J
Yi() €Ewyuvylwy ciemn na je

(Vm7 ne Z) wj,m(')J-wJ,n(')a

IMITO y HOTIYHOCTU NOKa3yje MPBY peaIu]y.

AHanOrHO IPETXOMHOM MOKA3Y, 32 IPOU3BOJLHE M, v € Z BAKM:
(Soj,m(')vdjj,n(')) =

/ (2_j/2 kago(Q_jx —2m — k)) . (2_j/2 me(?‘jx —2n — l)) dx
R k ]
=277 Zkapl / 279z —2m —k)- o279z —2n — 1) dx
ko1 R
=D > fimd@mA k=2 =1 =) > fipkram-n) = 0.
ko1 ko1

Axo je J < j, omma 3a mpousBomHe m,n € Z u3 uumenuna v; C vy u vylwy
ciremu na je v; Lwy, onmocHo ma je ¢jm(-)Ltsn(-). Tume je Teopema y mormyHoCTH
JOKa3aHa. W

HANOMEHA. Axo je J > j, omna je vy+w; C vj, na ranaculu Ha HUBOY ca
rpy0J/bOM PE30IynKjOM HE MOT'Y OMTV OPTOrOHAJHU HA ()YHKIMje CKAIUPAma Ha HUBOY
ca (OUHU]OM PEe30JIyINjOM.

5. AnmpokcuManuja y IpOCTOpPUMA v; U Wj, j € Z
Kopucrehu nepuuurnujy npocropa ramacuha nobuja ce ma je
’Uj,1 = vj—i—wj = ij—i—ij—i—wj —= = v,]—i—wJ—i—wJ,H— e +’LU]

Kana J — oo, nobuja ce ma je

00
Vj—1 = @wkv
k=j

a Kama j — —o00, nobuja ce ma je
o0
LQ(R) = @ Wp -
k=—o0
Y mpakcu je Haj3HAUAjHU]A je THAKOCT
Vj—1 = ’U‘]-i-w‘]—;-w‘]_]_—i- ce —|—w7

Koja omoryhaBa pempe3eHTanujy (yHKIUja U3 alPOKCAMAIMOHOL MPOCTOPA Ca HAj(u-
HUjOM PE30ayIujoM ToMONy (GYHKIMje 13 ampOKCUMAIMOHOT TIPOCTOPA Ca HAJTPYOmHOM
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pesosynujoM U GyHKIHUja U3 IpocTopa Tadacuha ca csuMm Mehypesomymujama. axkie,
axo je fi—1(-) € vj_1, onza je

J
©)  fi(x) +2Afk = " arnsn@) +Y)  beaten (),

jep je fs() € vy m Afi(:) € wg,k € {j,j+1,...,J}. Oproropmmpanoct on-
rosapajyhux 6aza omoryhasa uspauynaBame koeduuujenara pernpesentamuje (6) mo
dopmynama

() agn= /R i@ pun(@)dz uw by, = /R Fo1 (@) ()

6. IlnmpamunasaM ajaropuTamMm

Hemnocrojame aHaauTu4kor 00nuka Kako 3a (YHKIW]Y CKAIUpamba, TAaKO U 33 TaJa-
culi Majky, 3HATHO OTekaBa U3padyHaBame uHTerpata (7). IupexkTHU mMpaMusaIHn
aJIrOpuTaM je IOCTYIAaK M3padyHaBama Koe(QUIUjeHATa ajr U bj i (koedunujenTn Ha
HUBOY ca rpy6/oM pesomymujoM) momolly koepummjenaTa aj_1) (KoeQuuujeHTH Ha
HUBOY ca (UHMjOM De3onynujom) u koeduuujeHara jenmaumua (2) u (4). Wusepsan
NUPaMUIAJIHYA aJrOPUTAM je NMOCTYIaK M3padyHaBama KOe(QUIMjeHaTa aj_1 j MOoMONy
KoeuIUjeHaTa aj ) U b, U Koepuuujenara jenHaunsa (2) u (4).

TEOPEMA 3. Hexa je
f] 1 Za] lnSDj ln Z%kﬁpgk +ijk¢jk

Roeduyujenmu anporcumayuje na Hu8oy ca 2pyboom pesoayyujom ce, nomohy
Koeduyujenama Ha HUB0Y ca PUHUJOM Pe30AYUUJOM, PAYYHATY NO HOPMYAAMG

(8) aj,k:E frn—okGj—1n U bj,kzg DPn—2kGj—1n-
n n

C dpyee cmpane, KoePuyujenmu anpoxcuMayuje Ha HUBOY ca PuHujoM pe3oayyu-
jom ce, nomohy xoefuyujenama na Hueoy ca epybHLOM PEIOAYUUJOM, PAUYHATY NO
popmyaama

(9) aj—1,k = Z(fk—Qnaj,n +pk—2nbj,n)~

n

JIOKA3. 3a npousBoibHO j € Z je

@jm(t) = 27920277t —m) = 2-7TD/2 Z Frp(27H1 — 2m — k)

D R M )
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Amasorno ce mokasyje na 3a IPOU3BOLHO j € Z BaKH
Yim(t) =Y Poam@j-1.a(t).
n
Cana je

ti = FOon) = [ FOesy it = [ 10( 3 oawpiorn(®)

= Z frn—2k /Rf(t)%’j—l,n(t) dt = Z fn—2k - @j_1,n-

Amanoruo ce mokasyje u npyra on jemnakoctu (8). Ocraje jom na ce mOKake jeIHAKOCT
(9). Hakme,

Yo a1k (t) = Y ajuein(t) + Y bjxtik(t)
k k k
="k > faeon i1 + D bik Y Pn-2pio1a(t)
k n k "
= Z [Z aj,kfn_gk + b'7kpn—2k:| @j—l,n(t)a
n k

OJIaKJIe HEOCPENHO CJIEeIN TParkeHa jeIHAKOCT. M

Ilagse, y CBAKOM KOpaKy IMPEKTHOr MUPAMUIAJIHOT anroputma ((popuysie (8))
ce momohy koedunujeHara a;_i j A00Mja IBOCTPYKO Mame KOe(QUIWjeHATA a4 f U TBO-
CTPYKO Mame KoeQunujeHara bj i, JOK Ce y CBAKOM KOPaKy MHBEP3HOT MMPAMUIAIHOT
anroput™a (popmyia (9)) momoly koepumujenara ajj u bj ) K06Uja IBOCTPYKO BHIe
KoeuIMjeHaTa a;_1 k.

OsakBa (opMynanuja mupaMugaisor asroputMa Hamelie msa mpobiaema mpuiu-
KOM IpakTuuHe peasausainuje. [Ipsu je npobiem uzbopa moverHe anpokcumanuje (yia-
3HMX KOe(UIjeHara), NOK je NPYru MpoOJeM NpPOAy:KeHma Ha IPAHUNU. 1eopercku,
KaJa cy Opoj yJa3HuX momaTaka u Opoj KOpaka OUPAMUIAIHOT AJIrOPUTMa OeCKOHA-
YHM, OBU NPOOJIEMU HAPABHO HE MOCTOjE.

[Touerna amporcumanuja Tpeba ma TOBOBHHO HOOPO ampOKCUMUPA 3aMaHY (YHK-
IMjy y IPOCTOPY Ca HAjUHUjOM PE30JyUIjoM, Ta je Hajuemhn (HapaBHO, HEe U jeIUHN)
n300p HU3 BPEIHOCTU 3alJaHe (QYHKIUje y TaukaMa JOBOJLHO T'yCT€ MPEKE.

[Tpobnem mpoay:kema HA TpAHUIM HAjjeTHOCTABHUje je 0OjACHUTH HA MPUMEDY.
Iakne, vexa cy fo, f1, f2, f3 Koepuuujentn jemmaunue (2), po, p1, P2, P3 KOePUIUjeHTH
jennauune (4) u mera cy ag i,k € {0,1,..., 27 — 1} ynasau xoeduuujeHTH mUpamu-
JAJHOT asroputMma. Hakom j — 1 KOpaka, mUpaMUAAJHUM aJrOPUTMOM ce mo0ujajy
koepummjertn a; 1k, k € {0,1,...,27 79 — 1}y wb;_y 4, k € {0,1,...,2777FL — 1},
[Tocaenme koMmnonentTe y caenehem xkopaky ce mobujajy mo dopmyiiu

ajor-i—1 = foaj_120-3+1_ 9+ fra; 1 00-5+1_1 + faa;_1 90-5+1 + f3a; 12754141

n

bjor-i_1 = PoGj_1,27-i+1_2 + D1 _1 7-i+1_1 + P2a;j_1 27—i+1 + P3aj_1 27—i+141-
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ITpoGineMm mpoxyskema Ha TpaHUIU je IpobieM NoJesbUBamha BPEIHOCTU Koe(u-
UWJEHTUMA @ _1 9J—j+1 ¥ (j_1 2J—j+141 KOJU HACY U3PAUyHATH y TPETXOTHOM KOPAKY.
Hajuemhe ce oBaj HU3 KOeduIjeHaTa TIPOLY:KABa HA jefaH OX cieneinx HaUMHA: KOH-
crauToM (0OUYHO HYJIOM), IEPUOAAYHO UK CUMETPUYHO. Tpeba HALIOMEHYTH Aa Ce Ha
UCTU Ha4MH IPOOJIEM MPOIy:KeHa Ha IPAHUNN jaBba U y MHBEP3HOM IUPAMUIATHOM
AJITOPUTMY.

[Tpema mpeTxomHO peueHOM, MaKCUMaJIaH OPOj KOpaka TUPAMUIAIHOT AJITOPUTMA,
je moryhe peannsoBaTtu ako je 6poj moueTHUX KoeunmjeHaTa cTemneH 6poja 2. Y ToM
CIy4Yajy caMo jelaH KOe(QUIUjeHT ¥ allPOKCUMAIMOHOM IPOCTOPY €& HAjTPyDILOM pe3o-
JIYyIUjOM IpeCcTaBba QYHKIU]Y, TOK Cy IpeocTale nHPOpMaIyje 0 QYHKINU caIp:Kane
y mpocropuMa Tajgacrha ca pasnAuuTUM Pe30JIYIUjaMa.

6.1. NM3pauyHaBame BpedHOCTU (YHKNUje CKAJIMpama M Majke Tajsacuha
IPUMEHOM MUPAMUIAJIHOT AJTOPUTMA

[IpumveroM mupaMuAaJHOr aJroputMa Moryhe je ca mpou3BOJLHOM TayHOIINY u3-
padyHATH BPEIHOCTM (YHKIUje CKAIMpama M Majke Tajacuha y AUaJCKAM TaduKaMa
(traurama obmka m2~ X, rme cy m, K € Z). Ilpe cera, TpeGa MOKa3aTw Aa Bamu
cneneha

JIEMA 5. Axo je ¢(-) € La(R) dynruyuja ca xomnaxmmuum wocawem ca-
Opacanum y unmepsaay [—R, R], maxea da je ngp(x) dx =1, a dynxuuja f(-)
nenpexuona wa ckyny R, onda je

(Vz € R) 11m23/fx+y (29y) dy = f()

J—0o0

Lokas. Bynyhn ma je 2" [ o(2"x)dx = [ o(t) dt = 1, 3a npoussomno = € R
BaKH

x)—Q”Af(x+y)¢(2”y)dy‘

~|er [ 1) - s+ etz dy\ \/ Fw+27m)] () dt

/ o(@)dz - sup  |f(x) — flz+27).

lz+2-"¢|<R
306or HempekunHocTH (GyHKRIUje f,

sup  |f(x) = f(z+27"t)] — 0, n— oo,
|z+2-7t|<R
unMe je TBpheme MOKa3aHo. M
Axo je f(+) = ¢(-), upu uemy je ¢(-) dpyHEIMja ckanupama (Y3 IPETIOCTABRY 12
je QyHKIMja CRaIMpama HENPeKWIHA), HA OCHOBY NPETXOHHe TeopeMe, 3a m, K € Z
BaXKU

©(m2~5) = lim 2j/ o(m2™5 4 1)p(27y) dy = lim Qj/ () (29t — m2I ) dt
R R

j—o0 J—00

lim 21/2/ Q)P jmai-x () dt = lim 27/%a_; ,05-x,
R

J—0 J—0
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ma ce, 3a JOBOJLHO BEJIUKO j MOMKE CMATDATH 14 je
—K\  9J/2 )
p(m2™%) ~ 2 / A_j ik,

THE CY G_jymoi-K KOCQUIM]EHTM ampOKCUMaluje (QyHKIUje CKalupama y HTpPOCTOpPY
v;. VI3 mpernocraBke Ja je GYHENUja CKaIXpaHa OPTOrOHAJHA Ha CBOje TPaHCIaluje,
3ajelHo ca uumbeHuIoM (-) € v, 3a j = 0 ce nobuja nma je

1, m=0,

ag.ma-x = (9(), Poma-x () = §(m2 ™) = { 0, m#0.

Hakne, 3a TpuOMMKHO U3PAUyHABAKE BPETHOCTU <p(m2_K), m, K € Z, sa Mmpexn
ryctuse 277, j € Z, UHBep3HUM DUPAMUIAJIHY AJTOPUTAM Tpeba DPUMEHUTH HA CKYII
nonataxa agr = 0(k),box = 0,k € {0,1,...,(2N — 1)27 — 1} (2N je Gpoj xo-
edpuuujenara jemnauune (2). Moske ce mokaszaTu Ia 3a IPUONKHO U3DAYyHABAHE
spemnoctu (m2~ ), m, K € Z, na mpesu ryctune 277, j € Z, UHBeP3HN TUpaMU-
IAJHA aJropuraM Tpeba IPUMEHUTH Ha CKyI momaraka aor = 0,bor = 0(27),k €
{0,1,...,(2N —1)27 —1}.

6.2. MarpuuHa MHTEpHOpeTanuja TNPaMUIATHOT aJIFOPUTMa

Heka je marpuna F' ne¢unncana Ha cienehu xauns
fi—i» 1 €2Z,
F; = .
Pj—it+1, €27 + 1.
JupeKTH MUpaMUAAIHA aITOPUTAM ¥ MATPUYHOM OOJNUKY TIACh
T; = Faj,l,
JIOK MHBEP3HM MUPAMUIAJIHA AJICOPUTAM ¥ MATPUYHOM OOJIMKY IJach
_ T
a;—1 = F Zj,
a. 1, n € 27Z
Jrgn

2
b 1
Js

ejexin=
TAC JE Ljm C ne22Z+1.
(n—1)
JIEMA 6. Axo xoeguyujenmu jeonauune (2) zadosonasajy ycaos (3), a xo-
efuyujenmu jeornauune (4) ycaos (5), onda je mampuya F opmozonanna, myj.
F-1=FT,

fjf’h (&S 2Z7

. , TO je
Pj—it+1, ©E 2Z +1

Lokas. Dynyhn ma je Fy; = {

(FF )20 =Y FoixFilo; =Y FoirFajie = 3 fr2ifi—2j
o k k-

L i=7,

= ;fnm%_zj =6(2j —2i) =0(j — i) = { 0 iti
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(FFT)2i2j+1 = ZinkF;ng = Z FoipFojiap = Z fr—2iPk—2j4+1-1
k k k

= Z fnPn+y2i—25 = 0.
n

Anasorso ce nokasyje ma je (FFT)gi19j41 =08(j — i) n ma je (FFT)gi412; =0.m

W3 nperxonue neme ciemu ga cy yciosu (3) u (5), y3 HepUOIUYHO HPOLY:KEHE
HU3a yJIA3HUX KoepuimjeHata, TOBOJLHU 32 CABPIIEHY DEKOHCTPYKIW]y (U3/1a3 U3 WH-

BEP3HOT MMPAMUAAIHOT AJTOPUTMA je[HAK je ylasy y AMPEKTHN OUPAMUJAJHN aJro-
putam).

2 1

-5 0.5
1

0

S) -0.5

0 1 -1

Pynrumja cranaupama u Tajdacuh Majka oapebenn koedummjentrma (10) ogrocHo (12)

ITPUMEP 2. Tunnuau npuMepu koedunujenara jegaaunne (2) KOju 3a,10BObABA]Y
ycaos (3) cy r38. Haar-oBu koedunujentu

1 1
ﬁv flz

u 138. Daubechies koedpunujentu pena 2

C1+43 3+3 3-3 13
(11) fO_T\/i’ fl_T\/i’ f2—ﬁ, f3—74\/§ .

[Ipeocramu koedumujentu cy Hyna. Koedunujentu omrosapajyliux jemsaunua Tasa-
cuhia ce nobujajy uz ycaosa (5) u raace

(10) fo=

V2

(12) Po =
OZHOCHO

(13) _1-3 3-v3 3+v3 _ 14V3
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=

©
N P )

1.25
0.75

0.5
0.25

-0.25 )

dyurnuja craaupama u ranacull Majra oapebenn koepunujentuma (11) omrocuo (13)

IM'padumu nprunataux GyHKIUja CKAJUpama 1 TajJacrha Majku Cy IPUKA3aHd HA ONrO0-
BapajyhuM ciurama.
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