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GENERISAǋE HERONOVIH TROUGLOVA
KOJI NEMAJU CELOBROJNIH VISINA

U qlanku ,,Heronove trojke kao aritmetiqki nizovi“ (Nastava matemati-
ke LI, 3–4) opisan je postupak dobijaǌa Heronovih trouglova slepǉivaǌem ili
isecaǌem Pitagorinih trouglova. U tom tekstu je kao primer navedena i trojka
(5, 29, 30) du¼ina stranica Heronovog trougla kome nijedna visina nije celo-
brojna. Postavǉa se pitaǌe generisaǌa takvih trouglova.

U tu svrhu primenimo obratan redosled. Pretpostavimo da je (a, b, c) troj-
ka stranica Heronovog trougla koji nema nijednu celobrojnu visinu i neka je
NZD (a, b, c) = 1. Neka je jox hc = p/q visina sa najmaǌim imeniocem od sve tri
racionalne visine tog trougla tako da su p i q uzajamno prosti prirodni bro-
jevi. Homotetijom Hq, sa koeficijentom q, taj trougao se preslikava u trougao
sa stranicama (a1, b1, c1) = (qa, qb, qc). Prema oznakama kao na slici, visina tog
trougla je C1D1 = p i celobrojna je. Da li su trouglovi A1D1C1 i B1C1D1

Pitagorini?

Imamo da je: m =
√

a2
1 − p2, n =

√
b2
1 − p2 i n = c − m. Kvadriraǌem

posledǌe jednakosti, posle niza elementarnih transformacija dobija se da je:

m =
c2 + a2

1 − b2
1

2c
, n =

c2 + b2
1 − a2

1

2c
, odnosno da su m i n racionalni, pa su kao

koreni iz prirodnih brojeva tako±e i prirodni. Zakǉuqujemo da su trouglovi
A1D1C1 i B1C1D1 Pitagorini.
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Va¼i jox da je NZD (a1, b1, p) = 1. Zaista, da je NZD (a1, b1, p) = d, d > 1,
morao bi d biti delilac i od m i n, a samim tim i od c1. Kako d nije delilac
od q, jer je razlomak p/q redukovan, zakǉuqujemo da je d zajedniqki delilac od
a, b, c. Ovo je na kraju suprotno pretpostavci da je NZD (a, b, c) = 1.

Homotetijom H1/q se Heronov trougao A1B1C1 preslikava u Heronov trou-
gao ABC koji nema celobrojnih visina.

Primer 1. Primenimo prethodno opisani postupak na trouglu sa strani-
cama (5, 29, 30).

Poluobim trougla je s = 32, a povrxina P =
√

32 · 27 · 3 · 2 = 72. Visina

koja odgovara stranici c = 30 je hc =
2P

c
=

24
5

. Homotetijom sa koeficijen-

tom 5 dati trougao se preslikava u trougao (25, 145, 150), a ovaj se mo¼e dobiti
slepǉivaǌem dva osnovna Pitagorina trougla (7, 24, 25) i (24, 143, 145) du¼ zaje-
dniqke katete 24. Inverznom homotetijom se ovako dobijeni trougao preslikava
na polazni.

Primer 2. Postoji li Heronov trougao bez celobrojnih visina koji je
homotetiqna slika Heronovog trougla sa visinom 147?

Neka je kateta Pitagorinog trougla y = 147. Jednaqina za druge dve strani-
ce takvih trouglova je z2 − x2 = 21609. Uz uslov z > x i x, z ∈ N ova jednaqina
ima za posledicu taqno 7 sistema. Uoqimo slede²a dva od tih sedam sistema,
zajedno sa ǌihovim rexeǌima:

1. (z + x = 21609 ∧ z − x = 1) ⇐⇒ (z = 10805 ∧ x = 10804);

2. (z + x = 2401 ∧ z − x = 9) ⇐⇒ (z = 1205 ∧ x = 1196).

Na taj naqin dobijamo slede²a dva Pitagorina trougla: (147, 10804, 10805)
i (147, 1196, 1205). Slepǉivaǌem ova dva trougla du¼ jednake katete y = 147,
dobija se Heronov trougao (a1, b1, c1) = (1205, 10805, 12000). Deǉeǌem svih stra-
nica sa 5 dobija se Heronov trougao (a, b, c) = (241, 2161, 2400) koji nema celo-
brojnih visina.

Uopxteǌem posledǌeg primera dobija se qitava klasa Heronovih trouglova
me±u kojima je beskonaqno mnogo onih bez celobrojnih visina. Neka je kateta
y = (10k + 3)(10l + 9) gde je 10l + 9 > 10k + 3. Tada iz sistema

z + x = (10l + 9)2(10k + 3)2 ∧ z − x = 1

imamo rexeǌe z =
(10l + 9)2(10k + 3)2 + 1

2
, x =

(10l + 9)2(10k + 3)2 − 1
2

, a iz
sistema

z + x = (10l + 9)2 ∧ z − x = (10k + 3)2

rexeǌe z =
(10l + 9)2 + (10k + 3)2

2
, x =

(10l + 9)2 − (10k + 3)2

2
.

Na kraju, slepǉivaǌem odgovaraju²ih Pitagorinih trouglova, i posle deobe
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svih stranica sa 5, dobija se tra¼ena klasa
(

(10l + 9)2 + (10k + 3)2

10
,
(10l + 9)2(10k + 3)2 + 1

10
,

(10l + 9)2(10k + 3)2 − 1
10

+
(10l + 9)2 − (10k + 3)2

10

)
.

Za k = 0 i l = 1 dobijamo Heronov trougao (37, 325, 360) bez celobrojnih visina.
Poluobim tog trougla s = 361, i veliqine s− a = 324, s− b = 36 i s− c = 1 su
potpuni kvadrati. U tabeli 1 su predstavǉeni Heronovi trougli ove klase za
k = 0 i l = 0, 1, 2, . . . , 9.

a b c s s− a s− b s− c P

37 325 360 361 324 36 1 2052
85 757 840 841 756 84 1 7308
153 1369 1520 1521 1368 152 1 17784
241 2161 2400 2401 2160 240 1 35280
349 3133 3480 3481 3132 348 1 61596
477 4285 4760 4761 4284 476 1 98532
625 5617 6240 6241 5616 624 1 147888
793 7129 7920 7921 7128 792 1 211464
981 8821 9800 9801 8820 980 1 291060
1189 10693 11880 11881 10692 1188 1 388476

Tabela 1

Ova klasa Heronovih trouglova ima jox jednu zanimǉivu osobinu. Niz vi-
sina koje odgovaraju najve²im stranicama ovih trouglova qini aritmetiqki niz
sa prvim qlanom 11,4 i razlikom 6.

U sluqaju 10l + 9 < 10k + 3 beskonaqno mnogo Heronovih trouglova bez
celobrojnih visina se dobija isecaǌem Pitagorinih trouglova uz homotetiju sa
koeficijentom 1/5. Klasa takvih trouglova zadata je formulama

(
(10l + 9)2 + (10k + 3)2

10
,
(10l + 9)2(10k + 3)2 + 1

10
,

(10l + 9)2(10k + 3)2 − 1
10

− (10l + 9)2 − (10k + 3)2

10

)
.

U tabeli 2 su zadati Heronovi trouglovi ove klase za l = 0 i k = 1, 2, . . . , 10.

Niz visina ovih trouglova koje odgovaraju stranici c je aritmetiqki niz
sa prvim qlanom 23,4 i razlikom 18.

Postupak gra±eǌa novih klasa mo¼emo nastaviti pomo²u Pitagorinih tro-
uglova kojima je jedna kateta y = (10k + 1)(10l + 3).
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a b c s s− a s− b s− c P

25 1369 1360 1377 1352 8 17 15912
61 4285 4240 4293 4232 8 53 87768
117 8821 8720 8829 8712 8 109 258984
193 14977 14800 14985 14792 8 185 572760
289 22753 22480 22761 24472 8 281 1072296
405 32149 31760 32157 31752 8 397 1800792
541 43165 42640 43173 42632 8 533 2801448
697 55801 55120 55809 55112 8 689 4117464
873 70057 69200 70065 69192 8 865 5792040
1069 85933 84880 85941 84872 8 1061 7868376

Tabela 2

Prvo, u sluqaju 5(k−l) > 1, posle slepǉivaǌa i homotetije sa koeficijentom
1/5 dobijamo klasu

(
(10k + 1)2 + (10l + 3)2

10
,
(10k + 1)2(10l + 3)2 + 1

10
,

(10k + 1)2(10l + 3)2 − 1
10

+
(10k + 1)2 − (10l + 3)2

10

)
,

a u tabeli 3 i Heronove trougle ove klase za l = 0 i k = 1, 2, . . . , 10.

a b c s s− a s− b s− c P

13 109 120 121 108 12 1 396
45 397 440 441 396 44 1 2772
97 865 960 961 864 96 1 8928
169 1513 1680 1681 1512 168 1 20664
261 2341 2600 2601 2340 260 1 39780
373 3349 3720 3721 3348 372 1 68076
505 4537 5040 5041 4536 504 1 107352
657 5905 6560 6561 5904 656 1 159408
829 7453 8280 8281 7452 828 1 226044
1021 9181 10200 10201 9180 1020 1 309060

Tabela 3

U sluqaju 5(k − l) < 1, odgovaraju²a klasa je
(

(10k + 1)2 + (10l + 3)2

10
,
(10k + 1)2(10l + 3)2 + 1

10
,

(10k + 1)2(10l + 3)2 − 1
10

− (10k + 1)2 − (10l + 3)2

10

)
,
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a dobija se isecaǌem Pitagorinih trouglova i istom homotetijom. Primeri za
k = 1 i l = 1, 2, . . . , 10 su dati u tabeli 4.

a b c s s− a s− b s− c P

29 2045 2040 2057 2028 12 17 29172
65 6401 6360 6413 6348 12 53 160908
121 13177 13080 13189 13068 12 109 474804
197 22373 22200 22385 22188 12 185 1050060
293 33989 33720 34001 33708 12 281 1965876
409 48025 47640 48037 47628 12 397 3301452
545 64481 63960 64493 63948 12 533 5135988
701 83357 82680 83369 82668 12 689 7548684
877 104653 103800 104665 103788 12 865 10618740
1073 128369 127320 128381 127308 12 1061 14425356

Tabela 4

U slede²im primerima klasa, dati su uslovi egzistencije klase, formule
klase i tabele nekoliko primera tih trouglova.

1. a) Za 5(k − l) > 6 imamo klasu
(

(10k + 1)2 + (10l + 7)2

10
,
(10k + 1)2(10l + 7)2 + 1

10
,

(10k + 1)2(10l + 7)2 − 1
10

+
(10k + 1)2 − (10l + 7)2

10

)
,

nastalu slepǉivaǌem Pitagorinih trouglova sa katetom y = (10k + 1)(10l + 7)
i naknadnom homotetijom. U tabeli 5 su dati podaci za l = 0 i k = 1, 2 . . . , 10.

a b c s s− a s− b s− c P

17 593 600 605 588 12 5 4620
49 2161 2200 2205 2156 44 5 32340
101 4709 4800 4805 4704 96 5 104160
173 8237 8400 8405 8232 168 5 241080
265 12745 13000 13005 12740 260 5 464100
377 18233 18600 18605 18228 372 5 794220
509 24701 25200 25205 24696 504 5 1252440
661 32149 32800 32805 32144 656 5 1859760
833 40577 41400 41405 40572 828 5 2637180
1025 49985 51000 51005 49980 1020 5 3605700

Tabela 5
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1. b) Za 5(k − l) < 6 imamo klasu
(

(10k + 1)2 + (10l + 7)2

10
,
(10k + 1)2(10l + 7)2 + 1

10
,

(10k + 1)2(10l + 7)2 − 1
10

− (10k + 1)2 − (10l + 7)2

10

)
,

nastalu isecaǌem Pitagorinih trouglova sa katetom y = (10k+1)(10l+7) i ve²
pomenutom homotetijom. U tabeli 6 su dati podaci za k = 1 i l = 1, 2 . . . , 10.

a b c s s− a s− b s− c P

41 3497 3480 3509 3468 12 29 65076
85 8821 8760 8833 8748 12 73 260172
149 16565 16440 16577 16428 12 137 669108
233 26729 26520 26741 26508 12 221 1371084
337 39313 39000 39325 38988 12 325 2445300
461 54317 53880 54329 53868 12 449 3970956
605 71741 71160 71753 71148 12 593 6027252
769 91585 90840 91597 90828 12 757 8693388
953 113849 112920 113861 112908 12 941 12048564
1157 138533 137400 138545 137388 12 1145 16171980

Tabela 6

2. a) Za 5(l − k) < 1 dobija se klasa
(

(10k + 9)2 + (10l + 7)2

10
,
(10k + 9)2(10l + 7)2 + 1

10
,

(10k + 9)2(10l + 7)2 − 1
10

+
(10k + 9)2 − (10l + 7)2

10

)
,

koja nastaje posle slepǉivaǌa Pitagorinih trouglova sa zajedniqkom katetom
y = (10k + 1)(10l + 7) i ve² korix²ene homotetije. U tabeli 7 dati su primeri
ove klase trouglova za l = 0 i k = 0, 1, 2, . . . , 9.

2. b) Na kraju, za 5(l − k) > 1, isecaǌem se dobija klasa Pitagorinih
trouglova sa zajedniqkom katetom y = (10k + 1)(10l + 7) i korix²enem poznate
homotetije dobija se klasa

(
(10k + 9)2 + (10l + 7)2

10
,
(10k + 9)2(10l + 7)2 + 1

10
,

(10k + 9)2(10l + 7)2 − 1
10

− (10k + 9)2 − (10l + 7)2

10

)
,

Primeri trouglova ove klase za k = 0 i l = 1, 2, . . . , 10 dati su u tabeli 8.
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a b c s s− a s− b s− c P

13 397 400 405 392 8 5 2520
41 1769 1800 1805 1764 36 5 23940
89 4121 4200 4205 4116 84 5 85260
157 7453 7600 7605 7448 152 5 207480
245 11765 12000 12005 11760 240 5 411600
353 17057 17400 17405 17052 348 5 718620
481 23329 23800 23805 23324 476 5 1149540
629 30581 31200 31205 30576 624 5 1725360
797 38813 39600 39605 38808 792 5 2467080
985 48025 49000 49005 48020 980 5 3395700

Tabela 7

a b c s s− a s− b s− c P

37 2341 2320 2349 2312 8 29 35496
81 5905 5840 5913 5832 8 73 141912
145 11089 10960 11097 10952 8 137 364968
229 17893 17680 17901 17672 8 221 747864
333 26317 26000 26325 25992 8 325 1333800
457 36361 35920 36369 35912 8 449 2165976
601 48025 47440 48033 47432 8 593 3287592
765 61309 60560 61317 60552 8 757 4741848
949 76213 75280 76221 75272 8 941 6571944
1153 92737 91600 92745 91592 8 1145 8821080

Tabela 8

Ve² iz prilo¼enih tabela mo¼e se uoqiti da u datim klasama ima trouglova
sa celobrojnim visinama, pa qak i trouglova koji nisu pravi Heronovi (stranice
im nisu predstavǉene uzajamno prostim brojevima). Stoga navedeni algoritam
otvara slede²e probleme:

1. Odrediti uslove pod kojima u navedenim klasama nastaju trouglovi sa
celobrojnim visinama.

2. Odrediti klase Heronovih trouglova bez celobrojnih visina koje nastaju
iz Pitagorinih trouglova sa zajedniqkom parnom katetom i naknadnom homote-
tijom. (Takvi trouglovi su, recimo, (5, 29, 30) i (17, 65, 80)).

3. Postoje li i drugi Heronovi trouglovi sem (17, 65, 80) i (37, 325, 360)
kojima su sve qetiri veliqine s, s− a, s− b i s− c potpuni kvadrati?

4. Dokazati da je niz visina koje odgovaraju stranici c, u prethodno defi-
nisanim klasama trouglova, aritmetiqki.
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