
NASTAVA MATEMATIKE U OSNOVNOJ XKOLI

Dragoǉub Miloxevi�

PASKALOV TROUGAO1

Trougaona tablica brojeva na sl. 1 naziva se Paskalov trougao2. Qlanove
Paskalovog trougla dobijamo na slede²i naqin: prvi i posledǌi qlan reda je 1,
a ostale qlanove dobijamo sabiraǌem po dva qlana iz prethodnog reda, i to onog
koji je iznad tra¼enog qlana i onog koji mu prethodi.

(0) (1) (2) (3) (4) (5)
(0) 1
(1) 1 1
(2) 1 2 1
(3) 1 3 3 1
(4) 1 4 6 4 1
(5) 1 5 10 10 5 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sl. 1

Paskalov trougao se, izme±u ostalog, koristi:

a) u odre±ivaǌu koeficijenata koji predstavǉaju stepen binoma u razvije-
nom obliku;

b) za odre±ivaǌe broja podskupova sa po k elemenata skupa od n elemenata;

v) u izvesnim problemima verovatno²e;

g) za dobijaǌe nekih brojeva koji predstavǉaju stepen nekog prirodnog broja,
nezavisno od izbora osnove brojevnog sistema.

Lako se uveravamo da se brojevi iz prvih nekoliko redova Paskalovog trou-
gla mogu predstaviti i onako kako je to uqiǌeno u tablici na sl. 2. Pri tome kod
razlomaka kojima su u toj tablici predstavǉeni qlanovi Paskalovog trougla uo-
qavamo izvesnu zakonitost, koju i sâm qitalac mo¼e da ustanovi. Ta zakonitost

1 Materijal pogodan za obradu u dodatnoj nastavi
2 Blez Paskal (1623–1662), francuski matematiqar i fiziqar
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va¼i i za qlanove ostalih redova iz Paskalovog trougla.

(0) (1) (2) (3) (4) (5)
(0) 1

(1) 1
1
1

(2) 1
2
1

2 · 1
1 · 2

(3) 1
3
1

3 · 2
2 · 1

3 · 2 · 1
1 · 2 · 3

(4) 1
4
1

3 · 2
1 · 2

4 · 3 · 2
1 · 2 · 3

4 · 3 · 2 · 1
1 · 2 · 3 · 4

(5) 1
5
1

5 · 4
1 · 2

5 · 4 · 3
1 · 2 · 3

5 · 4 · 3 · 2
1 · 2 · 3 · 4

5 · 4 · 3 · 2 · 1
1 · 2 · 3 · 4 · 5

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sl. 2

Qlan iz n-tog reda i k-te kolone dobija se po formuli

Cn
k =

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)
1 · 2 · 3 · . . . · k .

Na primer, za n = 5 i k = 3 je n − k + 1 = 3, pa je C5
3 =

5 · 4 · 3
1 · 2 · 3 = 10, tj. u

preseku petog reda i tre²e kolone dobijamo broj 10. Proveri u tablici (sl. 2).

1. Ako izraqunamo stepene binoma A + B, dobijamo redom:

(A + B)0 = 1,

(A + B)1 = 1 ·A + 1 ·B,

(A + B)2 = 1 ·A2 + 2 ·AB + 1 ·B2,

(A + B)3 = 1 ·A3 + 3 ·A2B + 3 ·AB2 + 1 ·B3,

(A + B)4 = 1 ·A4 + 4 ·A3B + 6 ·A2B2 + 4 ·AB3 + 1 ·B4,

(A + B)5 = 1 ·A5 + 5 ·A4B + 10 ·A3B2 + 10 ·A2B3 + 5 ·AB4 + 1 ·B5,

. . . . . . . . .

Kao xto vidimo, koeficijenti se u razvijenom stepenu binoma upravo re±aju kao
u tablici na sl. 1.

2. Posmatrajmo npr. skup S = {a, b, c, d}. Ovaj skup ima, oqigledno, kao
podskupove jedan prazan skup ∅ i jedan qetvoroqlani skup {a, b, c, d}. Jednoqla-
nih podskupova ima koliko i elemenata, xto znaqi da qetvoroqlani skup S ima
4 jednoqlana podskupa. Kako se izdvajaǌem po jednog elementa iz skupa S dobija
(od preostalih qlanova) uvek po jedan podskup od 4 − 1 = 3 qlana, zakǉuqujemo
da je i broj ovih (troqlanih) podskupova 4.

Ako se po jedan qlan skupa S kombinuje sa po jednim od preostalih qlanova,
dobijaju se dvoqlani podskupovi ovog skupa. Ima ih 4 · 3, ali . . . Kako se
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povezivaǌem nekog elementa s nekim drugim, a zatim tog drugog elementa sa onim
prvim, dobija isti podskup3, to je broj ovih podskupova dvaput maǌi: (4 · 3) :
2 = 6.

Dakle, qetvoroqlani skup ima podskupova:
praznih jednoqlanih dvoqlanih troqlanih qetvoroqlanih

1 4 6 4 1
Proveri 4. red u Paskalovom trouglu (sl. 1)!

Rezonuju²i na sliqan naqin, dolazimo do zakǉuqka: brojevi iz n-tog reda
Paskalovog trougla pokazuju koliko ima praznih, jednoqlanih, dvoqlanih,
itd. podskupova skupa od n elemenata.

Tako±e, va¼i i ovo: broj svih podskupvoa n-toqlanog skupa iznosi 2n. Na
primer, petoqlani skup ima ukupno 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 32 = 25 podskupova
(v. peti red Paskalovog trougla).

3. Ako novqi² bacimo u vazduh, mo¼emo da se nadamo da isti padne na
,,grb“ (G), ili na ,,broj“ (B). Iskustvo nas uqi da ²e kod velikog broja bacaǌa
pribli¼no isto toliko puta pasti ,,grb“ koliko puta i ,,broj“, tj. u dva bacaǌa
proseqno padne jedanput ,,grb“. Verovatno²a da ²e prilikom bacaǌa pasti ,,grb“
iznosi upravo 50%, ili 1/2 (i da je tolika verovatno²a da ²e pasti ,,broj“)4.

Broj baqenih novqi²a Mogu²nosti padaǌa novqi²a Verovatno²a

1 G ili B (1 ,,grb“ ili 1 ,,broj“) 1/2

2 puta G 1/4
2 1 puta G i 1 puta B 2/4 (1/2)

2 puta B 1/4

3 puta G 1/8
3 2 puta G i 1 puta B 3/8

1 puta G i 2 puta B 3/8
3 puta B 1/8

4 puta G ili B 1/16
4 3 puta G ili B 4/16

2 puta G ili B 6/16

5 puta G ili B 1/32
5 4 puta G ili B 5/32

3 puta G ili B 10/32

Uoqavamo da se brojioci navedenih razlomaka nalaze u odgovaraju²em redu
Paskalovog trougla. Na primer, ako bacimo 5 novqi²a, tada u 5. redu oqitavamo
tra¼eni brojilac a imenilac je 5. stepen broja 2, tj. 25.

3 Na primer, {a, b} = {b, a}.
4 Pod matematiqkom verovatno²om podrazumeva se broj V =

p

m
, gde je p broj povoǉnih i m

broj svih mogu²ih sluqajeva
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4. Napiximo cifre iz nultog i prva qetiri reda Paskalovog trougla –
bez prekida (sl. 3). Uoqavamo da su brojevi iz nultog, prvog, drugog, tre²eg i
qetvrtog reda po redosledu nulti, prvi, drugi, tre²i i qetvrti stepen broja 11.
Da li navedeno pravilo va¼i za slede²e redove Paskalovog trougla?

(0) 1 110

(1) 11 111

(2) 121 112

(3) 1331 113

(4) 14641 114

Sl. 3

Uoqimo broj 121 (sl. 3). Taj broj je zanimǉiv po tome xto predstavǉa
potpun kvadrat za bilo koju osnovu brojevnog sistema (a ne samo za osnovu 10:
121 = 112). Ako je osnova brojevnog sistema x, (x > 2), imamo:

121(x) = 1 · x2 + 2 · x + 1 = (x + 1)2.

Tako±e, imamo:

1331(x) = 1 · x3 + 3 · x2 + 3 · x + 1 = (x + 1)3, x > 3

i
14641(x) = 1 · x4 + 4 · x3 + 6 · x2 + 4 · x + 1 = (x + 1)4, x > 6.

Uoqavamo da je broj 1331 kub nekog broja a 14641 qetvrti stepen nekog broja, bez
obzira na osnovu brojevnog sistema. Na primer, imamo:

1331(5) = 1 · 53 + 3 · 52 + 3 · 5 + 1 = 63,

14641(8) = 1 · 84 + 4 · 83 + 6 · 82 + 4 · 8 + 1 = 94.

Iska¼i ovo reqima!

Zadaci

1. Odredi neposredno broj:
a) qetvoroqlanih podskupova xestoqlanog skupa,
b) troqlanih podskupova skupa od 20 elemenata.
2. Koliko je ukupan broj podskupova xestoqlanog skupa?
3. U razvoju (x + y)7 na±i koeficijent uz x4y3.
4. Ako bacimo 8 novqi²a, kolika je verovatno²a da se pojavi kombinacija:

triput ,,broj“ i pet puta ,,grb“?
5. Utvrdi koji trocifreni (qetvorocifreni) brojevi predstavǉaju kvadrat

(kub) dvocifrenog broja za svako x koje je takvo da zapis ABC(x) (ABCD(x))
ima smisla.

6. Elementi druge kolone Paskalaovog trougla (sl. 1) imaju svojstvo: apso-
lutna vrednost razlike kvadrata ma koja dva uzastopna broja iz druge kolone
predstavǉa kub jednog prirodnog broja. Proveri ovo svojstvo na nekoliko pri-
mera.


