
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Milorad Beǉi�

KOSINUSNA TEOREMA ZA TETRAEDAR

U drugom razredu sredǌe xkole obra±uje se kosinusna teorema, a u tre²em
razredu i stereometrija. Interesantno bi bilo da se na qasovima matematiqke
sekcije obradi i kosinusna teorema za tetraedar. Ovo je utoliko znaqajnije xto
je tetraedar, u mnogo qemu prostorni analogon trouglu, nedovoǉno zastupǉen u
sredǌoxkolskoj nastavi matematike.

Definicija. Neka figura F pripada ravni α (slika 1). Svakoj taqki x
figure F odgovara pri normalnom projektovaǌu na neku ravan β taqka x′ neke
figure F ′. Figura F ′ se naziva projekcijom figure F .
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Teorema 1. Povrxina S ravne figure F i povxrina S′ ǌene normalne
projekcije F ′ vezane su relacijom

(1) S′ = S cosω,

gde je ω oxtar ugao me�u ravnima u kojima le�e figura F i figura F ′.

Dokaz. Ograniqimo se na sluqaj kada data figura dopuxta razbijaǌe na
trouglove. Tada se dokaz svodi na figuru F koja je trougao (na slici 1 trougao
ACD).

Neka je α ravan kojoj pripada figura F , a β ravan na koju projektujemo
figuru F .
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Ako je α ‖ β, imamo oqigledno S′ = S, xto dobijamo i iz formule (1) jer je
ω = 0.

Ako ravni α i β nisu paralelne, one se seku po nekoj pravoj p. Tada, ne
naruxavaju²i opxtost, mo¼emo uzeti da jedna stranica trougla F (pa, samim
tim, i trougla F ′) pripada pravoj p (sl. 1). Ako je B podno¼je visine iz temena
A trougla ACD (tj. figure F ), tada je, na osnovu teoreme o tri normale, B
ujedno podno¼je visine iz temena A′ trougla A′CD (figure F ′). Iz 4ABA′ je
A′B = AB · cosω, pa je

S′ =
1
2
CD ·A′B =

1
2
CD ·AB cos ω = S · cosω.

Dakle, povrxina normalne projekcije neke ravne figure na ravan jednaka
je proizvodu povrxine date figure i kosinusa ugla ω kojeg te ravni obrazuju.
Koriste²i ovu teoremu mo¼emo dokazati da va¼i i slede²a

Teorema 2. Neka su SA, SB, SC , SD povrxine strana tetraedra ABCD
koje su naspramne, redom, temenima A, B, C, D, a α, β, γ su uglovi diedara
tetraedra sa ivicama DA, DB, DC. Tada je

S2
D = S2

A + S2
B + S2

C − 2SASB cos γ − 2SBSC cos α− 2SCSA cosβ.

Dokaz. Oznaqimo sa α1, β1, γ1 uglove diedara tetraedra ABCD sa ivicama
BC, CA, AB, respektivno, i sa O podno¼je visine tetraedra iz temena D (sl. 2).
Tada je SD = SBOC + SCOA + SAOB. Odatle, prema teoremi 1 dobijamo1:

SD = SA cosα1 + SB cosβ1 + SC cos γ1,(2)

SA = SD cos α1 + SC cosβ + SB cos γ,(3)

SB = SD cos β1 + SA cos γ + SC cos α,(4)

SC = SD cos γ1 + SA cos β + SB cos α.(5)
Mno¼eǌem ovih relacija, redom, sa SD, SA, SB, SC dobijamo:

S2
D = SA · SD cos α1 + SB · SD cos β1 + SC · SD cos γ1,(2’)

S2
A = SA · SD cos α1 + SA · SC cosβ + SA · SB cos γ,(3’)

S2
B = SB · SD cos β1 + SA · SB cos γ + SB · SC cos α,(4’)

S2
C = SC · SD cos γ1 + SA · SC cos β + SB · SC cos α.(5’)

Ako jednakosti (3’), (4’) i (5’) saberemo, pa zbir oduzmemo od (2’), dobijamo da
je

S2
D − S2

A − S2
B − S2

C = −2SA · SB cos γ − 2SB · SC cos α− 2SC · SA cos β,

xto je ekvivalentno jednakosti koja se dokazuje.
Ako su strane SA, SB i SC tetraedra uzajamno ortogonalne, tada jednakost

prethodne teoreme dobija oblik

S2
D = S2

A + S2
B + S2

C

i predstavǉa uopxteǌe Pitagorine teoreme na prostor R3.
1 Relacije (2)–(5) predstavǉaju prostorni analogon teoremi o projekcijama u ravni.



42 M. Beǉi²

Zadaci

1. U tetraedru su dva naspramna diedra prava. Dokazati da su zbirovi kva-
drata povrxina strana tetraedra koje qine te diedre jednaki.

2. Ako su svi diedri neke trostrane piramide jednaki, tada su sve ivice te
piramide jednake. Dokazati.

3. Ako sa HA, HB, HC , HD obele¼imo visine, redom, iz temena A, B, C, D
tetraedra ABCD, tada va¼e jednakosti:

(a)
1

HD
=

cosα1

HA
+

cosβ1

HB
+

cos γ1

HC
, gde su α1, β1, γ1 uglovi diedara sa

ivicama BC, CA, AB, redom;

(b)
1

H2
D

=
1

H2
A

+
1

H2
B

+
1

H2
C

− 2 cos γ

HAHB
− 2 cos α

HBHC
− 2 cos β

HCHA
, gde su α, β, γ

uglovi diedara sa ivicama DA, DB, DC.


