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UPORE�IVAǋE SLUQAJNIH VELIQINA

Ako su x1 i x2 realni brojevi, onda va¼i jedna od relacija: x1 < x2,
x1 = x2, x1 > x2. Ako su X1 i X2 sluqajne veliqine, koje su definisane na istom
prostoru verovatno²a, onda su {X1 < X2}, {X1 = X2}, {X1 > X2} doga±aji koji
imaju odre±ene verovatno²e. S obzirom na to da je

P{X1 < X2} + P{X1 = X2} + P{X1 > X2} = 1,

to najvixe jedan od doga±aja {X1 < X2} i {X1 > X2} mo¼e imati verovatno²u
ve²u od 1/2. Neka je Ω = {0, 1} skup ishoda sluqajnog eksperimenta i neka
je verovatno²a svakog od ishoda 0 i 1 jednaka 1/2. Ako su X1 i X2 sluqajne
veliqine definisane jednakostima X1(0) = 0, X1(1) = 1, X2(0) = 1, X2(1) = 0,
onda va¼i P{X1 > X2} = P{X1 < X2} = 1/2.

Ako su x1, x2 i x3 realni brojevi, takvi da je x1 > x2 i x2 > x3, onda va¼i
i nejednakost x1 > x3. To je dobro poznato svojstvo tranzitivnosti relacije >.
Ako su X1, X2 i X3 sluqajne veliqine, koje su definisane na istom prostoru
verovatno²a, onda su

(∗) {X1 > X2}, {X2 > X3}, {X3 > X1}

doga±aji koji imaju svoje verovatno²e. Poznato je da postoje sluqajne veliqine
X1, X2 i X3, takve da svaki od doga±aja (∗) ima verovatno²u ve²u od 1/2.

1. Neka je prostor verovatno²a odre±en na slede²i naqin: skup ishoda je
Ω = {(3, 2, 1), (2, 1, 3), (1, 3, 2)} i svaki od ishoda ω1 = (3, 2, 1), ω2 = (2, 1, 3) i
ω3 = (1, 3, 2) ima verovatno²u 1/3. Sluqajne veliqine X1, X2 i X3 definisane
su na slede²i naqin:

Xi(ωj) = i-ta koordinata trojke ωj ,

tj. X1((3, 2, 1)) = 1, X2((2, 1, 3)) = 1 itd. Odrediti verovatno²e doga±aja (∗).
Rexeǌe. Svaki od doga±aja (∗) ima verovatno²u 2/3. Na primer,

P{X1 > X2} = P{(3, 2, 1), (2, 1, 3)} = 2/3.

Konstatujmo jox qiǌenicu da su X1, X2 i X3 zavisne sluqajne veliqine. Na
primer, P{X1 = 1,X2 = 1} = 0, ali je P{X1 = 1} · P{X2 = 1} = 1

3
· 1

3
= 1
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2. Da li postoje sluqajne veliqine X1, X2 i X3, koje su definisane na
istom prostoru verovatno²a i takve da svaki od doga±aja (∗) ima verovatno²u
ve²u od 2/3?

Rexeǌe. Ne postoje! To se mo¼e dokazati na slede²i naqin: Neka su X1,
X2 i X3 proizvoǉne sluqajne veliqine definisane na istom prostoru ishoda Ω.
Za svaki ω ∈ Ω va¼i bar jedna od nejednakosti X1(ω) 6 X2(ω), X2(ω) 6 X3(ω),
X3(ω) 6 X1(ω). (Ako bi va¼ilo suprotno, tj. X1(ω) > X2(ω), X2(ω) > X3(ω),
X3(ω) > X1(ω), onda bismo sabiraǌem ovih nejednakosti dobili kontradikciju.)
Oznaqimo A1 = {X1 > X2}, A2 = {X2 > X3}, A3 = {X3 > X1}. Ako je Ai oznaka
komplementa doga±aja Ai, onda va¼i

P (A1) + P (A2) + P (A3) > P (A1 ∪ A2 ∪ A3) = 1.

Iz ove nejednakosti sledi: nije svaki od brojeva P (A1), P (A2), P (A3) maǌi od
1/3 (u protivnom bi ǌihov zbir bio maǌi od 1), odnosno nije svaki od brojeva
P (A1), P (A2), P (A3) ve²i od 2/3.

3. Neka je n > 3. Odrediti najve²i broj pn koji ima slede²e svojstvo:
postoje sluqajne veliqine X1, X2, . . . , Xn, koje su definisane na istom prostoru
verovatno²a i takve da svaki od doga±aja

(∗∗) {X1 > X2}, {X2 > X3}, . . . {Xn−1 > Xn}, {Xn > X1}

ima verovatno²u koja nije maǌa od pn.

Rexeǌe. Dokaza²emo da je pn =
n − 1

n
. Neka je Ω skup slede²ih n jednako

verovatnih ishoda sluqajnog eksperimenta:

ω1 =(n, n − 1, n − 2, . . . , 2, 1),

ω2 =(n − 1, n − 2, . . . , 2, 1, n),

ω3 =(n − 2, . . . , 2, 1, n, n − 1),

. . . . . . . . .

ωn =(1, n, n − 1, n − 2, . . . , 2).

Analogno kao u zadatku 1 definixemo sluqajne veliqine X1, X2, . . . , Xn:

Xi(ωj) = i-ta koordinata n-torke ωj .

Neposredno se proverava da va¼i

P{X1 > X2} = P{X2 > X3} = · · · = P{Xn > X1} =
n − 1

n
.

Sluqajne veliqine X1, X2, . . . , Xn iz razmotrenog primera su zavisne.

Potpuno analogno kao u zadatku 2 dokazujemo tvr±eǌe: ako su X1, X2, . . . ,
Xn proizvoǉne sluqajne veliqine (definisane na istom prostoru verovatno²a),
onda nije mogu²e da svaki od doga±aja {X1 > X2}, {X2 > X3}, . . . , {Xn > X1}
ima verovatno²u ve²u od

n − 1

n
.



46 P. Mladenovi²

Napomena. Oznaqimo sa qn najve²i broj koji ima slede²e svojstvo: postoje
nezavisne u potpunosti sluqajne veliqine X1, X2, . . . , Xn, koje su definisane
na istom prostoru verovatno²a i takve da svaki od doga±aja (∗∗) ima verovatno²u
koja nije maǌa od qn. Jasno je da je qn 6 pn, jer su brojevi qn odre±eni u¼om
klasom n-torki sluqajnih veliqina. Interesantno je pitaǌe da li se brojevi qn

mogu i eksplicitno odrediti?

Iako je u teoriji verovatno²a najqex²e sluqaj da se lakxe rexavaju zadaci
koji se odnose na nezavisne sluqajne veliqine, nego analogni zadaci koji uzimaju
u obzir i zavisne sluqajne veliqine, ovde je ipak znatno te¼e odrediti brojeve
qn, nego brojeve pn. Z. Usiskin je dokazao da je (qn)n>3 rastu²i niz brojeva i
da va¼e jednakosti

q3 =

√
5 − 1

2
, q4 =

2

3
, . . . , lim

n→∞

qn =
3

4
.


