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BACKTRACKING ALGORITMI

Backtracking algoritme karakterixe tragaǌe za rexeǌem ne po zadatim pra-
vilima raqunaǌa ve² metodom pokuxaja i grexke. Ovi problemi se qesto naj-
prirodnije izra¼avaju rekurzivno i zahtevaju ispitivaǌe konaqnog broja pot-
problema. Zadaci koji se rexavaju bektrekingom, po pravilu, pripadaju jednoj
od tri klase:

• na²i bar jedno rexeǌe problema;

• na²i sva mogu²a rexeǌa;

• po zadatom kriterijumu odrediti optimalno rexeǌe.

Jedan od klasiqnih problema: raspore±ivaǌe osam kraǉica na xahovskoj
ploqi tako da se me±usobno ne napadaju – jednostavno se rexava bektreking te-
hnikom.

Opxti oblik backtracking algoritma mo¼e se predstaviti na slede²i naqin:

1. Za dati problem treba odrediti niz rexeǌa (x[1], x[2], . . . , x[n]) koji
zadovoǉava skup uslova i ograniqeǌa. (U problemu 8 kraǉica treba odrediti
niz x[1], x[2], . . . , x[8], koji reprezentuju polo¼aje kraǉica u vrstama xahovske
ploqe od 1 do 8, tako da se nikoje dve kraǉice me±usobno ne napadaju.)

2. Za svaki element x[k] tra¼enog niza x[1..n] postoji ǌemu pripadaju²i
skup a[k] iz koga biramo kandidata za k-tu koordinatu delimiqnog rexeǌa. (U
primeru osam kraǉica niz x ima osam elemenata x[1], x[2], . . . , x[8] koji uzimaju
vrednosti na skupovima a[1], a[2], . . . , a[8], koji izra¼avaju polo¼aj kraǉice u
vrsti. Ovde su svi skupovi niza a jednaki, tj. a[1] = a[2] = · · · = a[8] = {1..8}.)

3. Elementima niza x[1], . . . , x[n] vrednosti se dodeǉuju obiqno sleva nade-
sno. Pretpostavimo da je na±eno prvih k − 1 elemenata niza X = (x[1], x[2], . . . ,
x[k − 1], ?, . . . , ?); tada izbor elementa niza x[k] zavisi od nekih ograniqeǌa i
uslova. (U problemu 8 kraǉica se proverava: da li bi doxlo do uzajamnog
napadaǌa kraǉica postavǉenih u vrstama sa polo¼ajima x[1], . . . , x[k − 1] sa
kraǉicom koja bi se u k-toj vrsti postavila na polo¼aj x[k], tj. da li postoji
kraǉica u nekoj vrsti i (< k) i polo¼ajem x[i] koja se napada sa kraǉicom u
vrsti k i polo¼ajem x[k] – napadaju se ako se nalaze u istoj koloni x[i] == x[k]
ili na istoj dijagonali abs(i − k) == abs(x[i] − x[k]).) Ako su uslovi i ograni-
qeǌa zadovoǉeni za neku vrednost koju x[k] uzima iz skupa a[k], to ne znaqi da
se (x[1], .., x[k]) mo¼e proxiriti do potpunog rexeǌa, ali treba pokuxati. Zato
se prelazi na izbor x[k + 1], zatim x[k + 2] itd.
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4. Ako ni jedan izbor x[k] ne dovodi do potpunog rexeǌa, onda je neophodno
vratiti se na prethodni korak, probati sa novom vrednox²u za x[k−1] u delimi-
qnom rexeǌu (x[1], . . . , x[k − 1], ?, . . . , ?), i ponovo probati sa izborom elementa
x[k], proveravaju²i da li se (x[1], . . . , x[k], ?, . . . , ?) mo¼e razviti do potpunog
rexeǌa (x[1], . . . , x[n]). Povratak nazad mo¼e i²i qak do prvog elementa.

Slede²a slika ilustruje primenu backtracking algoritma za raspore±ivaǌe
4 kraǉice na xahovskoj ploqi 4 × 4. Simbol # oznaqava poǉa koja ugro¼ava
kraǉica iz prve vrste, @ – poǉa koja ugro¼ava kraǉica iz druge vrste, & –
poǉa koja ugro¼ava kraǉica iz tre²e vrste.
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Pretraga se mo¼e grafiqki ilus-
trovati stablom. Koren stabla (0-ti ni-
vo) predstavǉa prazan vektor rexeǌa.
ǋegovi ,,sinovi“ su kandidati za izbor
x[1], i u opxtem sluqaju, qvorovi k-tog
nivoa su kandidati za izbor x[k], pod
uslovom da su izabrani pretci x[1], x[2],
. . . , x[k − 1].

Rekurzivna xema realizacije back-
tracking algoritma se mo¼e predstaviti
na slede²i naqin:

void Backtrack(vektor, k)

{

if (〈vektor je resenje〉) 〈ispisati resenje〉

else

{

〈formirati skup Ak - kandidata za k-tu komponentu〉

for (x∈Ak) Backtrack(vektor || x,k+1)

// znak || oznacava prosirenje vektora resenja komponentom x

}

}

Ovaj algoritam se mo¼e modifikovati tako da se provera – da li se izborom
x doxlo do rexeǌa – realizuje u for-ciklusu, umesto neposredno pri ulasku u
funkciju:

void Backtrack(vektor, k)

{

〈formirati skup Ak - kandidata za k-tu komponentu〉

for (x∈Ak)

{
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if (〈vektor〉 || x - je resenje〉)

〈ispisati resenje〉

else Backtrack(vektor || x,k+1)

// znak || oznacava prosirenje vektora resenja komponentom x

}

}

Ova xema backtracking algoritma je primeǌena u slede²em rexeǌu problema
8 kraǉica. U ǌemu se funkcija za raspore±ivaǌe postavi() poziva iz main()

funkcije, u kojoj se indikator uspexnosti pretra¼ivaǌa nadjeno inicijalizuje
sa 0 (neuspeh). U funkciji postavi() ako se prona±e rexeǌe, on dobija vrednost
1 (uspeh). Niz x[ ] se indeksira od 1 do 8.

// Rasporedjivanje 8 kraljica tako da se medjusobno ne napadaju

# include "math.h"

# define N 8

int x[9],nadjeno;

void postavi(int k)

{

void pisi(int n);

int napadaju se(int k);

for(int i=1;i<=8 && !nadjeno;i++)

{

x[k]=i; //izbor x[k] za koje se proverava da li je

//(x[1],...,x[k]) delimicno resenje

if (!napadaju se(k)) //ako je (x[1],...,x[k]) delimicno resenje

if (k==N) // ono je i potpuno kada je k jednako N(=8)

{

pisi(N); // ispis resenja

nadjeno=1; // indikator uspeha postavlja na 1

}

else postavi(k+1); // pokusaj da se od delimicnog resenja

//(x[1],...,x[k]) dobije potpuno;

//ako je uspesno, globalna promenljiva nadjeno

// postaje 1 i prekida se dalje pretrazivanje;

//ako je promenljiva nadjeno i dalje jednaka 0

//opoziva se tekuci izbor x[k]

//(u ovom slucaju ne mora sa x[k]=0),

// vec se proba sa novom vrednoscu za x[k]

// iz skupa dopustenih vrednosti

}

}

// provera da li se kraljice postavljene na pozicijama

//(x[1],...,x[k-1]) napadaju sa kraljicom postavljenom na x[k]

int napadaju se(int k)

{

for(int i=1;i<=k−1;i++)

if (x[i]==x[k] || abs(i−k)==abs(x[i]−x[k])) return 1;

return 0;

}

void pisi(int n)
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{

printf("Resenje: n");

for(int i=1;i<= n;i++)

{

for(int j=1;j<= n;j++)

if (x[i]==j)

printf("K ");

else printf("+ ");

printf(" n");

}

}

void main()

{

nadjeno=0; // indikator koji postaje 1 kada se nadje resenje

postavi(1); // poziv funkcije za rasporedjivanje osam kraljica

}

Ako treba odrediti sva rexeǌa, tada se posle na±enog rexeǌa ne prekida
daǉe tragaǌe, pa se zato indikator nadjeno iz prethodnog rexeǌa ne koristi.
Ovaj problem rexava modifikovana funkcija postavi():

void postavi(int k)

{

for(int i=1;i<=8;i++)

{

x[k]=i;

if (!napadaju se(k))

if (k==N)

pisi(N);

else postavi(k+1);

}

}

Problem se mo¼e rexiti i tako da se umesto provere ciklusom da li kraǉica
u vrsti k na i-toj poziciji napada kraǉice postavǉene u vrstama 1, . . . , k − 1 –
uvedu tri niza:

1. v[1..8] – kontrolixe da li su ugro¼ena poǉa vertikala 1..8 xahovske
ploqe.

2. g[0..14] – kontrolixe ugro¼enost glavne dijagonale i ǌenih paralela.
Primetimo da je razlika indeksa vrste i indeksa kolone za sva poǉa: glavne di-
jagonale jednaka 0, prve paralele ispod glavne dijagonale 1, . . . , sedme paralele
ispod dijagonale 7, prve paralele iznad −1, sedme paralele iznad −7. Zato je
najprirodnije da se niz g indeksira od −7..7. Me±utim, nizovi u C-u se mogu
indeksirati samo od 0, pa se translacijom za 7 uvodi korespodencija za kontro-
lu ugro¼enosti poǉa glavne dijagonale i ǌenih paralela indeksima 0..14. Niz
g[0..14] se indeksira sa: 0 – za sedmu paralelu iznad glavne dijagonale, . . . , 7 –
za glavnu dijagonalu, . . . , i 14 – za sedmu paralelu ispod glavne dijagonale. U
skladu sa ovim niz g[ ] se indeksira od 0.

3. s[2..16] – kontrolixe ugro¼enost sporedne dijagonale i ǌenih paralela.
Kako je zbir indeksa vrste i kolone za sva poǉa: sporedne dijagonale jednak
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9, . . . , sedme paralele iznad sporedne dijagonale jednak 2, . . . , sedme parale-
le ispod sporedne dijagonale jednak 16, to se niz s[ ] radi kontrole sporedne
dijagonale i ǌenih paralela indeksira od 2 do 16.

Primenom backtracking tehnike problem 8-kraǉica rexava slede²i program,
u kome se elementi nizova v[ ], g[ ] i s[ ] inicijalizuju jedinicom – da bi repre-
zentovali slobodne vertikale, dijagonale i ǌihove paralele. U programu se
komentarima objaxǌavaju pojedini delovi koda.

#include 〈iostream.h〉

// v[1..8] - kontrolise ugrozenost polja vertikale: 1 - slobodna, 0 - ne

int v[9]=0,1,1,1,1,1,1,1,1; // element v[0] se ne koristi

// g[0..14] - kontrolise ugrozenost glavne dijagonale i njenih paralela

int g[15]=1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1; //

//s[2..16] - kontrolise ugrozenost sporedne dijagonale i njenih paralela

int s[17]=0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1;

int x[9]; // polozaj kraljice u vrstama od 1 .. 8

int res=0; // redni broj resenja

void Ispis()

{

res++;

cout 〈〈 "Resenje " 〈〈 res 〈〈 endl;

for (int i=1; i<=8; i++)

{

for (int j=1; j<=8; j++)

if (x[i]==j)

cout 〈〈 " *";

else cout 〈〈 " -";

cout 〈〈 endl;

}

cout 〈〈 "****************" 〈〈 endl;

}

// da li se kraljica moze postaviti u k-toj vrsti na poziciji i

int MozeNa(int k,int i)

{

return v[i] && g[k-i+7] && s[k+i];

}

void postavi(int k)

{

for (int i=1;i<=8;i++)

if (MozeNa(k,i)) // da li moze u k-toj vrsti na i-toj poziciji

{

x[k]=i; // u k-toj vrsti postavlja kraljicu na i-tu poziciju

v[i]=0; // markira i-tu kolonu kao ugrozenu

g[k-i+7]=0; // markira paralelu glavne dijagonale kao ugrozenu

s[k+i]=0; // markira paralelu sporedne dijagonale kao ugrozenu

if (k==8)

Ispis(); // ispis - postavljeno je 8 kraljica

else postavi(k+1); // inace, postavi kraljicu u k+1-voj vrsti

// da bi se probalo sa kraljicom na drugoj poziciji k-te vrste,

//uklanja se sa pozicije i,

// a njome ugrozena polja se markiraju kao slobodna
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v[i]=1;

g[k-i+7]=1;

s[k+i]=1;

}

}

void main()

{

postavi(1);

}

Primer. ,,Ranac“. Za n razliqitih tipova predmeta su poznati te¼ine
t1, . . . , tn i cene c1, . . . , cn. Odrediti koje predmete treba staviti u ranac,
tako da ǌihova ukupna te¼ina nije ve²a od s, a da je cena maksimalna, ako nije
ograniqen broj predmeta nekog tipa koji se mo¼e staviti u ranac.

Na primer, za ranac kapaciteta 10, i 3 tipa predmeta te¼ine: 2, 4, 5, i cene:
2, 5, 5, najboǉi izbor je jedan predmet tipa 1 i dva predmeta tipa 2.

Ako oznaqimo koliqinu predmeta tipa i sa xi, treba maksimizirati

c1 · x1 + c2 · x2 + · · · + cnxn,

uz ograniqeǌe
t1 · x1 + t2 · x2 + · · · + tn · xn 6 s,

gde je 0 6 xi 6 [s/ti] – kvadratne zagrade oznaqavaju ceo deo.

# include 〈iostream.h〉

int n; // broj predmeta

int s; // kapacitet ranca

int t[20]; // tezine predmeta

int c[20]; // cena predmeta

int x[20]; // evidentira kolicinu izabranih predmeta

int MaxX[20]; // evidentira najbolji izbor predmeta

int MaxCena; // maksimalna cena

// izbor kolicine ucesca k-tog predmeta u rancu

void Dodaj(int k,int s, int TCena)

// k - indeks elementa niza x[k] koji evidentira kolicinu k-tog predmeta

// s - preostali kapacitet u rancu

// TCena - cena predmeta tekuceg izbora

{

if (k>n) // nadjeno resenje

{

if (TCena>MaxCena) // zapamtiti ga ako je bolje

{

for (int j=1; j<=n;j++) MaxX[j]=x[j];

MaxCena=TCena;

}

}

else

for (int i=0;i<=s/t[k];i++)

{ // k-ti predmet se moze uzeti najvise u kolicini s/t[k]

x[k]=i; // izbor k-tog predmeta u kolicini i

Dodaj(k+1,s-i*t[k],TCena+i*c[k]);
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}

}

void main()

{

int i;

cout 〈〈 " nUnesite broj predmeta --〉"; cin 〉〉 n;

cout 〈〈 "Koliki teret se moze staviti u ranac --〉 "; cin 〉〉 s;

cout 〈〈 "Unesite za svaki predmet tezinu i cenu: n";

for (i=1; i<=n; i++)

{

cout 〈〈 "t[" 〈〈 i 〈〈 "]="; cin 〉〉 t[i];

cout 〈〈 "c[" 〈〈 i 〈〈 "]="; cin 〉〉 c[i];

}

MaxCena=0;

Dodaj(1,s,0);

cout 〈〈 "Maksimalna cena --〉" 〈〈 MaxCena 〈〈 endl;

cout 〈〈 "Za sledeci izbor predmeta --〉 " 〈〈 endl;

for (i=1;i<=n;i++)

cout 〈〈 "Predmet " 〈〈 i 〈〈 ". u kolicini " 〈〈 MaxX[i] 〈〈 endl;

}

Rexeǌe se mo¼e uqiniti efikasnijim ako se pre poziva funkcije Dodaj()

izvrxi sortiraǌe po vrednosti predmeta (kriterijum koliqnik cene i te¼ine).

Zadaci za ve�bu

1. Dato je n tegova te¼ina t[0..n − 1]. Odrediti bar jednu podelu na dve
grupe tako da je razlika suma te¼ina tegova u tim grupama najmaǌa.

2. Od n predmeta sa te¼inama a[0..n − 1] i cenama c[0..n − 1] izdvojiti one
qija je ukupna te¼ina ve²a od 30 kg, a cena najmaǌa. Rexiti ako:

a) ponavǉaǌe predmeta je dozvoǉeno;

b) svaki tip predmeta se mo¼e izabrati taqno jednom.

3. S dinara treba rasitniti pomo²u novqanica vrednosti v[0..n−1]. Svake
vrste novqanica ima dovoǉno mnogo. Na²i sva rexeǌa.

4
∗. Napisati program kojim se u skupu prirodnih brojeva odre±uju rexeǌa

jednaqine x4

1
+ x4

2
+ · · · + x4

15
= 2003, uz uslov x1 > x2 > . . . > x15.

5. Dato je n kocki numerisanih od 1 do n, qije su du¼ine ivica date nizom
d[1..n], a boje znakovnim nizom b[1..n]. Napisati program koji:

a) ispisuje sve kule od m kocki;

b) odre±uje kulu sa najve²im brojem kocki (od kojih je izgra±ena),

ako svake dve susedne kocke imaju razliqitu boju i ako im je du¼ina ivica u
nerastu²em poretku.

6. Dat je niz celih brojeva du¼ine N i ceo broj R. Napisati program koji
u izrazu:

(. . . ((a[1]?a[2])?a[3]) . . . )?a[n]

postavǉa znake +, −, ∗ i / tako da je vrednost izraza jednaka R. Na²i sva
rexeǌa.
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7. Ispisati indekse onih elemenata niza qiji je zbir jednak datom broju n.

8. Agencija za posredovaǌe znaju²i visine n mlado¼eǌa i n udavaqa vrxi
uparivaǌe tako da razlika visina kod svakog para nije ve²a od d. Odrediti xto
je mogu²e vixe parova koji zadovoǉavaju dati kriterijum.

9. Na xahovskoj tabli dimenzija 8 × 8 postavǉena je kraǉica u vrsti m i
koloni n. Rasporediti ako je mogu²e jox 7 kraǉica tako da se svih 8 kraǉica
me±usobno ne napada.

10. Na xahovskoj tabli dimenzija 8 × 8 u prvih m vrsta je postavǉeno m
kraǉica koje se me±usobno ne napadaju. Rasporediti ako je mogu²e jox 8 − m
kraǉica u vrstama od m + 1 do 8 tako da se svih osam kraǉica me±usobno ne
napada.

11. Ako je data xahovska tabla dimenzija n× n i startna pozicija skakaqa
X0,Y 0, napisati program koji odre±uje jednu putaǌu od n2 − 1 skokova kojim
skakaq obilazi ploqu pose²uju²i svako poǉe taqno jedanput.

12. Ako je data xahovska tabla dimenzija n× n i startna pozicija skakaqa
X0, Y 0, napisati funkciju koja odre±uje sve putaǌe od n2 − 1 pokreta kojim
skakaq obilazi tablu pose²uju²i svako poǉe taqno jedanput.

13. Neka je dato n koncentriqnih krugova takvih da svaki od ǌih ima m
otvorenih vrata. Prolaskom kroz bilo koja vrata dodeǉuje se izvestan broj
nenegativnih poena. Ako je data matrica A dimenzije n × m qiji element a[i][j]
oznaqava broj poena koji se osvaja prolaskom kroz j-ta vrata i-tog kruga (kroz
svaki krug se prolazi taqno jedanput), napisati program koji trasira put kroz
n vrata tako da se sakupi dati broj poena s.

14. Dat je lavirint u kome su nule prohodna, a jedinice neprohodna poǉa.
Dva poǉa su susedna ako su im zajedniqke stranice. Napisati program kojim se
odre±uju svi putevi od datog poǉa (StX, StY ) do datog poǉa (EndX,EndY ).

15. Dat je lavirint u kome su nule prohodna, a jedinice neprohodna poǉa.
Dva poǉa su susedna ako su im zajedniqke stranice. Napisati program kojim se
odre±uje najkra²i put od datog poǉa (StX, StY ) do datog poǉa (EndX,EndY ).


